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TRIGONOMETRIA RETTILINEA 



778. J-Jn Trigonometria scioglie, quando è possibile, que- 
sto generai problema : date tre delle sei cose che compongo- 
no un triangolo (5o8) , trovar V altre tre. E rettilinea se i 
triangoli son rettilinei, sferica se sono sferici, cioè formati sulla 
superficie di una sfera dall’ intersezione di tre archi di circolo. 

779. Preso nella circonferenza ÀBDA l’arco qualunque 
AM=a minore o maggiore di qo°, e condotti alle due estremi- 
tà M , A di quest’ arco il raggio CM , e il diametro DA ■, quin- 
di abbassata sopra AD la normale MH ; e infine alzala AY 
tangente in A: la normale MH si chiama seno dell’arco a 5 la 
porzione AX della tangente AY, compresa fra il contatto in A 
e l’ picontro in X col prolungamento del raggio CM, si chiama 
tangente dell’ arco a ; il raggio stesso prolungato in X fino all’ 
incontro con la tangente, si chiama secante dell’arco a ; e final- 
mente la porzione HA del diametro compresa, fra il seno e l’ estre- 
mità A dell’ arco, si chiama seno verso dell’arco a. Tutte in- 
sieme queste quattro rette prendono il nome di funzioni dell’ 
arco a, e per compendio, in luogo di scrivere seno, tangente, se- 
cante, seno verso dell’arco a, si scrive sena, tango, seca, sen. v. a. 

780. E se, supposto in B la metà della semicirconferenza si 
conducano nel modo stesso sul diametro BL, la normale MQ, e da 
B la tangente BT protratta fino all’ incóntro in T col proluuga- 
mento del raggio CM, saranno MQ,BT,CT,BQ il seno, In tan- 
gente , la secante e il senoverso dell’arco BM. E poiché in que- 
sto caso BM è ciò di cui AM differisce o in più o in meno da 
90°, perciò MQ prende il nome di coseno dell’arco AM, ossia 
dell’ arco a, cioè seno del complemento dell’arco a; inteso qui 
per complemento, tanto ciò che deve aggiungersi , quanto ciò 
che deve togliersi ad a per renderlo di 90°. Per lo stesso moti- 
vo BT.CT.BQ si chiamano cotangente , cosecante, coseno ve r- 
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fi'il so dell’arco a . Tutte insieme queste rette si chiamano cofun- 
zi ani ; e in luogo di coseno, cotangente, cosecante , cosenover- 
m. so dell’arco a, si scrive cosa, cola, coscca, cos.v.a. 

781. Intanto osserveremo i°.chc essendo QM=CH, anche 
CH rappresenterà il coseno dell’arco a: e perciò mentre può de- 
finirsi il seno quella normale che da una dell' estremità del- 
l’arco cade sul raggio o sul diametro condotto per l' altra e- 
strornità, potrà definirsi il coseno la porzione del raggio com- 
presa fra il centro f e il piede del seno. 

2 0 . Che il seno è metà della corda dell’ arco doppio : 
infatti prolungato MH in Z, si sa ( 5 ai) che la corda MZ=* 
2MH=2 sena, come pure l’arco sotteso MAZ=2MA=2a. Per- 
ciò il seno di 3 o° eguaglia la metà del raggio, comecché metà del- 
la corda di 6o°, che vedemmo essere eguale al raggio ( 6 'o 5 ); e 
metà del raggio sarà pure il coseno di 6o°, eguale per natura al 
seno di 3 o° (780). 

3 °. Che ai 45 °, ove il complemento eguaglia l’arco, le fun- 
zioni e le cofunzioni si eguagliano; e di più la tangente, e in 
conseguenza anche la cotangente, è allora eguale al raggio; poi- 
ché in tal caso il triangolo rettangolo CAX diviene isoscele ( 5 66 . 6 "), 
e si ha perciò AX=AC. - 

4 °. Che ai 90° il seno e la cosecante eguagliano il raggio, 
il coseno e la cotangente son nulli , mentre la secante e la tan- 
gente divenendo allora parallele ( 544 )* nè potendo quindi incon- 
trarsi, sono i/i/Imfe: all’opposto all’arco zero il seno e la tan- 
gente son nulli, il coseno e la secante eguagliano il raggio, la 
cotangente e la cosecante sono infinite. Perciò nel primo qua- 
drante, ossia nei primi 90°, i seni, le tangenti e le secanti cre- 
scono di grandezza crescendo V arco, mentre i coseni , le co- 
tangenti e le cosecanti diminuiscono. 

782. E chiaro però che tutte queste funzioni variano col 
raggio CA, e che per esempio uno stesso arco a, che nel circo- 
lo del raggio 1 ha per seno sena, avrà rsena nel circolo del rag- 
gio r (623). Come all’opposto, se ha per seno sena nel circo- 
lo del raggio r , avrà nel circolo del raggio 1 . Per maggior 
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semplicità noi supporremo r= 1 ; e se nonio sia, 'dovranno mol- 
tiplicarsi le funzioni per r, e le loro potenze per le potenze cor- 
rispondenti di r. 

783. Generalmente dovrà in tali casi osservarsi la regola data (689.7°), e mol- 
tiplicare o dividere i diversi termini delle iormule per quella potenza di r che le 




rende omogenee. Cosi le formule 1 =sen*a-H cos'a, langa = r — , tane ( a-t- 

cosa 

tanga-\-tangb . rsena 

0)= p , si ridiirrnmo ad r , zsssen'a-+-cos'a, tannai — — , . , . 

i -stanga tangb cosa 

„ r’tanea-l-r'taneb 

tane(a-\-o) = E tali appunto si sarebbero trovate se n 1 co- 

^ r * — tango tangb el 

struirle si fosse preso r per raggio. Questa facilità di restituir le formule al loro 
vero valore, unita alla più grande semplicità che le medesime acquistano dalla sup- 
posizione di rc=i , rende tal supposizione evidentemente preferibile alla contraria. 



784* Or tutte le funzioni e cofunzioni spettanti ad un mede- 
simo arco sono tra loro dipendenti e collegato in maniera, che il 
valore di ciascuna può sempre aversi per il valore di qualunque 
delle altre ; oggetto di grandissima importanza nella Trigonome- 
tria. Ed eccone il modo. 

Primieramente i triangoli rettangoli CHM, CAX.CBT dan- F: "- 
no (ò‘ 5 9 ) HM 3 -t-CH 3 ~CM 3 ) £ AM-AX s =CX 3 ; CBm-BT 3 = m ‘ 
CT 3 : cioè 

* 

1*. sen 7 a-hcos 2 a=i j 2*. i-htang 2 a^sec 2 a; 3 *. i-hcot 2 a—cosec 2 a- 



Se a= 3 o°, nel qual caso sena — * (781 .2°), la 1 *. darà cosilo 0 
=if /3 .valore che apparterrà pure al sen 6o°— (780) 005(90° — 
bo°)=cosio° ; e se a~\ 5 °, nel qual caso sena=cosa (781.3°) , 
avremo egualmente dalla 1*. se» 45 "=cos 45 0 ==j/ { 4 

785. Inoltre i triangoli simili CHM, CAX, e i due parimen- 
te simili CQM , CBT danno CH : HM :: CA : AX ; CQ : QM :: 
CB:BT, cioè cosa : sena t : tanga sena : còsa :: 1 : cota ; e 

. ,, sena cosa 1 

quindi 4*. tanga = — ; 5 ‘. cota= — , •• 

x O C osa sena tanga 



786. InGne gli stessi triangoli danno CH :CM :: CA : CX, 
CQ:CB::CM: CT; cioè cosa : 1 :: 1 : seca; sena : 1 :: 1 :coseca‘, 

•« 1 < 
e pereto o . seca= ■ — ; 7 . coseca= . 

cosa ‘ sena 

787. Or sostituendogli uni negli altri i valori di ciascuna 
funzione, dati da queste formule , risulterà la seguente tavola , 
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valori «tali 
per il setto 
per il coseno 
per la teuig. e 
per la cot. e 

per la sec. e 
per la cosec. e 



igonomelriche. 

di sena 


di cosa 

13». |/ (!—««’«) 


8*. j/(l — cos'ai) 
0 , tnn z a 


4 

H* 


\ (1 -+-tang'a) 

10* 4 


cola 

15* 


( t , V (.sec'a— 1) 


J/ (1 -4-col*a) 
16* i 


seca 

17* 4 


seca 

^ i . i f/'(coscc*a -1) 


coseca 


coseca 



di tanga 
sena 

y {i^—sen'a) 

IC ,. VP — co *' a ) 

cosa 



18*. 



20 *. 



J 
cola 

2l*. j/(jec*rt— .1) 

22*. L— 

y (cosec'a - 1 ) 



valori dati 
per il seno 
per il coseno 

per la tang.e 
per la cot.e 
per la sec.e 
per la cosec.e 



di cota 

?3 a VO—sen'a) 


di seca 
4 

28* 


di coseca 

33 * _ L- 


sena 

24* 


V CI — senta) 
1 


sena 

31* 4 


Jz(l— cos'à) 

25*. -1 .... 

tanga 


cosa 

30*. y'(i-i-tang'a) 

3| , J / ( < + oo£ * a ) 


y ( 1 — cos'a ) 
«.VO -Hang’a) 
tanga 

36*. |/(M-cot*a) 
37 * seca 


26* 4 


cota 


J /{sec'a — 1) 
27*. y (cosec'a- 1) 


M coseca 

32* 


J/ (r«c*« — 1) 


y (cosec*a - 1 ) 





.108 788. Siene adesso MA=a, MP=i due archi di cui si co- 

noscano i seni e in conseguenza anche i coseni, e vogliansi i se- 
ni e i coseni degli archi a-f-i, a — b. Chiamate m, n, d le corde 
degli archila, ai, 2(a±À), avremo (781.2°) m=v.sena,n—’isenb , 

d^=?.sen{a±b). Ma d’altronde (680.681) d*= j J/ ( 4 — n 2 )±: 

jV(\— m 2 ), dunque poiché (787.13*) V'O — sen 2 b)^cosb , e 
( 1 sen 2 a)—cosa , sostituendo e riducendo troveremo 
38 ‘ '. sen^a^b^—senacosb+senbcosa 
ove il segno inferiore del secondo membro ha luogo quando ha 
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luogo nel primo; il che s intenda avvertito per tutte le formule 
susseguenti. E se in luogo dell’arco qualunque a si ponga 90 0 — a, 
' e si noti che (780) sen(qo° — a.y=cosa, cosi 90° — a)=sena, a- 
vremo sen(g o° — a±b~) =sen{go° — a)cosb±;senbcos(jgo 0 — a) = 
cosacosb±senbsena. Ma sen( 90° — a±:ò)=serc( 90° — (<z— ò) )= 
cos(azd>), dunque sostituendo e rovesciando i segni , si avrà 

39". cos(a±;fc)=cosacosbizsenasenb 

Si osservi che questa formula e la precedente, e gene- 
ralmente tutte quelle che incontreremo in seguito con termini di 
doppio segno, ne rappresentano in sostanza due distinte; una 
cioè col segno superiore, 1 ’ altra col segno inferiore. Perciò se 
per esempio diremo „ sommate le due formule sen(^a±b)= 
senacosb+senbcosa,, dovrà intendersi che sen{a-hb)=-senacosb-i- 
senbeosa deve sommarsi con serica — b)—senacosb — senbeosa ; 
il che sia avvertito una volta per sempre. 

789. Se la 38 *. si divida per la 3 q\ e poi si divida questa 
per quella avremo 

. senacosi-*-senbcosa cnsacnsb^senascnb 

tang(a±ib) — eosacot ^z senaserli ’ cot ^o)= senacoli±senbcosa 

che con dividere il numeratore e denominatore del secondo mem- 
bro nell’una per cosacosb, nell’altra per senasenb, facilmente si 
trasformano nelle due 



4o*. tang{a±b) = — 



tanga^Ztangb 



i-k-tangatangb 9 



4i*. cot{a+b)== 



eotacntb- f-t 
colb~±2cr>ta 



E in pari modo potrebbero aversi i valori di secia-±b'), cosec(ar+- 
b) ; ma essendo questi di minor uso , ci fermeremo piuttosto a 
considerare la 38 *. e la 39*. che tanto importano. 

790. E primieramente se , ritenuto il solo segno inferiore, 
si cangi a in b e b in a, avremo: sen{b — a)=senbcosa — senacosb, e 
cos(b — cì)=cosbcosa~\-senasenb. Dunque sen{b — a)= — sen[a — 
b), e cos[b — a)=cos{a — b) : d’ onde , fatto ò=o, verrà i°. sen — a 
=» — sena-, cioè il seno di un arco negativo eguaglia il seno 
negativo dell 1 mco stesso reso positivo-, a 0 , cos — a=cosa, cioè 
il coseno di un arco negativo eguaglia il coseno dello stesso 
arco reso positivo. Inoltre essendo cos{b — a)=cos{a — b), è chia- 
ro che in luogo dell’ una o dell’ altra di quest’ espressioni potre • 
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mo sempre sostituire cos(a r ~r. b). Avremo infine tang — &= . . 
( 785 . 4 *)^= manghi e cot-b= ( 7 85.0 ) = =* 

7 

■ r — COtÒ. 

I — scilo 

7 gi. In secondo luogo, se nelle stesse due formule, e nel- 
la 4o* e 4i% sia b=a, il segno superiore darà 

42*. sen2a =Clsenacosa 

43*. cos2az=cos'a — se«*o= (784.1*) 1— 2sc/i*fl — 2coa *a — 1 

2tansa col' a — 1 1 — tane’a 

44*. tzmc2a= ; 45*. cot2o= — — — . 

* 4 tang* a Icotn 2tanga 

E se in queste si ponga 2a=&, e in conseguenza ce=\b , avremo 
46*. seni =2«/ì{6coj{ 4; 47*. eosA=l — 2ien*y4=2coj , {4 — 1 

48*. cangi = , 49*. 

4 — tang 2 ^b 2 tang'b 

792. In terzo luogo, ritenuto il segno superiore , posti suc- 
cessivamente 0=90° e b= o°; a=9o° e b=g o°; a=i8o° e 
è==t)o°j n=i8o° e &=i8o°, e rammentandoci (78 1 .4°) che 
seno°=o, coso°=^i , sengo°—.i , cosgo°=o avremo 

ff/i90°=l seni 80°= 0 sen 270°= — 1 *e/j360 o s=0 

coi90°=0 cosi 80°= — 1 coì270°= 0 coj360"=1 
e quindi per qualunque valore di b, compreso fra o" e 90° 



90° ±bs=-+-cosò 
180° ±b=^stnb 
270° ±i=—cosi 
360° ±i—±senb 



90° ±b — z^Zseni 
I 180° ±b=s—cosb 

j 270" ±b=^f:senb 
360° ±b^+cosb 



d’onde in forza delle formule 4*- e 5*. ( 78 $), si dedurrà pure 
58*. ( 90° -ìlb^Lcoib 62*. / 90° ±b=^Jcuigb 

5<)« il 80° ~*~h-—~ Jf ~tangb 63*. ! < 80° ±4=ltcofA 

60 a. Mn ^3 270° ±b=^zcotb 64*' COt j 270° ±bs=ZjZtangb 

6( a 1 360" ±b=±tangb 65*. *360° ±b=±cotb 

7 93 . Segue di qui t°. che tutte le funzioni e cof unzioni 
degli archi superiori ai go° son riducibili a funzioni e cof un- 
zioni di archi minori di 90°. 

a". Che i seni degli archi compresi fra i 1 8 o° e i 36o° son ne-' 
gotici , come lo sono i coseni degli archi compresi fra i go° e i 
270°, e le tangenti e cotangenti di quelli fra i 90° e i 180° 
e tra i 270° e i 36 o°. 
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3 °. Che i seni son dunque positivi neh 0 e 2° quadran- 
te; divengon negativi negli altri due; i coseni son positivi 
nel i° e nel 4 °» negativi nel 2° e 3 ° ; le tangenti e le cotan- 
genti son positive nel i° e 3 °, negative nel 2° e nel 4 °* 

4 “ Che avendosi sen(QO°-\-b')=cosb , crescendo l’arco b, 
e in conseguenza scemando cosò (78 1 -4") * scemerà ancora sen{ 90° 
-\-b), cioè i seni dopo esser cresciuti da o 0 ai 90° cominciano 
in seguito a diminuire, finché ai 180° tornano ad annullarsi 
(792). In modo consimile si dimostrerà che dai 180° ai 270° 
crescono di bel nuovo, e dai 270° ai 36 o° diminuiscono ; che le 
tangenti crescono e scemano con l’ordine stesso dei seni, men- 
tre i coseni e le cotangenti scemauo e crescono con l’ ordine 
opposto. 

5 °. Che essendo sen( 1 8o° — by=senb, il seno di un ar- 
co è lo stesso che quello del suo supplemento . 

6°. Che le funzioni negative — senb, — cosb, ec. apparten- 
gono ad archi che posson sempre determinarsi ; infatti 
— senb =ieH(t 80°+è) = SCTi(360° — A); —cosb = cnjft 80°-t-A) 

— tangb — tanghi 80° — b) = tang(360" — A); — cotA=cot(< 80° — A)=cot(360° — A). 

7 0 . Che fatto i= 45 °±r, sarà go° — b=fó o: £r; perciò 
66“. sen{\ 5 c ’jpr)== , co 5 ( 45 °±»') ; 67*. tang{fó°+r'j—cot('\ r j a ±r). 

8°. Che ima stessa funzione appartiene a due archi dif- 
ferenti; così l’arco b, e l’arco 180° — b hanno uno stesso seno, 
o lo hanno eguale ; gli archi b e 36 o — b hanno uno stesso co- 
seno; gli archi b e 180M-& una stessa ouna egual tangente, ec. 
Anzi se all’arco b si aggiunga o una,o due, o un qualunque nu- 
mero n di circonferenze, e si formin cosigli archi 36 o”-t-£, 2X 
3 (ìo°-fA , . . . n X 36 o°-t-£ , è manifesto che tutti questi avran- 
no lo stesso seno, coseno, tangente, ec. che ha l’arco b. 

794. Posto dunque per comodo 360°=2jr,e quindi 480 o =rr, avremo sen(2rm 
-4 -b)=senb, cos(2n7z-\~b)=cosb. Cangiato b in — b , la prima formula darà altresì 
sen(2nTr—b)=seTi-—bz= (790.1°) — seni, e la seconda co$(27i7r— £)=co,f— . . 
(790.2°) cosb. Potremo dunque stabilire più genericamente 

68*. sen(2mr^~b')z=z-¥-senb ; 69*. cos(2m:-+:b)z=cosb. 

E se in queste si ponga tz-±b in luogo di b, avremo 

7 0*. 5en((2»-4-l )7r-*-ù)=5ew(7t^&)=r(7 92 .5 i *)+senb. 

74*. co$((2ti-H )ir±ib)z^cos(jz+b)z=^(7 92.55*) — cosb. 
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. Con 4=0, la 68*. e la 70*. daranno ten2nr=0, sen(2n-H)7r=0, ed ingenerale 
72*. sennir=0, qualunque sia n o pari o impari, purché intero. 
Inoltre dalla 69*. e 71*. avremo 

73*. cos2nn—cos0°= 1 ; e 74*. eos (2n-t-l ) jr = —cosW'— — 1 . 
Posto infine fc=j?r, la 68*. e la 69*. daranno 

75*. sen(2n±j )jr=^ren ' tt = (781.4 0 )±1; 

76*. cor(2nj;j)rr=:cosy 7r = 0. 

7q 5. Sommate ora fra loro, e sottratte Trina dall’altra 
le doppie formule contenute nelle 38 *. e 39*. , ■verrà 

77*. scnacos6= % scn(a-+-6)-+--} ien(a — S) 

78*. co»aeo*4=f eo*(a+4)+ |coj («— £) 

7 9* . senasenb— * cos(a—i ) — f cos (a-t-è) 



formule che trasformano i prodotti di seni e di coseni in sem- 
plici somme o differenze di seni odi coseni. 

796. Se in queste si faccia a-\-b=p, a — b=q , onde 
Kp-H}), b=\{p—i 7), si avrà 

80*. senp -±,senq =2sen^(p+zq')cos ì ì (p-*-q) 

81 *. cosp-t-cosq = 2cos^ (p-{-q)così (p — 7 ) 

82*. cosp — cosq^=2seriy(p-i-q'pen^(q — p) 

D alla 4 *- e 5 *. (785), e dalla 38 *. (788) si avrà 



inoltre 



83*. tangp + tangq 



sen(p-+ z q ) 



84*. cotp-^cotq — 



jen ('7:±T P) 



cospcosq ’ senpsenq 

alle quali potremo aggiungere le due seguenti 
85*. tangp + cotp t ’ Z =(784.1*) —1— = (791.42*) JL 

or r senpcosp senpcosp senlp 

sen'p — cos'p ,_ ax 2cos2p 

86*.tangp — cotp .= « " ■ = (794 .43*) — = — 2cot2p f 

senpcosp senlp 

formule tutte che cangiano in prodotti o in quozienti le som- 
me e differenze delle funzioni e cofunzioni. 

797. Che se nella 80*. sia p— 90% e nella 81*. e 82*. sia 
<7=o, verrà 

87*. 1 -senq =2se<t(45° ; +; ^q)cos(i5°'+^q') 

88*. i-hcosp = 2cos' \p; 89*. 1 — cosp =2sen*\p ; e perciò 

. \ — cosp . . / f -)rcosp 

90*. renjp = j/ — - — >i 91*. co*lp = f/ — - 



formule } che divise T una per V altra danno 

92*. tang'p^l/—’’- =^< 1 =^ =l/Ì=f£l> = ^- 2 £=_ L'T. 

r 1 -\-cosp r 1 — cos’p r (i+cospy senp \+cosp 

e quindi dalla 5 *. (785) 
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s enp 1+cosp 

9S*. cotlp= • — — = . 

4 — crup senp 

798. Dividendo I’ une per l’ altre le formale del n. 798. ai troverà facilmente 
9 4 a sc,l p~hseruf _ tang\{p+q) _ re» » (p-hq)cos { (p—q) 



cos | (p+q)»en ■ {p — q) 



97*. 



99*. 



senp — seiiq tang £ (p — q'j 

senp-t-senq 
cosp-\-cosq 

cosp-\-cosq _ cnt j (p +q) 

cosp—cosq tajig^\q — p) * luut-ji ; hunjq 



95*. — — - = tang\(j>±q) ; 96*. — cot’ (p-*-q) 

1 />n to en tri * 



cosp—cosq 
tangp-y-tangq sen(p’^Zq') 
sen(pZ£g) 



tangp'+Ztangq 



z= tangptangq 



cotp-t-cotq 

tOO*. tan SP± tan S‘ ì ••n(jf±q’)tangptangq 
cotpzpcotq scn(q+p) 

799. Dividendo anche l'uno per l’ altre le form. 87’/ 88*. 89*. ai ha 



4 s-settq 



rm ***?_ 



40)*. - r:" ^ L= tgng‘(45°-+-* o) ; 402*.. ' .* — (793.5°) 

4-+-re«? 3 v i-\f-cosp * 



s e«’(45“-j- j q) 



403 ; 



• , ,04*. A ±ZZL=cot"p: e ae nella 98». 

i«»cojp senato 4 — cofp 



cosp sen'^p 

ti faccia p= 45°, verrà (793.5°) 

4-s -tangq 

ha dal sommare e sottrarre le formale della 38*. e 39*. 



i — cosp 

405*. 1 — tan W —tang(i5° : ±q'). Elanlo ai 



800. Se queste ora ai moltiplichino, è facile il dedurne 
406*. ren(a-4-i)jen(a— b)-=eos’b — cos’a— sen’a— sen’b 
407*. sen(^a-t-b)cos(a-hb) — f scn2(a-+-b) 

408*. sen(a-\~b)cos(tL+j>) — 1 (sen2aj;sen2i) 

409*. coj(»+£)cos(a— 6) = cos’a. — sen’b = cos'b — sen’a. E te ai dividano l’ una 
per 1’ altra, avremo 

t ^ y sen(a-{-b) tanga+tangb # sen(a+b) tanga^-tangb 

aen(a — 5) tango — tangb’ cos(a--<-b) i+ta/igatangb 

, ... cor(a-f-A) 4 — tangatangb 

4)2 . =- — . Tutte queste formule posson variarsi all in* 

cos(a— 6) 4 +tangatangb 

finito col sommarle , sottrarle, moltiplicarle e dividerle. 



Calcolo delle Tavole dei seni. Principali serie 
Trigonometriche 

8 oi. Abbiamo già veduto (674) cbe il valore del perime- 
trodiun poligono inscritto di 32768 lati non comincia a differire 
da quello della circonferenza fino almeno alla settima cifra de- 
cimale. Il Iato di questo poligono non dovrà dunque appena dif- 
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ferire dall’ arco sotteso che alla dodicesima decimale , poiché Ut! 
errore anche di una sola unità nell’ undecima ne porterebbe unò 
stilla settima nel prodotto per 32768. E poiché questo lato sot- 
tende un arco di circa 4 o ", potremo perciò stabilir l’equazione 
cord. 4o ,, =arc.4o ,, , e quindi l’altra (781.2°) sen.20 ,, =arc.20 ,, > 
ambedue esatte dentro almeno la centoniilionesima parte del raggio. 

802. A più forte ragione si potrà adunque supporre seri i"= 
are 1", quando non si esiga Un rigore all'atto straordinario e qua- 
si infinito. Or poiché la circonferenza totale è divisa in 1296000 

secondi (127), dunque sem"=arc.i ,, = < -^^jjjj-= (676) 

3,t4(5926ec. /oro ito 

~ ; 296000 ~~ X 3 = 0,000004848 1 368 1 1 ec. 

803. Avuto cosi il valor di seni" la formula i3°. (787) 
darà quello di cosi"; quindi la 4 a *« (79 1 ) quello di sena", é 
posto successivamente a=a M , =3", =4"» ec - e b—i" nella 38*. 
(788), potranno «aversi i seni di 3",4"*5", ec. e così di segui- 
to fino a go°. I coseni si avranno immediatamente dai se- 
ni, atteso 1’ essere cosa—sen(go° — a) (780). I seni e i coseni 
faran conoscere le tangenti e le secanti mediante le formule 4*. 
e 6*. (785.786)56 poiché (78o)co<a=tang(90° — a), e coseca=* 
sec(go° — a), è chiaro che calcolate le tangenti e secanti fino ai 
90°, si saranno pure calcolate ancora le cotangenti e le cosecan- 
ti. Riguardo poi «alle funzioni e cofunzioni del rimanente della 
circonferenza, si è già veduto (793. i°) comepossan tutte ridur- 
si a quelle del primo quadrante. Le più ordinarie Tavole trigo- 
nometriche, in luogo dei valori numerici delle funzioni, ne dan- 
no i logaritmi, per motivo che più spesso abbiamo bisogno di 
questi che di quelli. E sotto tal forma sono appunto quelle 
di Gardìncr che si trovano annesse alle Tavole dei logaritmi 
dei numeri naturali già da noi rammentate (447)/ e delle quali 
si rende ampio conto nei preliminari che vi abbiamo apposti. 

804. Ma per aver direttamente il seno e coseno di un ar- 
co dato x si ponga 

l a . senx = x , '-±-Fx' i -\-Gx*-\-Tfx''-\-ec. 

II a . coix= 

saranno (436.3*)^/=seno°=(78 1. 4°) o, A x =coto°—(ivì ) 1 • Io* 
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tradotti frattanto questi valori nelle due serie supposte , avremo 

III*. senx=Bx-4-Cx'-4-Dx''-J r Ex^Fx i -4-Gx' i -J t -Hx'-i-ec . 

IV*. cosi = 4-4-B,x-4-C,x‘-4-V l x ì -4-E,xi-{-F,x ! -4-G,x 6 -4-H.x^L,x , -^ec. 

Iu queste si ponga — x in luogo di x\ e rammentandoci cha 
sen — x= — senx, e cos — x—cosx (790), avremo 
V*. — senx—— Bx-4-Cx ’ — fli’+fi*— W+Ci®— &J+«. 

VI*, cosi— 4 — B,x-t-C,x’ — D,x } -4-E,x* — F.x’+G.x» — H.xi-ì-L,x*— eo. 

Or la ILI*, e V*. sottratte, e la IV*. e VI*, sommate riducono 
Ja III*, e IV*. alle due seguenti 
VII*, senx — Bx-\-Dx ì -4-Fx i -4-JIx'’-4-ec. 

Vili*, cosi = 4 +C,x‘-4-E t x4-4-GiX a -4-L,x , -4-ec, 
dalle quali quadrate e sommate si ha 

IX». sen’x+cos'x—QU.F) I = B'x'-h2BDx*+2BFxe-+-2Bffx»-hce. 

-t- D'x c, +2D Fx‘-s-ec. 
-H+2CiX*-t-2E,xM- 2G,x c -4 r 2LiX t +ec. 

+ Ci t x4-^-2CiEix6-\-2CtGiX i ~4-cc% 
•‘r 2?i*xM-ec. 

Le stesse moltiplicate danno 

senxoosx =(791.42*) .* senlx —Bx+ Dx 2 -4- Fx‘- : 4- Hx'-4-ec. 

4“5Ci^4-DCi^*4'^Ci^4 - w. 

~\-BEiX i -4-DEixT-4-ee. 

■r4-BG,x’’+ee. 

Ma dalla VII*, ponendovi zx in luogo di x, si ha 

^sen2x—Bx-4-4Dx ì -4-46Fx , -4-64Hxi-4-ec. 
eguagliando dunque i due valori, e trasportando (4aa), avremo 
X*. 0 = — 3Z)x’ — I5/V>— 63llx1—ec, 

-f- B E i x 5 +DE i x 7 -f-cc . 

+56riX^+CO, 

Or se dalla IX*. si toglie l’unità comune all’uno e all’altro 
membro resterà zero nel primo , e la prima colonna del secon- 
do darà subito C,=» — ìB 2 , valore che posto nella prima colonna 

della X*, darà Z)= — -^2? 3 . In seguito l’uno e l’altro posti 

nella seconda colonna della IX*. daranno E, = -r-!— -/?'>, che con 

i.3.4 

i precedenti posto nella seconda colonna della X*. darà F=.... 
j~ 3 ^ • - B \ e quindi nel modo stesso dalla terza della IX 1 . avre- 
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mo G.= — — -B 5 ; come dalla terza della X*. //=> . ; . 

2.J.4.5.6 

~nzsJ7 B7 > “• Sark p 6 ™ 0 

,enx = Bx- L B 'x'+~B'x'- 
cosx = « — i B'x'-h -yLj. 

8 o 5 . Resta dunque incognito il solo coefficiente B. Per de- 
terminarlo si supponga l’arco x <90°, e tale che sia parte aliquo- 
ta della circonferenza, cioè che x entri in 2?r un numero esatto 
m di volte. In tal caso senx e tangx saranno semilati di poli- 
goni regolari simili, l’uno inscritto, l’altro circoscritto, ed avremo 

( 6 'i 4 ) 1*. senx<x, 2*. tangx> x, ovvero (^ 85 . 4 ') ^— •> x, e 

quindi senx> xcosx. Dalla 1*. si avrà - <1; e se si rifletta 

che nel circolo del raggio i si ha sempre cosx> cos*x(6 7), ossia 
cosx> 1 — sen*x , e quindi a più forte ragioue (a motivo di x 1 > 

sen 2 x) si ha cosx> 1 — x 2 , concluderemo dalla a 3 . - ux - >i — x 2 . 

X 

806. Ciò premesso, si riduca l’espressione trovata del seno 
a ——=B — — -f- aXr5 — -Hec. Poiché la condizio- 

ne di x <90°, mentre assegna un limite al valor massimo di x, 
non lo prescrive al valor minimo, e lascia in libertà di assumer 
quest’ arco tanto piccolo quanto vogliamo , si supponga dunque 

tale che abbiasi Bx<i, ossia x <— . Sarà in tal caso B 2 x 3 < 1» 

ovvero i>B 3 x 3 , e quindi B>B 3 x 2 , /ftx 2 > 2 ? 5 x$, B 3 x**>B7x\ 
ec ; cioè ciascun termine della serie precedente sarà maggiore del 
termine consecutivo. 

Or da ciò è facile concludere che B primo termine sarà 
B'x‘ 

dunque maggiore, e B — sarà minore della somma totale 

della serie, e per conseguenza di avremo perciò i°. B> 

— e poiché si ha ( 8 o 5 ) -^-> 1 — x 3 , sarà pure B> 1 — x 2 ; 
2". 0— -r— < — , e poiché — ■<!, sara B — - <1. I rattan- 

4.i JC 4 X i.d 
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to siccome queste due ineguaglianze debbono aver luogo per qua- 
lunque valore di x, purché < ~ , sarà facile concludere che non 

potrà esser B< i ; poiché se fosse 2?=i — d si avrebbe dalla 
prima 1 — d>\ — x 2 , e quindi x 2 >d, cioè la prima ineguaglianza 
non sussisterebbe per gli archi minori di V d\ e neppur potrà 
esser B>i, perchè se fosse B=i-\-d, si avrebbe dalla seconda 

, B'x- . . B’x* 6d tj 6d 

i -hd YT <lf e 4 umdl e * < ~6~ ’ e £i <x ^ » 03Sla x> r ; 

cioè la seconda ineguaglianza non sussisterebbe per gli archi mino- 
ri di V~~j^ • Dovrà dunque esser B=i, e per conseguenza avremo 

x» x‘ xl X® 

senxxxx ■■ - | ■ ) ec. 

2.3 2. 3. 4.5 2.3.4.5.6.7 2.3.4.5.6.7.8.9 

, X* X« X® X* 

cosxxxi — — -4 - 4 - — ec. 

2 2.3.4 2.3.4.5.6 2.3.4.5.6.7.B - c 

807. Allo stesso valor di B=xi può giungerai in una maniera ancor piò lami- 
nosa , facendo uso dei due seguenti principi i c he più volte ci occorrerà di richia- 
mare anche in seguito. Il primo è, che se si abbia una fumione di una qualunque 
variabile x, della forma A+Bx+Cx’-+-Dx ì -\- ec. potremo sempre dare ad x un 
tal valore che, indipendentemente dal segno, il primo termine della funzione risalti 
maggiore delta somma di tutti i seguenti, o che ti abbia A>Bx-)-Cx , -\-Dx ì -+*c., 
ovvero A'^x{B-\-Cx-\ r Dx , +ec.). Infatti mentre il primo membro di quest’ ine-, 
guaglianza ha un valore stabile e fisso, l’altro può rendersi sempre di più in più pic- 
colo diminuendo a piacere il valor di rj con che può dunque giungersi a renderlo 
minore del primo. 

808. L’altro principio dipendente in parte dal precedente è, che se si hanno 
tre espressioni della forma 

A+Bx -fCr’+Dr'-f. ec. 

A'-^rB' x+C x'+iyx^+ ec. 

A''-+-B"x+C'x , +iy'x ì -+- ec. 

di cui la prima sia maggiore della seconda, e questa maggiore della terza, e sia 
A"=A l dovrk aversi pure A'zxA. Infatti sottraendo dalla 4* la 2* e da questa la 
3*, avremo le differenze sempre positive 

(A—A')+(B-B')x+(C—C)x'-U.D—D')x'+ ec. 

B")x+iO—C')x'+(_D'— ec. 

Frattanto si supponga A'xzA-^d : queste differenze diverranno 
^+(B-B')xM.C—C)x'+{D—D')x'+ ec. 
±: rf-K^'-fl ,, )x-h(C-C")x»-4-(iD'-i>")x 1 -l- ec. 

Or poiché può sempre darsi ad x un valor tale che il primo termine di queste due 
differenze superi la somma dei rimanenti (807), 4 dunque chiaro che esse non po- 

! 

i 

( 
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tranao risaltar sempre positive, o in generale «lei medesimo segno,«> non si. d-o, 
ossia se con A=A", non si abbia anche A~-A'. 

Nel nostro caso le tre espressioni sono 4 , ^ '» { ~ x ’ < * e ^ e <5U ^'’ COm ® 

abbiamo veduto.la seconda è minore della prima e maggiore della tersa. Poichi 

dunque si ha +«c, e perem A^ , ed A=**,w* d„n- 

q 8oq. Avute cosi l’ espressioni del seno e coseno date per 
l’arco, facilmente si ottengono quelle della tangente e del a co- 
tangente. Si ponga al solito 

J^x'-P-ec. Cangiato x in — x si a via tang-x^—tcmgx (79°)== 
A Ri \-Ck 1 Djc?-+- Ex'—Fx^-+-w, e sottraendo 1 una dall 

■ d’ onde col solito metodo (4 22 ) » si Jt ' 



x 2 .3 2 3.4.5 

ì ì ! 

^ x*-+- * x 4 — e*. 

2 ^ 2 . 3.4 

terrà 2?=ij D = e 
2* 5 



47x7 



62x« 



4382x" 



-4-ec. 



tO/lgX=X-+- *3"d“ 3^ 3*. 5.7 .9 3’.5*.7.9.4 4 

L. modo analogo a questo, osservando elle «=— (7 85 - 5 >• 
e usata la nota avvertente (436.1°).» trova per valore della co- 

4 x . *» a** _£__ec. 

tangente, cotx= - — j 3 . 5 31 . 5.7 3’.5‘.7 

Si noti t-.ehe se * fosse maggior di 9«" >' uWme 
le non si verificherebbero , il dm specialmente apparane odia Fa- 
ma la quale nè darebbe mal negativa , siccome esser deve in quel 
T» tangente, nè a! nre^r U> -- »£"* £ 

note Li 4-). Ciò mostra che in questo caso 1. forma generica 
tamx=^+Bx-i -Cx'-HX- data in principio all» tangente n, 

ba *iè luogo (434). Si 

STSS i segni avremo qneiio di 

K I S^tr^deoti i-o - 
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omogeneità fra i due membri, mentre il primo rappresenterebbe 
una linea, l’altro un numero. Se dunque x non si conosca che 
in gradi, dovremo in luogo di x sostituire nel secondo mem- 
bro pr ( 678 )• 

3 .° Poiché (788. 38 .*) sen{co^±:x)=senQcosx-+-senxcos<j) , 

sostituiti i valori avuti di senx e di cosx, troveremo sen(<to-+-x)= 

x' _ x’ , 

sento^xcosto — y sento-*- — costo -+- ec. , e nel modo stesso 

x* X 5 

cos[cto-+-x)=costo-*-xsento — ycoiD^t — sertiH-ec. 

8t 0. Le serie nelle quali svolgonsi senx e cosx (806) si trasformano in modi 
assai singolari. Si rappresenti la prima con senx=x — Ax ì -i-A"x K ec., l’altra 



con cosxzxi*—B'x'+B"xl— ec., e in segnilo facciasi ; avremo 



«, 1 f . A' A '* A ' » ) . 1 

ny 7 =* 7 \ ;0O *T 



5" 

— 1 — _ 



-hec. 



Si riducano nei due polinomi tutti i termini allo stesso denominatore, supponendo 
che z* rappresenti quello dell’ultimo termine- Sari n infinito, e troveremo 



,tnV 7 = 777^ } i C0 ‘V 7=^| ^-«'*-+ec. }. 

Infine si rappresentino con Z, Z' i due nuovi polinomi, e 8 * ponga 2= 0, e Z'-=. 0 
per discoprirne i fattori (261). È chiaro che soddisfaranno a queste equazio- 
ni, e ne saranno perciò radici, tutti quei valori di zche respetti vamente rendono 

scnV-=J), co,y-= 0 . Or la prima di queste due condizioni è soddisfatta dagli 



infiniti valori di y — =(7 94. 7 2 l ) tt, —2n, zx3n, =ec -, ossia da s=*^-,s=— , s= 
Z ir* 4x” 



5?» =ec.j sarà dunque (260.261) Z=(z- L^z-S^z-L)*., e per- 
ciò seny — = ec ., ovvero, distribuendo cia- 

scuno degli infiniti fattori z che sono in z* fra ciascuno degli infiniti fattori 

u«u.i, X . . il 



di 



I 

> avremo finalmente 



In egual modo, l’altra condizione cosy ~ =0 essendo soddisfatta dagli infiniti 

T. II. 
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•.«lori (794. 76*) Vy=-y’ r > =-j n ‘ —^ K ’ = ec > 0,s!a da ““7- = 5 ^,.= 

ss?* =ec -’ “ rà z '=(*^X I -97X*Tsr*) ec - 5 d ’ onde ' r ‘ ,gi0DaDd0 ed 

operando come sopra, trarremo 

8 1 1 . Ecco intanto alcnne belle proposizioni, che immediatamente si deducono 

da queste due trasformate. Fatto nella prima x—~, sarà sen — =1 (78l. 4.’’)= 

ir 3 15 35 63 . 4. <6.36 64. ec. 2 2 4.4 6.6.8 8. ec. 

T X 4 X (6 X 36 X 6Ì X ' C '' ' ‘ qlU T?r 3.45.35 63. ec. 3T.5.5.7.7.9.9. ecl 

espressione singolarissima della qua ria parte della circonferensa, trovata da ÌVallit. 

4 115 

8(2. Fatto *=— ir=45°, avremo 2senx=2sen45°=:(784)J'2=:-j-ir X — X 

63 (43 255 ( 1.3.5 7.9.((.(3.(5.(7.ec. . ... 

— X — X^X't'SrtX — — ■■ ■ — - — - — - — : onde, sostituito il valore 

64 (44 256 2 4.4.8.8.(2.(2.(6.(6.ec. ’ 



2.2 6 6.10.(0 (4. (4.ec. 



di {ir già trovato (8((), verrà V*= { 3 5J \ 9 iij3 ts ^ 
d’ Eulero . 

x 



, altro bel teorema 



8(3. Si cangi x in — — la formula diretta del seno (806) darà jen— — p= 






( + 



2.3 2 3.4.5 



) x X 

e la trasformata (8(0) senr — ■ X- 

V — ( V — * 



( <fcf rX <+ nX <+ K) ,H e moltiplicando per z*,z 



2.3z 1 2.3.4 5* ' CC 


TT* 


7T* 


2.3 * 


1 2.3.4. 5 A 


( 


( ( 


“ j>’ 


T’ 4*’ CC ' 



le radici dell’equazione infinita 2" 



r*«-'+ 



tc^ 



-£»”*- 



7T 6 



2.3* '2.3.4 5' ' 2.3.4.5.6.7' X 

ix-’+ec. =0 ; e quindi le note formule generali dei paragrafi 287 e 288, e 

meglio ancora le particolari del paragrafo 289 daranno 

„ 4 4 4 ir* _ , ( ( ( ir< 

+ _ + « />, =1+ _ + __ f . 37 + ec . =fc __. 

_P,=H-_+ 5 . + _ ? +ec.=— i /> < =M- F 4- F - + -- 7+ ec. ; ec. 

D’onde si trae come per mesto della circonferenza rettificata pub sempre aversi 

■ ... . . „ . 1 ( ( 

(a somma della serie infinita -i f-ec. 

2*a 3'* 4 >n 
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8H. Similmente le formule ilei coseno, cangiatovi come sopra x in 






edx* in Jtr’z, daranno t -+• + ec - == ( <+S )v. ,_, ’9 *) X * • 

( ix.—z ec. , e saranno perciò — 1 , — — , — — , ee. le radici dell’equazione 

25 J 3 5 



j i t i — * ft *4-ec. =0. A\renio dunque 

2.4 2.3.4 s 

— p , = 1 + Fa- t -^ +ec - = T'‘ Pa - , ‘ + T<’ + '^ +ec ' = 96 " 4; ec - 

4 4 t 

Potrà perciò sommarsi anche la serie 1 -+-— -+- + ec e quindi an- 

_i.» i> a l| r a - -j ~-t- — 4-ec. differenza tra questa e la precedente. Cosi 

eoe • 2a» 4s« 6** 

4 4 4 ir* 4 4 4 zr 1 

■n n - — 4 avremo 4 ^ ■ —-4— — — ■+■ ~~ ~4~ ec. — - ■■ , ed — -» * 4 " ■ l'cc . . ~ — • 

•c il— f, avremo i . 9 ^ 2 5 49 8' * 46 36 2i 

845. Un’ altra trasformazione dei valori di scili c di cosi, più ancor singo- 
lare, e d’importanza sommamente maggiore , è la seguente. .Se in e*=a (461.2”) 

444 , . .. 

x « _t_ x’ -4- ^ ^ ■ xM- ec. si ponga prima x — ày — 4, poi xz= — 

a]/ 4, e quindi si sommino e poi si sottraggano le due serie, avremo 

al/ — 4 — al/ — 4 aj/— 4 — aj/— 4 

e " — c e •+■* ,, . , 

Dunque sencc= — > e j d onde 



UUUIJUO | » 2 ' 

al/ — 4 — al/ — 4 2al/— 4 _2at/_4 

e ' — e K e r —4 4— e ' 

ancora 1/ — 4. tanca xx — — - — " , ; — .. . . ; 

' 0 aV — 4 —al/— 4 2ul/_4 _2a|/ — 4 

e r -4-e r e ' +4 4 —4— e 

formule di grand’uso, e fecondissime di conseguenze di cui accenneremo le prin- 
cipali. Ma prima facciamone applicazione alle due belle seguenti ricerche , il che 
gioverà intanto a meglio farcene apprezzare il valore, e rendercene più lamiliaie 
il maneggio. 

846. Debba in primo luogo sommarsi la serie s=serta-4-sen(u-+-ò)-4-se«(a-4- 
2i)-t-ec. -4-sen(a-+-ni). Posti per scria , seiz(a-4-5), sew(a+25), ec. i valori dati dalla 
prima delle due formale precedenti, e fallo per comodo «f/ — 4 xxp, iJ/'—i 
troveremo 2 s |/— 4 :=e' J ( 4 +e’-+-e‘’- 4 -e'’+ec.-f c"?) —e-"0-+ e -f+e- J ?-4-e-' 1 ’-4- 
ec. e-‘?)jove i fattori polinomi sono manifestamente due progressioni geometriche. 
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Sommandole mediante la formula r= — — - (372) avremo s ■= i 

7 — < K ' e 7_< 

c-P(c- t |, + , ) | i , -<) » t — f rf+m ‘ l — «»+(»+■)» — er-1+ef . 



e— 9- 



4 . r en(«-(-ni) — sen (n+(n+ 1 )i) — sen(a, — 6)-j-sena 

e4_e-4)2j/_( = limosi) = ■ • • 

f 796 80* 707 3 !>» ' ~ 2 " T bcns(a-3-(n+ ' )é)+2rcn j lcos(a~-\b) 

V ' 1 4sen 1 {J 



)^) -f~C05 (a— y b') 



sen(a-i-jìt&) se«y(n-H)£ 



2sen * s ò 



sen\b 



cercata. 



8*7. Cangiato a in 90-Hi otterremo s = cosa-\- cos(<H-fl)-f-cos(n-r2£) . . .-f- 
cos (<M-t nò) seny ( n-H)£ 

coj(a-+-w)= « . ■ - ■ ■ ; e sesia b =a. ed n-\-\ =m, saia s=m 

scnlb 1 * 

cos -j a (i/i-rf- i ) sen l am 



COsa-+-cos2a-\-cos3a 



. Pongasi am =? 



o 27r % t 2i t 4n 

Z7T, e perciò a= — , saia sew — am = je/i7r=0. e quindi cos —+-eos — -+- 

m 2 m m 

_ t ( 2 tt \tz 

cos ' Hec . . . -+-co527r^=0; ovvero, poiché cos2n =1 , cos — -f-cos — - -+- . . 
m m m 

, (jn — 1)2tt m—\ 2 k 

cos— -f-ec. . . +cos i — — 1 ; ma (794.69*) cos 2 tt= cos — , 

m m 



m 



m — 2 „ 
m 



4n 



C ° S — C0S ^ ec * < ^ unf I ue 8e m è impari, presa la serie fino alla metà, o 



fino al termine cos — - — 27T, si avrà cos Hcos — -|-coJ ■ f-ec. 



2n 
s — 
m 



4 tt 

m 



6n 

m 



m—i i 

* os 2 m — «Se poi m è pari, e quindi impari il numero dei termini del- 



la aeri e, «iccome in tal caso il termine medio sarebbe eos —2itz=cosTr=—1, 

2m 

cosi presa la serie fino al termine precedente , ossia fino a cos (— ~ — 1 ) — , sì a-» 

2 ni 

y 2n 4-tt 6tt m. 2 

vra cos ~--t-cos- f-cos — -|_ec. . .+cos 27 r^G. 

m m m 2m 

818 . Di qui si ha il modo di inscriver geometricamente in un circolo data 

un poligono regolare di (7 lati (609). Si faccia m = 17 ; sarà — =?- V arco 

m 17 

sotteso dal lato di questo poligono; chiamatolo ? , avremo ( 8 ( 7 ) cor? ■+■ eor 2 ?-t- 
0or3?4-cor4?+cor5?-hcor6 ? -(-c O r7 ? +cor8? = =_^ Si poDga (*. cosf+cosi?=. 
|»i 2*. cos2?-Wor8 ? = 7 ; 3 *. cor3?-(-cor5 ? =r ; 4 *. cor 6 ®-(-cor 7 ?=r. Molliplb, 
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aando le prime due troveremo pq— 



cosycnsly 



(cojy-+-cOi4y)(cor2p-+-eor8p)-=/ ~^~ cos f cos ^f = ( 795 , 78 ») ) eos ' i C01 ®? 

\ +cnsìycos2f \ -t-J eoi2p-t- j cns6y 

' -4-cos4ycos8f * -t-^.cor-tp-)-yCOj(2p 

cioè, riflettendo che co*t2p = cos(17p— 5p)=coj(2ir— 5p) = (792.57“)r=:cos5p , 
e cn.t9f=:coj(17f — 8y) =coj(2tt — 8p)= cosSy, pq = j (cosy-\-cos2y-{-co.s3y -+- 
cav i y-i-cosC>y~\~€0.i6y-{-cos7 y-\-cna8y); e perciò 5*. pq — — - * • Nel modo stesso, e 
eoo analoghe riflessioni, troveremo 6’. rà=— , 7*. (p-3-q) (/•-+-*) = — t. 
Frattanto poiché si ha pure 8*. p+q-^-r+s = — j , è manifesto che da queste ulti- 
me quattro equazioni , niuua delle quali eccede il secondo grado , potranno aversi 
ì Valori delle quattro incognite p,q,r, s. Per l’intento nostro non abbisogneranno 
però che quelli di p ed r. A tale effetto, osserveremo che dall’ 8*. si ha (j>-\-q ) 1 -+- 
2(/J-t-q)( r -hs)-h(r-t-s) fl —j, equazione che la 7*. riduce a (p~hq ) 1 -+-(M-s) 1 — j > 
è se da questa per mezzo dell’ 8*. si elimini r-Hr, avremo p-\-q =■ — ‘ -t-V fi -P- 

— e quindi r+s a= — ' 1+ ). Costruito il radicale (685), ed egua- 

4 6 * 4 o 

gli aiolo ad a i i segni di sopra daranno p-\~qz=— r-H*, r-+-s =-~ a. Multipli- 
chiamo la prima di quest* equazioni per p 9 V altra per r, e introduciamo Ì valori di 
pq , rs presi dalla 5* c 6*; troveremo è 

Si conoscon dunque, e posson coi noti metodi costruirsi p , ed r. Frattanto poiché 
dalla 3*. abbiamo r= cos3y-+-cos5y=z(796.8i*.') 2cosfcos4^ f se quésto valore s* 
introduca nella l a . moltiplicata per cosy, avremo cos a p -+- \r z=pcosy> equazione 
che risoluta darà cosy — 2 r), die pure potrà costruirsi. Dopo di che 

«levalo il séno corrispondente al trovato ctosf, resterà cosi determinata i* ampiezza 
dell’arco f, la cui corda sarà il lato del poligono richiesto. 

E fchiaro che tutto il segreto, per dir cosi, di questa soluzione dipende dalla 
composizione dell* equazioni l a . 2 a . 3*. e 4*. 1 principj che vi couducouo derivano 
da un’analisi assai piu sublime, che forma il soggetto d’ un’insigne Opera di Gauss , 
intitolata Disquisitionés numerorum. Qui non possiamo altro osservare se non che 
essendo, come abbiamo veduto di sopra, cos5pr=:ccsl2p, ed avendosi di più cos7y*= 
cos(24']t— <7y)=:cos(24cp — 27r)=cos24^ , gli otto coseni posson riguardarsi come 
distribuiti in maniera tale nelle quattro equazioni , che in ciascuna 1* arco spettante 
al secondo coseno sia quadruplo di quello spettante al primo; Ciò gioverà a meglio 
fissare l’idea sul modo col quale si compongono le quattro equazioni. 

819. Debba in secondo luogo sommarsi là serie * =zbsenri — ib* sen2a-\- . . 
jb'sen3a — (i 4 ie«4«-f-ec. Operando in principio come Sopra (SlG), e ponendo 



ny =p troveremo 2 s|/ — l=Ae^— ’.A , e ^ -\-'.ÌPe ^ — ec. ....... 

3/, ^ec.)=(455)/(H-4/)^/(<-f-ie^). Ma. . 



Digitized by Google 




22 



2 s j /. — 1 = 2sJ/— i ss le ^ i dunque sostituendo e togliendo i logaritmi. 



2.?J/— i 



4 ~~p 

— . Si moltiplichi ora tutta 1’ equazione per e , « a 



t — f —bc 






t-Hn / / 2x1/ — ( 

ponga é = — • , e 2sy — (— p =x2xy — t j avremo e = 



1+f — e P ) 2xl/ — ( —p. , 2x1/ — 1 

■ — ■ ,• tl onde (e — -4-e ) = m(e -t-()X 

(-t-e ^ — m(( — c 



. —p n e 2x J / ~ < _ 1 /e"_A 

(t_ e ). D, qui = m ( )= " (— y = 

» _i.t 44-e ' 



•H 



A 

V+t 



«j/— < 



(' — — 1 \ ossia (8(5) tangx = m tang\a, e riponendo i valori di x ed 

^ aV — ( / 



+ < 

b — ( 

w, utnffa— 5a)===— -.fflngyfl. 



X 



820. Se £= 1, sarà tang(s— * a)= 0 ; e quindi sss jn, dal che avremo dun- 
que sena — ^senla-^^senòa — fSejiia-\“jSen5a — ec. = .j.«; e se si cangiami — a f 
otterremo (794) sena-\-^sen2a-\-l i sen'$a-\- l fSenAa-\-ec.=z\(n— a) ; serie che 
sommate daranno sena-{ sen3a-\-j sen5a-\-ec. = ^7T. Che se il cangiamento di 
a in 7 ? — a si faccia nella serie generale proposta, avremo i = bsena-\- j b a se/i2a-f- 

4^e/i3/z-+-ec. ; e tang(s — \(n — «))= cot\a , e cangiati i segni *<w*£(}(fr — 

<?)—•*) =r: — coti a, formula che confrontata coni’ altra (842) tang\(a}— a n ) = 
t-t-ó 

i cot \ a f darà ’ (tt— a) — (a 1 —- a M ), e quindi j = y(7r — a — a'-f-n"). 

Ma 7 r— a — a f =«", (566) dunque s = a ,r , cioè s eguaglierà il valore dell’angolo 
a u opposto al minor lato g i{ . Avremo dunque per quest’ angolo , a v = bseiia-\- 
b 11 sen2a-{-y6*sen3a-j-ec. ove b rappresenterà il rapporto g u : g l dei due lati che 
comprendono l* angolo a . 

821 . Nel modo stesso può sommarsi la serie ss= bcosa—^b* cos2a-\-^b y ‘cos‘òct 

p 

— ec. ; poiché introdotti per cosa,cos2a i ec. i loro valori, otterremo 2 sssbe — . . 

jizeX-^S’e 3 ^— ec. -+- Ut P - — Ji*e 2/, +^iV 3p — ec. = /(1-t-Ae^ )-t- 

/(1+ic ~ P -) = l{i+be P )(i-tbe~ p ) =l(i+b*+i(/ +e~ P ))=l(.i-i-b’-i-Mcosa\ 
Quindi se J = ( avremo cosa — j- cos2a -t-Lcos3a — ^cosi u-t-ec. = Q97 88 1 ) 

' l'^lcos ' a) 1 — l2cos J n. Caugialo « in T.—a, avrassi eosa-f- jCOi2«+ J co*3n-i- 
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* cos4a-+-ec.=— l%$en\a,t sommate le due serie, eoja-+- jeoj3a-+- Jeoi5a-4-ecj=» 
\lcotla. Ma ritorsiamo ormai alle due formule primitive (815). 

822. Poiché dalle medesime viene e r —coia-t-p' — 1 X renala 

cosa(i±y — 1. tango), e presi i logaritmi, -^a]/ — l=/cosa-t-l(l;£j/ — 1. tango), 

/—{.tanca tangpa 

si avrà sottraendo 2ay — 1=1 ■ , e (455) a— tango— (- 

T l_J/_t .tango’ v ' ° 3 

tonerà _ rr 

■ ■■ ec. serie che rettifica la semicirconferenza 7r. Infatti posto a=45°=-— , 
5 ‘4 

sarà tanga= I (781. 3.“), ed avremo — =1 1 ec. valore di cui ab- 

' 4 3 5 7 

biamo anticipatamente già fatto qualche uso (97). 

Come per altro questa serie è pochissimo convergente, miglior partito sarà di 

cercare il valor di — nel modo che segue. S’immagioino due archi a, b tali che 
aia tanga=z% , e b—ia — 45°. Sarà tangb=a-~^—^ (799. 105.*) ; e poi- 
ché (791. 44.*) tangia=— - — ^ “ ■■■ , e tang2a = — - — - — =— , d’onde 
° 1 — tang 2a ° 1— tung»a 12 ~ 

120 . 1 
tangia=j^ ; si avrà dunque sostituendo tangb——^. Ora con questo valore la 

formula superiore dà l-^ + ^-ec. } , e con tanga= ì dà 

a =K 4 -3Ì + à- e O = ^-f 0 ’ 04 + T- 0 ’ 04 *-T-' 0 ’ M,+ec )'- 

dunque 4a -« = J =-—(<- + 5 ^, + ' C ) + 7* 

(l— 1. . 0,04 -+- y . 0,04* — y . 0,04» -1- ec. ) . 

823. Siccome (787. 18.*) tanga= — sena . fatto tena=r avremo 

VO — st» a) J * 

langa=y(\—j') i = (216) .T+y 7 3 + + y^^H-ec. 

1 1 ,, — i 1 , 1 , 5 5.7 

- — tanghi =- *) = ~ J-T 3 - 5^ T 7 ~ - ec. 

+ ~tang'a = 1. r «(l— y>) * = ' ’4- y r‘-t- y.T 7 + yjr’+ec. 



-+- ~tang»a = y y 5 (l — y*) ^ = 

1 1 —2 
— tangiaz=— _ r 7(i_^>) ’ = 

4--ltang9a= yr 9 0~-.r*) $ = 



1 . 1 

— yr 7 — jV 9 — *c. 



-t-g-J^H-ec. 



r. 11. 



— ec. « 
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* tfaindi sommando, riponendo il rnlor di y—sena, e osservando che il primo 
membro delia somma è eguala ad a (822), troveremo ar=sena+ ~ serpa ■+• 
3 3.5 3.5.7 

j-j-^sen a se/i’a + ^ ^ — senaa-+-cc. serie che di l’arco per le po- 
lente del seno, come l’altra lo dava per le potenze della tangente . Cangiando 

pot nell’ una e nell’altra a in in— a, avremo l’arco dato per le potenze del 
coseno, e per quelle della cotangente. . 1 

Si noti che queste formule suppongono al solito il raggio 4. Se il raggio è r, 

l’arco diverrà r volte maggiore (62 3), ed avremo a—r',sena-\- ~Y~ + -j— — -t-ec. ) 

ove sena dovrà prendersi, come per l’avanti, nel circolo del raggio I. Or si 
ponga 6=rsena , seno dell’arco a nel circolo del raggio r (782), e si chiami 

a' l’arco che nel circolo del raggio < ha per seno 4. Avremo a—l | ^ -f- 

2.3r* 

34* , , , *' 34’ 

— — rr-i-ec. ed a'=4-+- — — + ec. e sarà a minore o mnggiore di a ' , 

2 t .» ri 1,3 2.4.5 DO ’ 

secondo che il raggio r sarà maggiore o minore del raggio 4. Di qui facil- 
mente s’inferirà che di due archi che in circoli differenti hanno uno stesso 
seno, o son sottesi da una stesta corda, quello è meri lungo che appar- 
tiene al circolo di raggio maggiore. 

824. Riprendiamo adesso le formule (822) e — * —cosa-±\ 4 . sena, 

e si ponga 4 a=2nir } 2.° n^r(2n-4-4)rr j 3.° a=(2n-+- ’ )rr. Sarà (794. 73.*) nel 
. , -*-2ntrl/ — 4 

primo caso co*a=4, sena—0, ed e~~ =4j nel secondo cosa =—4, 

sena — 0, ed e =— • i ; nel terzo cosazzzO, senapi , ed 

e — itr — I • *5® queste tre equazioni s’inalzano alla potenza 

V— f. risulterà » ^ ~ (— f)^— , _ e -t-( 2n +0~, * — 

qZ(2/I-H|)7T .... 

e , valori tutti reali , infiniti di numero ed Inattesi . 

825 Se alle due formule 4 « , 2.* e ^ n ^>V = _ f 

si applicano i logaritmi iperbolici, la i * darà ^2 /ittJ/ — ; il che 
mostra che l'unità oltre lo zero (444. I.°) ha uo'infiuità di logaritmi tutti peraltro 
immaginari; come del pari oltre un logaritmo reale, altri infiniti e imma- 
ginari ne ha qualunque altra quantità b, giacché lb=lbX*—U> -+-/I. Dalla 2* 
fatto n— 0, si trae -4-jr(/— - i =s log — I; e di qui i:i : log— 1 9 
celebre analogia di Giovanni Bernotilli , dalla quale vien dato il rapporto 
del raggio alla semicirconlerenza espresso da termini ambedue immagina- 
rj (444. 6.°) ma finiti. 
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— 2;i7rl/-^( :£(2n-H)jrl/— * , , „ , 

16. Poiché e =f, cd e r~— < , «ara I*. ^ f: 



rt^Ly-, ±(^\ny-t 

c m =col21±V-iX* » — , e II*. j?-<=e V " ^ 

m /7i 

2/i-H 2 «-H 

=coj jrZZiy — 1 X s cn — — tt, formule che, posto successi vamentc «=U> 

w m 

= 1, =2, ec. daranno tutte le radici dell'unità positiva e negativa, che non po- 

lerono aversi con l'algebra comune (31 4).Equì fermandoci a considerare lai*, si no- 
terà 1°. che se, dopo aver posti per il lutti i numeri interi da 0 lino ad in — 1, si 
proseguanole sostituzioni ed i calcoli, torneranno sempre e cou l'ordine stesso 
gli ni valori primitivamente ottenuti. Infatti ponendo /i = /n, =2 w, =3w, ec. , 
e in generale n=inp, multiplo qualunque di m , è chiaro per le noie formule 
(794. 72 a . 73 a .) che si otterrà sempre 1, come da /i = 0. Poneudo poi n 
= mp-4- 2, ec., e in generale n=mp-i-r espressione di qualunque numero mag- 
giore, ma non multiplo di m (41), c nella quale si ha necessariamente r^tn, avremo 

2 un / 2r7i\ 2r7r 2 //tt / 2 rrr v 

cos = cosf 2/*7r-f- — \ =(794. 69 a ) cos — ,e sen —=><•//( 2p 7r-f — ) = 

m V m J ni in V y 



✓ 2/-7T x 2r7T 2//TT / 2/-7T V 

= cosf 2*>7r-f- — \ =(794.69*) cos — ,e sei i ——=.*<■//{ 2p 7T-+ ■■■■* — i = 
\ m J ni ni \ ni J 



sen — , precisamente come dal porre « = r, ossia dal porre per fi quello dei nu- 
m 

meri primitivi minori di m che corrisponde ad r. È dunque chiaro che nè da w= 
nifi, nè da il = mp-\-r poLrà mai aversi verun nuovo valore. 

Di più se preso /i< m f si faccia «=m — r, avremo cos = coi(2r — .. 

ni 

) =(7 94 .69 a )cos — — ; sen = sen(2n — ) = (7 94 . 68*) — sen • 

ni m m ni ni 

in 2/7T / 2t~ 

e quindi il segno inferiore darai/ 1 = cos hi/ — l.scn , valore identico 

m ni 



a quello che dà il segno supcriore con il =r. Dal segno inferiore otterremo dun- 
que in ordine inverso le stesse radici che dal supcriore , in modo cioè che 1' ulti- 
me date dall'uno coincideranno con le prime date dall' allro, e reciprocamente; on- 
de neppur valutando i due segni, potremo aver dalla formula più che i soliti m va- 
lori, o le solile m radici m simc dell' unità. Avuta poi dal segno superiore la prima 
metà di queste radici , è chiaro che con gii stessi valori di il avremo la metà ri- 
manente dall'inferiore; di modo che facendo uso insieme dell'uno e dell'altro, i 
valori numerici da sostituirsi in luogo di //, potranno ristringersi fino ad J/nsc ni 
è pari, o fino ad %(jn — 4) se è impari. 

E infine da notarsi che a riserva della radice data da n = 0, c di quella data 
da «= j/ij quando m è pari, la formula dà immaginarie tutte le rimanenti. Egua- 
li lillessioui potranno farsi sull’altra formula, se non che da questa si ha una sola 
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radice reale quando m è impari, data di 2/t 4-1 =r m. Quindi se m è pari tutte le 
radici m time di — .1 saranno immaginarie. Tutto cioè conforme a quanto si ride 
altrove (305 e segg.). 

827. Siamo adesso in grado di risolver generalmente l’equazione a due termi* 
ni (304) =0, o l’altra più generale x m z^Zo m = 0 ; poiché traeudosi da que- 

m ni m m 

si* ultima x IÌ?a m = f/ a" X—1 f posti i trovati valori di , a- 



,, . . . l 2«7T / LllTZ i 

vrerao per r equazione col segno superiore x = a < cos ZZI/—! .seti > , 

' m m * 



2mz 

ni 



e per quella col segno inferiore xx=a[ cos- 7z^lt/ — i .sai ZTt ~*~-* 7 z l .Di 

' w m * 

qui i fattori generici di primo grado x — a|coi-^ltj/ — i .sen^^ J perla pri- 

2/i-H 






ma equazione, ed x — a { cos Tz’zzy — i . 

m 



2n-\-i \ 

seri - ■ - 7z V per la seconda. Ke- 
m * 

spcttivamente moltiplicandogli, avremo i fattori quadratici x a — 2 axeos ?” '— Hi* 

m 

per 1* una, x 1 — 2 axeos — — 7r-f-a a per l’altra; enei primi potremo dare a 2/t tut- 

m 

ti i valori pari 0, 2, 4, ec. fino ad m inclusivamente seme pari, o fino ad m — i 
se m è impari ; nei secondi potremo dare a 2 «-M tutti i valori impari 1, 3, 5, ec. 
fino ad m-—i, se ni è pari, o fino ad m se m è impari* Dando a 2/t, o a 2/t-M 
valori più grandi si dimostrerebbe, come sopra, che tornerebbero i fattori già pre- 
cedentemente comparsi. Si avverta però che dovran ridursi ai fattori semplici x— a, 
x-H* i fattori quadratici (x— <z) a , che per la prima equazione risultereb- 

bero 1’ uno dal porre 2/t= 0 qualunque siasi m , 1’ altro dal porre 2/t= m, quan- 
do m è pari. Poiché non avendo P equazione che una sola radice eguale ad a , e nel 
caso di m pari un’altra, ma unica eguale a — a (305. e segg. ), non può dunque 
aver due fattori eguali ad x— a,x-\-a. Nel modo stesso e per la stessa ragione si 
ridurrà ad x-H* il fattore (x-H*) a che per la seconda equazione risulterebbe clal 
porre 2/H-f = m nel caso di m dispari. 

828. Da lutto ciò si raccoglie che riponendo per semplicità maggiore 1 in luo- 
( go di a, avremo nei caso di m pari, I a . x*— i = 

2 iz 47 r ni — 2 

(x — l)(x* 4-1—2 xeos — )(x a 4-l — 2xcos— ) . . (x a 4-l— 2 xcoj - — tt) (x4-1) 



II*. x*4-l=(x a 4-l— 2xcos — )(x a 4-l— 2 xeos — ). . . .(x*4-l — 2 xeos — ?r); 

m m m 

e nel caso di m impari III*, x*— l = 

(x — f)(x*4-l— 2xcos — )(x a 4-I— 2xcos — ) (x* 4 -l— 2xcos — 7r) 

m m v m 

IV*. x»4*f == 
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K 



7? 771—2 

(i’+) — 2 xcos — )(x*-H — 2xaos -) . . . . (x* -H— ìxcos 7r)(j: -+-<)■ 

772 777 7B 

772—2 

E la I*. avrà nel «conilo membro — - — ■ (allori quadratici trinomj , ebe uniti al 
(attore binomio e parimente quadratico x* — 1, darà luogo al numero completo de- 
gli^- (attori quadratici competenti ad un’ equazione del grado m con m pari. La 

, 772 , 777 1 

seconda avra — fattori quadratici tutti trinomj; le due ultime avranno — — (atto- 
ri trinomj quadratici , die come sappiamo sono i soli competenti ad un’ equazio- 
ne del grado m quando m è impari , ed in oltre un fattore binomio di primo grado. 
Or si divida la 1*. per x 1 — 1, e quindi si ponga x=l. 11 primo membro 
x" 1 

diverrà primieramente — — , espressione che .r=( cangia in (176.11) ' m. Arre- 
X * — — i * 

2tt 4ff 6 tt m — 2 

mo pertanto i/» = ( 2 — 2cos — )(2 — 2cos— )(2 — 2co$— -*)....(2 — 2cos • — ir ); 

m m m m 

ma in generale (797 .89 a ) 2 — 2cosp = 2* seri" 1 jp, <lnnque introdotti i valori dati 

da questa relazione , e rammentandoci che i fattori del secondo membro sono 

m ^ — 9 incontreremo facilmente la rimarchevole espressione 

ir 2ir 3 ir m — 2 * m 

V . se/i— X sen ~ Xsen — X sen ir—y - — , che sussiste con m 

m m m 2 m 2*-* 

pari , e di piu ^2; poiché diversamente non arrebber luogo nella I* i fattori tri- 

nomiali , nè in conseguenza potrebbesi istituire il calcolo precedente. 

Posto del pari la IP. darà immediatamente 

2 = ( 2 — 2cos — V2— ! 2cos— )(2 — 2 co$— -) . . . (2— 2cos — ■ 7r) , e cangiati co- 
ni m m ni 



me sopra i coseni in seni , avremo 

7r 3rr 5ir m—i .t\ 

V P. sen— Xsen - — X sen rr— • sen “ — ir=y , espressione clie a- 

2m 2 m 2 m 2 m 2* _l 

vrà luogo con m pari e qualunque, purché intero, non militando qui le ragioni che 
nel caso precedente hanno esclusi i valori di m non maggiori di 2. 

La IIP. divisa perx — 1, e postovi come nelle precedenti x=zi f cangerà in 
m il suo primo membro, e darà in seguilo 

ir 2ir 3n m—\ m 

VIP. sen - X sen — Xsen — * en -z — 77 0 ' V * 

m m m 2 m 2* 

La IV a . infine con x=H darà immediatamente 

, rfii , ir 3tt 5tt m — 2 * 4 . 

VHP. jc» —Xsen -~ X sen— seri - — ir=y — - ; e m ambedue 

2/n 2 m 2 m 2ra 2* 

quest* ultime dovrà essere rn dispari , e per ragioni consimili a quelle già portale 

di sopra, ^1. 
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Finalmente ridotti gli archi della V*. e VII*, al denominatore 1m , e quindi 
moltiplicata la V*. per la VI», ovvero la VII*, per 1’ Vili*., avremo in ambedue 
i casi 

7r 2? r 3 tt 4tt m — 1 t/m 

IX*. seti — Xsen -—Xsen ~ — X*en — • X * • sen iz — 7T = -r * che avra luo- 

2 ni 2 rn 2ni 2 ni 2m 2*-‘ 

go tanto per m pari, che per m dispari, purché >1. Così posto m = 6, nel qual 

caso n ~ .= i 5°, ^—==30°, ~ = 45°, ì^- = 60", *—-=75°, sarà se«li>°X^/«30° X 
2/n 2 rn Ini 2 rn 2ffi 

i ^ .4 — coj30 u 

f «H5 U X w«60° X ww7 5° = ~ p 6. Ed infatti seni5° sz (797.90*) y > . 

32 2 

("81)j/— — ~—;sen 30" = J; sen4S"=|/j; jctj 60°= Jj/3;iCft75° =coa 15° =s 

| 1 1/3 j | 1 

\\i — - )=j/ , onde calcolando sen 1 5" X se n30” X seniH 0 X • « « 

2 2 

sew60 o X^"75 o ^= — f/6, precisamente come sopra. 



2/^7r 2 /i-M 

829. I fattori quadratici x*-~ 2<*xcos— - -H* 1 , x 4 — 2axcos yr-f-a 1 , c of-* 

ni m 

rispondono al quadrato del Iato di un triangolo , i cui due lati rimanenti aie* 

no l'uno x, 1' altro a, e contengano fra di loro o l'angolo ,o l'altro * rt 

ni ni 

(842). Abbiasi dunque il circolo A A* BB' CO ec. del raggio AK e se ne di- 
vida la circonferenza nelle 2 ni parti eguali AA y , A 1 B, BB\ B'C, CO, ec. ; se a 
ciascun punto di divisione si conducano i raggi KA 1 , KB, KB 1 , KC,ec. , e da un 
punto qualunque O, preso o dculro o fuori del circolo nella direzione del diame- 
tro AS ad una distanza OKs :x dai centro K, si conducan leretteO-^', OB, OB\ 

0C,00,ec. avremo primieramente gli angoli AKA' =— , AKRz=j — , AKB'zxz 

rn m 

— , AKC= — -, ec., e quindi A y O*=x* — 2axcoj — -H**, BO 4 = x 4 — . .. 
m m m 

2 axeos — - -H* 2 , B'0 2 =zx * — 2 axeos f»<z*, CO 4 = x 4 — 2<trcos — -f-a 4 , • - 

rn m m 

00*=x % — 2 axeos \-a 5 ,ec. Saranno dunque (828.11 2 )A l 0 2 > B'O*, OO*, 

ni 

ec. i fattori quadratici della funzione x m -{-a m y ossia OK M -\-AK* , ed avremo 
perciò OK m ~)r AK m ^x-A y O* X^ r 0 4 X OO" 1 X cc * Saranno in oltre OB 1 , 
OC 4 , OD 4 , ec. i fattori quadratici trinomj di x m — a m (828.1*), o piu in generalo 
di e quindi di ’3zOK w l£.AK m . Sarà di più OS = x-\-a,A O^cfcxijl 
a, preso il segno di sopra quando il punto O è fuori del circolo. Avremo dun- 
que AOX OS =±jr 1 -+.a 1 , e quindi OK"—AK"=AOX OSx OB 4 X OC 4 ec. # 

proprietà insigne del circolo, conosciuta col nome di Teorema di Cotes. 

830. ALbiausi ^espressioni, ^ } 2*.L{tCÌZby — 1); 3*. (ol££J/ — *4) J 
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m . -i — p 4 

4*. y (azfcAp — 4). Eguagliata la 4*. ad e ed applicati i logaritmi iperbo- 

H — z p - { t 

lici, avremo (444.2°) ^ÌZz= xlb ; e poiché e = — l.je/w , sarà 

-+~r P —1 

dunque £ = cosxlb^y — i . senxlb. Posto nella 2*. bz^atangh y avremo 

L(d3iby'--4)=z:La( k i itj'' — i . tangh ) — 1 .tangh)z^(822) Lazìz/iX 

y fl (} 

1/— 4 —Lcosh=L - — — ifc/ij/ — 4. Ma h—a taneh dì colh= — , dun- 

r cosh ; r 8 f-(a*4-A*) 

que Z/ailAj/ — 4) = | £(a*-4-é >4 • Medesimamente posto nella 3*. b = 
a tangh , arremo (a±:Aj/ — 4)*= — 4. tangh)"= (822 )— — — e * 



= ■■ ^ ■■ (coim/ctj/ — 4 . senmh ) =j/(a “-f-A a ) - (cor/nA±j/ — 4 .senmh). Cangia- 

4 ™ ai» h , h 

to m in— avremo per la 4*. y (altri 1/ — 4) = l/(a !l -(-A' 1 Vcoj-±:l/ 4 .reti—), 

t» m m 

T ulto ciò mostra elio qualunque espressione algebrica , benché irrazionale , Ioga* 
ritmica , o esponenziale, qualora sia mista di quantità in parte reali , e in parto 
immaginarie, jiuò sempre ridursi alla forma AizBy' — 4; Teorema di D’ Alembert, 

, ~*~/i p —1 / 

831. Poiché da e x=cosaCÌZy -~-1 .sena (822), cangiato a in ma y si ot- 

±map — 4 . 

tiene e =oojmnrt)/ — 4 . senma= (cosa^ty — 4 .sena)", se di qui si 

formino due distinte equazioni, una con un segno, l’altra con l’altro, e quindi si 

sommino e si sottraggano troveremo 2 cosmaz^(cosa -\-\/ — 4 .sena)"A-(cosa 

V — tsena)", e 2f / — 4 .senma = (cosa+y' — 4. retta) - — (cosa — j/ — 4 .sena) - , d’ 
onde assai facilmente 



m(m— 4) m(m— 4)(m— 2)(tn — 3) 

— cos"—*asen x a-\ ■ cos m -*asen i a—cc. 



cosina = cos"a — 



nt(m — 4 )(tn — 2) m(rri-4)(tn-2)(m — 3Ym-4) 

senmazmcos"-' asena — ■ — cos"-^asen}a~h.-~ - . ; y* 

2.3 ^ 2 .3.4.5 * 

cos m ~ s asen s a — ec . 

formule che cangiano gli archi multipli in potenze di seni e di coseni d’ archi 
semplici. 

oso « — 4 — a ? — 4 ap — 1 

832. Avendosi (845) 2 cosale -l-e =e (4-4- 



— 2ay_4 . al/- 4 —aV— 4 al/— 4 — 2al/^-( v 

e ), e 2 y — i.setta=e ’ — e ’ =« r (4 — e ' ), 

se fatto per comodo ajt — >4=5, s’inalzino queste due equazioni alla potenza m. 



4*. | j W( "'~ I X< W — 2 ) x 



(m — 6)4 
c -4- ec. 



2*. (ìf/-t nf (w-a)8 | «0»-Q | . (m-f)4_ m(m- i)(m-2) ^ 

2 2.3 



Digitized by Google 




3o 

(m — 6)5 
e 4- ec. 

Ma in generale c" ^=e^ = (83 4)cos(m — u’)a-+~y / — 1 .sen(m — n)a, 

introdotti dunque questi nuoTÌ valori , ed eguagliale a parte le quantità reali e le 



immaginarie (247) avremo dalla 1*. 

m(m — 1) 

1* cosma-^-mcos{m — 2)a-f- coseni 



■4) 6i-+- 



m(m — l)(m — 2) 
2.3 



eos(m — 6)<*4- 



ec. = (2cora)’" 

m(m — 1) . .. m(m — i)(m — 2) 

li*. senma-\-msen(m — 2 )a-\- — sen(m — 4)a4— — 

+ ec. =0 ; e cambiato m in — m 

IIP. cosma — mcoj(m4-2)<M ^ coi(m44)« — ec. =(2coja)'* 

IV*. senma— msen(m-\-T)a 4- ^ — — — sen(m-\-i'yi— ec. =0 

La 2*. poi, con m pari, nel qual caso (I98)(j/ — 0"— — *) darà 

w(/n— 1) * 

V*. cosma — mcos(m — 2)a-\~ — — coi(/w — 4)a — ec — ^Z(2sc/kaj m 

VP. senma — msenfm — 2 )a-\ - — - — - sen(m — 4 )a — ec. = 0 

e cambiato m in — rn 

VII*. cosow-t-/rtcoj(m4-2)a4- — — ^ — ?»oj(m-M)<»4' =ct(2jenu) - '" 

VHP. senma+mseu(^m+Tyi-\ ^ ^ sen(m4-4)<t4-ec. =0 

mentre con m dispari, nel qual caso — t) m =— )/ — 1 (198) , dara 

. m(m — 0 , „ 

IX*. cosma— mcos(m — 2 )<H — s— cos(m — 4)n — ec. — 0 

X*. senma — msenfm — 2)nH sen(m — 4)<i — ec.=;fc(2j enti)**; 

e cambiato m in — m 

XP. cosma-\-mcos(m -h2)a-ì — ^ — - cos(TO4-'f)a4-ec. == 9 

XII*. seuma-\-msen(m-jr2)a-ì ^~Y~~ sert(n*+4)a-\- cc ' ■ 

Convien notare cbe nella V*. e VIP. il segno inferiore ha luogo quando m è della 
forma pari 4«4-2, nella X*. e XIP. quando è della forma impari 4n4-3 (198). 

833. Di queste serie la P. la V*. e la X*. danno il modo di convertire le po- 
tenze positive dei seni e coseni degli archi semplici in somme o in differenze di 
seni e coseni d’archi multipli, oggetto di grandissima rilevanza, specialmente tu 
Astronomia. Ecco i risultamenti che se ne hanno per le prime sette potense. 
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3i 

sena = sena Stenda = 3 — icos 2a-f-co » \a 

2 sen * a = i — cosla 4 6sen s a — 1 0 sena — 5sen3a-+-senia 

4se/i i a = 3 sena — tenia ìlsen'a =: ^0 — t ~>cosla+6cos la—cos6a 

6lsat~a = 35 sena — Hsenia-{-7 senHa — tenia 
cosa cacata Scossa = 3-t-4co$2a-hcoj4« 

2 cos*az= l-+-coi2a t6cor 5 u^= iOcosa-{-5cosia-4-cosia 

icos' a = icosa+cosìa 32cos°a — <0-t-15coj2a+6coj4a-(-co.?6a 

64co j’ o = 35cosa-{-2lcos3a-+-7 cos5a-\-cos7 a 
834 L’ equazione iterila = 3sena — tenia Uà il rnoUo di trovare prontamente 
1* radici reali approssimate di qualunque equazione del terzo gratto nel caso ir- 
riducibile (299). Si cominci dal renderla omogenea, moltiplicandone il secondo 
membro per ;*(783), e considerando perciò le funzioni sena e senio trasportate 
dal circolo del raggio 1 in quello del raggio r (ivi) ;e quindi si riduca l’ equazio- 
3 1 

ne alla forma sen' a — -r'sena-4- ~r % seniaxxO. Potremo cosi paragonarla conia 

3r 1 < 

geaeralex' — px-\~q=zO, il che darà i*.x=isena, 2 *.p= — ,3. q =~ r* tenia ; 

ed è chiaro che dalla t*. avremo x, se per mezzo dell’ altre due perverremo a 
conoscere l’ arco 3a, ed il raggio r del circolo a cui appartengono tenia e sena. Ol- 
la seconda dà r=z 2j/— , e quindi la terza scn3a = ; l’arco 3a è dunque 

3 P 

quello che nel circolo del raggio t ha per seno-— (782), ossia ~ j/ — . Calcolalo 

perciò il valore di quest’ ultimo seno, le tavole, per le quali il raggio è \ , ci la- 
ran conoscere 1’ arco 3a che gli corrisponde, d’onde l’arco a, e il valore di sena 

nel circolo del raggio 1, che moltiplicato per r, ossia per 2 y ~ , ci darà il valor 

di sena nel circolo del raggio r (782), ossia uno dei valori di x, o una delie radici 

dell’ equazione. Per aver le altre due osserveremo che il seno - — appartiene iu- 

2p p 

sieme e all* arco 3a, e agii archi -f 80—— 3a, — (l80-fr-3a) (792.51*.). Dunque Par- 
co 3 a potià aver ciascuno di questi tre valori-, e Parco a ciascuno dei tre a , 



60- 



— a y — (60-f-«), e quindi sarà x=2f / — .sena , = .rc/i(60 — d) , =— 



, p 

2 y — sen( 60 -\-a), ove, lo ripetiamo,! tre seni debbono considerarsi come spet- 
tanti al circolo del raggio 1, e quindi possono aversi dalle tavole ordinarie. Si 
osservi che essendo di sua natura r~^scn3a, sarà 2 y ~P> > ~7‘i ciò 

che con p negativo forma il caso irriducibile (299) ; perciò que.lo in-todo risol- 
ve l’ equazioni del terzo grado unicamente in questo caso. 



Digitized by Googlc 




Esempj 1°. Siax’ — 3x-H =0, onde p = 3, q = t,se«3a=^, 3a = 30 ,1 /i = 
<0“; dunque x = 2se»(0°=O, 347296, x = 2seH50° = t ,532089, x= — 2sen70“:= 
— (,879385. II". Abbiasi l’equazione x 1 — 7x-t-7=0,già d» noi risolala per «lira la- 

3 3 

boriosissima via (3(4. e seg.); sarà p~ 7, q — 7, se«3<z = — j/ — ; dunque u= 

26° 22' 8"; 60°— n=33° 37' 52" ;60 o -t-«=86 o 22' 8". Quindi x = (,356896,= 
4,69202, = — 3, 0489(7; i due primi valori ooncordauo esattamente con quelli già 
trovati al par. 3(5. 

835. Del resto la trigonometria dà metodi prontissimi per risolver l’ equazio- 
ne x'rhpx-Jrq ■ — 0, anche Inori del caso irriducibile. Sia primieramente p pusi- 

, 2« / n 4;z* . d 1 «* 

tiro; si porrà (*. ~J/ ~ =tang ?; ed avremo = tang * y, y ( r ~ ) 



s^-“j/(— -M)— ~~ j/(tang*y-H) = • ^ - (787.(4*); e siccome fatto per 

comodo V — = nt la (*. dà ~ 

’ 3 2 






tangf 



, introdotti questi valori nel valor 



- s ,(-e 



generale di x (297),troveremo x= mf/~ — m j/ 



(+co»y 



teitf ' senp 

S 



, ossia (797)x= 



| yiang | y — j/eot f y j ; e ponendo 2*. J/ ta/tg ] y = , avremo infi- 
ne x = |/-~- 1 tango * — cotw j =(796 8 .*) — 2cot2o>XV • Calcolato dunque l’an- 

golo y per mezzo della (*. , e quindi 1’ angolo w per mezzo della 2*. , l’equazione 
finale darà il valor reale di r che, come si sa (299), non può esser eh# uno soltanto. 

Se p è negativo, dovrà aversi^ - » altrimenti si cederebbe nel caso ir- 

4 / ? 

riducibile già contemplato. Sarà dunque ~ y y <(^ ( , e potremo porre ~y ^ = 
senp. Avremo allora y ( — roti* y)— qp-cory ; avremo inoltre 



<7 m’ , • 

— = , ed x =— m { J/ 

2 seno t 



4 " 2 r ' T ' 2 

seni» > < i 1 



seiif 



•+- j/ coi J, e fatto come sopra frlang \ ? —tango), verrà x=— JA-— { 

cofw i =(796.85*) l/-^ • avverta che essendosi sempre supposto q posi-» 

* sen2oi 3 

livore fosse negativo dovrebbe cangiarsi xin— x, e q si ridurrebbe positiva; dopo di 
die non resterebbe clic cangiar di 6egno gli ultimi valori di x. 

836. Con industrie consimili posson risolversi trigonometricamente anche l* 
equazioni del 4°. grado; ma noi non ce ne occuperemo, e prenderemo piultoatu a 
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mosti. ire come possano pure risolversi con gli stessi melodi 1’ equazioni de- 
rivative del secondo grado della lumia x 1 " — 2ax H _^A-=0(2jt)). La soluzione ana- 

b . 

litica di cpiesle equazioni si riduce ad x<*=«| * — 04-—) J so l’ultimo termi- 
ne è negativo, e ad x» = a { — ~ ) } se è positivo. Nel primo caso ponga- 

si ~ =tang 1 y,eper conseguenza a =colf XV&i avremo x" ^ cotf { 1 — J' (14- 



<««$*?)} ]/b; e poiché J/(l -Kong * ?)— (787 .30*)recp, sarà x*=(cotf-*Zcot? X 

sec^y'b. Calcolati i due valori , si rappresenti l’ uno con p*, l’ altro con — q"; a- 
vremo x«—p*=s 0, x“ 4 - 9 "= 0, dalle quali due equazioni potran dunque aversi 



(827) tutti i valori di x. 

8.17. Che se l’ultimo termine della proposta sia positivo, ed abbia dunque luo- 
go la seconda soluzione analitica, distingueremo due casi, cioè di »<“’,« «''*> 

b b 

a*. Nel primo il radicale sarà reale, e poiché si avra — <C potremo lare — 
e quindi « = eJ Ctj/(« — *?>} = '^V»> 

equazione la quale infine si terminerà di risolvere come nel caso precedente. Nel 
secondo il radicale, c quindi tutti i valori di x, saranno immaginar]. Porremo b = i 
ptn i JL—zzcosy, valori che, introdotti in quello di x«, daranno x«=p»(eos ? r£ 

ed x^pÌ/(cox ? ±^l.se nf )=(831) p(cos |4-C«« * ) . 



Di qui x p(cos ■£±y'—1.sen 1) =0; e moltiplicando i due valori del primo 

a 

membro, x * -2pxcos ^ -hp ' =0. Ma l’arco ? dato dall’ equazione co.. ? =~, 

ha gli infiniti valori espressi da 2kr±f (794), potremo dunque sostituir 2 kn± V in 

2kn~±Zv 

luogo di y nell’avuta equazione finale, il che darà x’ ìpxcns - 4 -p , 

e di qui visibilmente tutti i valori di x (827). 



Risoluzione dei triangoli rettilinei 



838. Abbiasi il triangolo qualunque ABC, a cui sia circo- 
scritto il circolo ABC del raggio KB— r. Condotto normalmente 
ad AB il raggio KE.sarà la corda o lato AB^=(j8i .2")3w»EKB= 

T. U. 3 * 



F.U3 
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34 

Fi<3 (521 > ìw«!AKB= ( 568 . 1 °) arre/iACB. Nel modo stcs* 
so si proverà che BC=2rsenBAC, ed AC=2rsenABC. Chiama- 
ti dunque#,# 1 , g" i tre lati AB,BC,AC, ecLa, a', a" i respcttivi 
angoli opposti, avremo g—irsena, g'=irsena ' , g"=irsena ", 
c quindi g :#' : g" :: sena: sena! :sena n . Dunque in ogni trian- 
golo i lati stanno tra loro come i seni degli angoli opposti ; 
principio fondamentale, su cui si appoggia la dottrina che inse- 
gna a risolvere i triangoli rettilinei. Prima di passare ad espor- 
la premetteremo i°. che dati due angoli, s’ intende dato anche il 
terso, supplemento degli altri due ( 56 i.i®)$ 2°. che se son dar 
ti soltanto i tre angoli, non si potrà arrivare a conoscere i la- 
ti, e il problema sarà insolubile. Infatti tutti i triangoli simili 
hanno gli stessi angoli, ma lati differenti e soltanto proporzio- 
nali ( 5 og). Perciò le quesiioni solubili si riducono in generale 
alle tre seguenti: ì °. Dati due angoli e un lato trovar gli al- 
tri due lati \ 2*. Dati due lati ed un angolo trovar gli altri due 
angoli e il terzo lato ; 3 \ Dati i tre lati trovar gli angoli. 

83 g. La prima è direttamente risoluta oda una, o da un* 

i , in . . e 1 sena g"sena . e" sena' . 

altra dell equazioni g= r , g=—— V = rr-.che im- 

* ~ sena' ° sena «• * B , sena" 



mediatamente derivano dal canone fondamentale ( 838 ). Cosi se si 
abbia g= 23oi,82,a «=26° 17' 5 q m , 4 , a' = 84° 56 ' 24 M >3; sarà 

a"=i8o° — (a-l-a')== 68 Q 45 , 36 ", 3 ; e poiché #'= , g" = 

8 'sena ~ *■ P erc ' < ' > a Ppl' cat ' * logaritmi, si troverà 

lg = 3, 36207)4 2g =3,36207)4 

-hi sena’ =z 9,99 83043 +J sena"= 9,9694493 



somma = 3,36037 57 
— Iseiui =9,6464709 
difj *.=3,7 1 39048 

=/g' =25474,93 



somma = 3,33 t 5207 
— / sena =9,6464709 
3,6850498 
=#'=24812,28 



840. Si noterà che le tre precedenti equazioni, benché in 
apparenza diverse, sono in sostanza una cosa stessa, e P una va- 
le per l’altra ; essendo indifferente il chiamare o g, o# ', o # ll il la- 
to dato, e a, o a\ o a” qualunque degli angoli dati. Bensì se 
chiameremo g il lato dato, dovrà chiamarsi a l’angolo oppostoj 
9 se permuteremo g in #', o in g", dovranno permutarsi g' o, 



/ 
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g ' 11 in g, ed J o a" in a, e reciprocamente; il che è ben chiaro. 

84 1 . Nel secondo quesito debbon distinguersi due casi dide- 
renti; poiché l’angolo dato può essere o opposto ad uno dei lati dati, 
o fra di essi compreso. Nel primo caso le stesse formule che 
hanno servito per il quesito primo, servono manifestamente an- 
che per questo secondo. Così sesia g— 1 53 1 2,4 1 , g— t) 8 ò' 5 ,a 5 , 

o= 56 ° io 1 37 ", 8 si avrà primieramente sena’ , a" 3 ». . 

j 8 o°< — (a-t-a 1 ), e applicati i logaritmi 

lg' — 3,9941081 l g = *> <830436 

+lscna=* 9,9(9477 0 ~\-l sena" z= 9,9998583 

sommai 3,9(35851 somma — 849019 

— /# = 4,(850436 / senaz= 9, 91 94770 

diff*, — 9,72834(5 Aiff'. = 4,2654249 

= lse,ui'=lscn 32°21'34",5 / =/§"=/ 18425,74 

e poiché « = 56 10 57 ,8 
dunque <i"=;180*— («+<*') = 9< 27 47 ,7 

84 ^. Ma se l’angolo dato asia compreso fra ilati g' e g'\ 
le formule superiori non son da per se stesse sufficienti , per- 
chè in niuna di esse si trovano combinate insieme le quantità 
note a. g\ g" con veruna delle quantità g, a\ «"• che si do- 
mandano. Osserveremo frattanto, che siccome ( 838 ) g':g" :: 
sena ' : sena", sarà g' r -^g" •' g'-hg" :: sena 1 to sena ! 1 : sena'-t-sewa 11 :: 
(798.94 ')tang\(a' 'Sia 1 ’) : tang j (a'-f-a" ) — ( 56 ‘ 1 . 1 °)tang(<)0°-ja) 

-I y, _ll 

=(792. 58 a )cotva; dunque tang\(a { <Ji n"y=^r^cot' a, . Con ciò 

si ha la semidifferenza dei due angoli a 1 , a"; e poiché }(a’-f-a") 
=go°— è dunque in tal caso notala semisomma e semidifferenza 
degli angoli a\ a" : posson perciò determinarsi ambedue , e quin- 
di anche il terzo lato g. Si osservi che essendo in nostro -arbitrio 
il chiamare g 1 o g u piuttosto l’uno che l’altro dei lati dati, se 
con g' rappresenteremo il maggiore, avremo g*>g'\ e perciò 
a!>a 1 ' ( 568 - 4 °); e se divisi per g f il numeratore e denominatore 
del secondo membro della precedente equazione, si faccia 



tcwgl , verrà tang ) (a’--a">= cot 1 ~~^col J a— 

(j99.to5 a )ta«g r (45 0 -X)cQf)<4 J formula che più speditamente ri- 
solve il problema. 



1 — lau gl 



col J a~ 
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si a ^'=4466,784; ^"=4375,539; a = 46° 4‘) , 4°">4 : avre_ 
mo 'ta—'ii 0 So^.a; go° — yo=66° 35 1 9 ,( ,8 



2 S " = 3,64(02(6 
— lg'z=. 3,64 99950 
di/f*. = 9,99(0266 
=2r«ngÀ=2(ang44°24'29 l ',2 
45°— X= 0°35'30",8 
2mb£(45°— X) =8,0(4(330 
lecita =0,3634844 
ltajigj(a'— «")= 8 , 3726(74 
— Uang (°2('59",9 
*a'+4a"=66 35 9 ,8 



somma = 67 57 9 ,7 =a' 
dijp. = 65 ( 3 9 ,9 =a" 



dunque 2 5 1 = 3,6499950 
-hi sena = 9,8629073 
somma = 3,5 ( 29023 
— I sena 1 = 9,9670208 
dijf‘.^ 3, 54588(5 

= 2g = 235(4,64 
oppure Ig " =3,64(02(6 
-t- Isena = 9,8629073 
somma =3,5039289 
— I sena" = 9,9580474 
difp. =3,54588(5 

= 2,5=235(4,64 



e cosi l’uno di questi due ultimi calcoli serve di prova all’ al-* 
tro, e a tutta l’ operazione. 

843. Venendo infine all’ ultimo quesito, si riprenda il trian- 
golo ABC, e dal vertice dell’angolo A si conduca sul lato op- 
posto la normale AD. Avremo (660. 3°) 2g’ X DC^g^-f-g 1 ' 2 — 
g 2 . Ma (838) DC : AC :: senDAC : senADC :: senCgo 0 — ACD) : 
seng o° : : cos ACD : 1 , ossia DC : g" : : cosa : 1 ; dunque DC =g"cosa. 






e quindi : ig g'cosa^g M -g 2 — g 2 , e cosa 

844 - Da questa formulasi ha quindi l’ angolo a, quando si co- 
noscono i tre lati g>g',g n - Ma per renderla più comoda al calco- 
lo logaritmico, si aggiunga all’ uno e all’altro membro un’unità; 
osservando che i-+-casa==2coj , 4u(797-88 , ),troveremo2coj 2 j^ 

g**-tig"* — g 3 +W __ fe'-hO 3 — g* = (g'-i-g"-+-gXg'-+-g"— s) 

W W < W 

Fatto pertanto g-— f— gr*— 1— gr M =a<y , e quindi g'-\-g' { — — 2g, 
sostituendo, riducendo ed estraendo la radice, otterremo cosi a= 

^ . Oppure si sottragga 1 * uno e l’ altro membro dall’u- 
8 S 

nita, e si osservi che 1 — cosa=— , xsen 2 ia‘, troveremo 2 sen 2 \a=i 

g'yxMq— g’h «ostitueodo 
dunque, riducendo ed estraendo la radice, avremo ser»ìa=? • . r 
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y C 1 ?— <?)(■?—« ) . j); v ; sa questa formula per l’altra risulterà la ter- 
za tarisi a=P / ^ <l ~ f * - - , e ciascuna delle tre risolverà in ino- 

b r v(?— s) 

do egualmente facile il proposto quesito. Applichiamo là secon- 
da , e sia 



g = 2301,82 
g' = 5174,93 

g"= 4842,28 
stia 2(^=12319,03 
9 = 6159.51 
9 — g' = 984,58 



e perciò /g'= 3,7139045 
■+lg" =3 ,6850499 
somma = 7,3989544 
colog.z s 2,6010456 
+/ (9 — g') = 2,993251 0 
4-/(9— g")= 3,1196616 



9— g"= 1317,23 somma =8,7139582 

* somma = 9,3569791 = l sen 13“ 8' 59", 5 
e quindi come sopra (839) a =26 17 59 ,0 

845. Del resto la formula , Ag l g v cosa=g l2 -{-g' <: ‘ — g 1 dà al- 
tresì la soluzione diretta di tutti i quesiti della seconda specie 
(838. 840* Infatti se son dati g',g" e l’angolo compreso a, e 
si cerchi il terzo lato g, l’ equazione sciolta rapporto a g, darà im- 
mediatamente g=V ( ( "' 1 -l-g , ' a — 2g'g n cosa); se poi coi medesi- 
mi dati vogliansi a\a u , si cangi nella formula a in a' , e per 
conseguenza (84o) g in g 1 e g' in g, a\ remo l’altra a gg u cosa!— 
g*-\-g ],:> — g ,2 ,che sommata cou la primitiva darà g'cosa-+-gcosa!=s 

g". Ma ( 839 ) g==^~^, sostituendo dunque e risolvendo, si a- 

. 1 /?" — e'cosa . .. a e 1 — s" cosa . 

vrà cota =- — r ; e quindi pure cola — - — n . che vib- 

g 'sena 1 1 g scila 

ne dalla precedente, cangiata a ' in a", e perciò g' in g" e g" in 
g'. Se infine sieno dati g, g 1 e l’angolo a opposto a g, e voglia- 
si il terzo lato g", la formula risoluta rapportò a g 11 , darà g M *= 
g'cosa-+-y (g 2 — g h sen 2 a). Queste espressioni sonoutilissime,qua- 
lora non si tratti che di avere il valore analitico delle incognite 
che rappresentano ; ma nei casi pratici e nelle applicazioni 
numeriche sono onninamente preferibili i metodi sopra indicati. 

846. Fin qui abbiamo considerato un triangolo qualunque. 
Se è rettangolo, i quesiti son meno numerosi, e le soluzioni mol- 
to più semplici; poiché uno degli angoli, cioè l’angolo retto, è 
sempre noto; dei due àugoli acuti, dato l’uno si conosce subi- 
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to 1‘ altro, clic ne c il complemento; e di più il teorema dell’ 
ipotenusa (t>5c)) dà sempre uno dei lati, quando si conoscono gli 
altri due. Le questioni puramente trigonometriche die possou far* 
si in questo caso, considerate in tutte le loro possibili varietà, si 
riducono alle quattro seguenti; data l’ ipotenusa ed un angolo 
trovare i due cateti ; dato un cateto ed un angolo trovar li - 
potenusa ; dato un cateto ed un angolo trovar l' altro cateto ; 
dati i due cateti trovare i due angoli . 

Or si supponga a l’angolo retto, e per distinzione si can- 
gi in h la denominazione g del lato opposto. Sarà sena— 1 , 
cosa— o, e di più avremo send^^cosa" , sena 11 — cosa ' , langa'= 
cola ", tanga" = cota' . Frattanto 1’ equazioni generali (83g) 
gsena'—g'sena, g sena" =g" send , daranno i °. g'—hsena'= . . 
licosa" ; g"—hsena"— licosa' ; formule che risolveranno il primo 
e secondo quesito; a 0 . g' send'=g'' cosd' , g' cosa' =g" sena' , ov- 
vero g'=g''cotd'-—g"tanga' t g"=*g'cotd=g'tanga", formule 
che risolveranno il terzo e quarto. 

847- I seni degli archi compresi fra i gradi 88 e go diver- 
sificano si poco gli uni dagli altri, che i loro logaritmi differi- 
scono appena, e neppur sempre, di qualche unità nella sola 
settima decimale. Se dunque l’angolo che si cerca cada dentro 
i suddetti limiti, e le formule portino a farlo conoscere per mez- 
zo del suo seno, come accade in 5ena'= y , le ordinarie tavole 

logaritmiche non sarebbero sufficienti a farci distinguere a qual 
arco questo seno precisamente appartenga, e la soluzione rimar- 
rebbe incerta, almeno quanto alle unità dei secondi, dovute all’ 
arco o angolo ricercato. Altrettanto e per le stesse ragioni av- 
verrebbe, se l’ angolo fosse al di sotto di due gradi, e dovesse co- 
noscersi per mezzo del suo coseno, come ha luogo in cosa'= 

Si eviterà l’inconveniente trasformando le formule in altre 

per le quali il caso non abbia luogo. Abbiasi send— y ; sarà 
li: g :: 1 : sena 1 , e quindi li — g 1 : li-hg 1 :: 1 —sena 1 : i-4 -sena' :: 

1 101 )» :tang\fó°-\-\dl=j~j- conosciuto dun* 
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qtìe 1’ angolo 45 °-Ht a', avremo a'. Abbiasi cosa'— sarà h : 
g" :: i : cosa ed h-hg" : h — g" :: i-hcosa': 1 — cosa' :: i 

gii 

•• (799- 1 °4") 1: (a,, g 2 i «\ d’onde tangla—}/ ^ formula che dà 

immediatamente \ a 1 , e quindi a 1 . Abbiasi infine sencF=—^r m 

(83q) ; porremo in luogo di sena l’espressione equivalente 
j/{\—cos À a)', sciolta l’equazione, avremo l’arco a per mezzo del 
suo coseno. 



Applicazioni della Trigonometria rettilinea 
alla Geodesia 

848. Le applicazioni della Trigonometria si estèndoho ad 
ógni ramo di Matematiche. Non essendo qui il luogo di mostrare 
appieno l’ importanza e vastità dei suoi usi, ci limi tèrémo ad al- 
cuni fra qufelli che servono alla Geodesia, scienza che ha per 
fine la misura delle distanze e altezze degli oggetti terrestri. 

I*. Si supponga nota la distanza dei punti A, B; e vo- F.H 4 
glia determinarsi quella di ciascuno di essi ad un terzo pun- 
to C visibile dall’uno e dall’altro. Si dirigano da A le visua- 
li AB, AG ai punti B,Q e da B le visuali BA.BCai punti A,C. 
Misurati gli angoli BAG, ABC, e risoluto il triangolo ABC ( 839 ), 
in cui si conoscono un lato e gli angoli adiacènti , avremo AG, 

BC, distanze richieste. 

Che se oltre G abbiasi ùn quarto pùnto I) visibile da C e 
da B, formati nel modo medesimo gli angoli DCB, CBD, dal 
triangolo CDB, in cui per 1’ operazion precèdente già si conosce 
CB, avremo DB, CD. Come pure per un altro punto E visibi- 
le da D.C, formato il triangolo DCE, in cui è già cognito DC, 
avremo DE; CE. Ed è chiaro che così proseguendo a stendere 
questi triangoli, e volgendoli in più direzioni , possiamo averle 
distanze reciproche di un numero considerabile di punti , con n- 
ver solo misurata sul terreno quella dei punti A,B. A questa pri- 
ma ed unica misura suol darsi il nome di base, e a tutto Piri- 
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sieme tiri triangoli quello di rete o catena trigonometrica. E 1 
arie di costruir le Carte, topografiche e corografiche di un pae- 
se o di una provincia è principalmente appoggiata a quest’o- 
perazione fondamentale. 

1 15 1 . 

II*. Sia Kl’HG il letto di un fiume di cui voglia saper- 
si la larghezza. Presa e misurata sopra una delle due sponde 
una base qualunque AB, (issato sulla sponda opposta un punto 
C, e determinate col metodo precedente le distanze AC, BC, s’im- 
magini condotta la perpendicolare CD. Ambedue i triangoli ACD, 
BDC, in cui si conoscono le ipotenuse ed uno degli angoli adia- 
centi, faranno conoscer CD (846), larghezza richiesta (5 19). 

III*. Misurare la retta inaccessibile AB. Presa a piacere 
ove si può, e misurata la retta qualunque DC, si formino e si 
misurino gli angoli ADB, BDC, ACD, ACB. I triangoli ADC, 
DCB daranno AC, CB (Bdq), quindi il triangolo ACB, in cui 
son noti ÀC, CB e l’angolo ACB contenuto, darà AB(84a). 

4,/ IV*. Misurare l’altezza della torre BC. Se la torre 

s'inalza sopra un piano orizzontale e libero, preso su di esso 
un punto qualunque A, misuratane la distanza AB dal piede B 
delia torre, ed osservato quindi l’angolo CAB, o il suo eguale 
CD E, formato sopra CA dalla DE parallela ad AB, il triangolo 
CAB rettangolo in B darà immediatamente CB (846). 

Che se la torre ò inaccessibile , si misuri sul piano la ret- 

1,8 la DE; e condotte le visuali DC.DB.EB si determinino gli an- 
goli BDE, DEB, CDB. Il triangolo DEB darà allora DB, e quin- 
di il triangolo CDB rettangolo in B darà , come sopra, CB. 

Che se D, ed E sieno o più elevati o più depressi di B, e 
perciò DB non risulti orizzontale, converrà di più condur la vi- 
suale EC, e misurare gli angoli CDE, DEC. Allora dal triango- 
lo DCE avremo DC (83q), che unitamente a DB e all’angolo 
compreso CDB farà conoscere CB per mezzo del triangolo CDB. 

Se in luogo di una torre fosse da misurarsi I 1 altezza di un monte alquanto e- 
levato e discosto, gii angoli osservati dal piano sarebbero maggiori del vero, atte- 
so 1 elicilo di ciò clic i Fisici chiamano te frazione della luce , del quale è neces- 
sario spogliare le osservazioni prima di porle in calcolo. Non potendo entrar qui iu 
ima piena discussione di questa particolarità , c* contenteremo di averla accennala. 

4)9 \’. Dati tre punii B, C, D di posizione nota, determinar 
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quella di un quarto punto A nel piano dei tre primi, da cui p.ng 
possan quelli vedersi. I tre punti B, C, D essendo dati di po- 
sizione , tutto sarà dunque noto nel triangolo BCD ; e potendosi 
da A condurre le tre visuali AB, AC, AI), saranno parimente no- 
ti gli angoli BAC,CAD. Ciò premesso si faccia BC=m, CD=/z, 
BCD=c,BAC=;j,CAD=<7, l’angolo incognito ABC=ca, c l’al- 
tro parimente incognito A 1 )C=®. I triangoli BAC, CAD col la- 



to comune AC daranno ( 83 q) AC= — =± — — . Di qui . . 

** seno seria *■ 



setty 

sento 



— .,d’ 

fon fi A 



msettq seno r nsenp * 

= , e tatto tanghi avremo 

nsenp sento msenq ° 

onde sento : sena :: i : tangX, e senz> — sena : sen'p-hsena :: 1 — ... 

-, ir» sena — senta < — tane A 

tangk: i-i-tangh. Dunque— 7 



tant; j (p — 41) 
tangjCf+v) 



. ,cioò (708.04°) 
senf+senta 1-t -tan$k .' 1 ' 

(799.105°) tang( 45 ° — X). Ma 9 -J-a= 36 o° — c — 



p — q (596.1°), e perciò tangT{y-\-a')— tang{\&o° — 4 (c +-/>-+- 
q))= — tn«j4(c-+'p-(-<7)(79'0;dunque tang',(s — a)=-tar>g ■ X 
(c-hp-+-q)tang( 45 ° — X), ossia — tang\{f — a)= (790) tang\X 
(oj — <?)=tang\ {c-\r-p-\-q'jtang{/\ 5 ° — -X) ; o anche tung' i Qo~—a')= 
tangì(c-hp-h q~)tangO^ — 45 °), e in generale tanghi ainv)= 
tang\[c-\-p-\rq)tang^\^°tnh). Di qui si avrà la semidifFeren- 
za degli angoli a,(p che unita alla semisoinma 4(oH-«)*=i8(. 0 — 
\[c-\-p-\-q) farà conoscere questi due angoli: avvertendo che in 

forza dell’ equazione ^ 2 - = - ■ — , qualora risulti X<45° e per- 

1 sento tangk 1 * 1 

ciò tangh< 1 (781.3°), dovrà esser sena<sentj>, e quindi dovrà 
darsi ad a quello dei due valori che o in eccesso o in difetto 
si discosta maggiormente dai qo°: tutto si farà all’ opposto sesia 
X> 45 °. Infine risoluti i triangoli BAC, CAD si otterranno le tre 
distanze AC, AB, AD, di cui 1 ’ ultime due potranno aversi per 
riprova anche dal triangolo ABD. 

Si avverta che se il triangolo BCD giacesse in posizione <20 
inversa, l’angolo rientrante BCD ( 5 cj 5 ) sarebbe allora eguale a 
360° — c, e quindi 9H-i)=c — p — q, e tang j (y cc a)z=tang \ (c — 
p — q'tang{/\ 5 0 — X). Clic se il punto A fosse al di dentro del 121 
triangolo BCD si avrebbe come sopra y-l-a= 36 o" — c — p~—q> 
e le formule non \ alierebbero. 



\ 
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Ks. sia m=ri54q,3 -, #i = 4 747»7 2 ^> p=23° i5' 47 1 '» 9> 
|t= 3 - 2 0 55' 38", q; c=54° 3a' a",8 si avrà 

logm = 3,8(61949 <= = 54'’ 32' 2", 8 

j»=23 45 47 ,9 

9 = 32 55 38, 9 
C-4-/H-7 =410 43 29 ,6 
4(c-+p-+-<7)= 55 24 44 ,8 
4 So 0 — y(c-l-#H- 7 )=y(f-M») = (24 38 4S ,2 



^-logsrwj = 9,7 35264 0 
somma = 3,5544559 



colsom = 6,448544 4 
-4-2ogn=3,6764854 
-t-logsenf/ = 9,5965500 
fogfangX =9,7 24 5795=2fang 27° 46' 35",97 
45° Oli = 47 43 24 ,03 
2ogfang(45 0 xX) = 9,4943592 
Itaug j (c-4-/>-f-7)= 4 0, 4 60634 4 

somma = 9,6549933 = 2tong £(ucc?) =fc«ng 



lagni = 3,8464 949 r 

+2*enACB= 9,4398463 _ x 
2,9560442 
s—logsenpi^=9 , 5965500 

2ogAB =3,3594942 =22288,49 
+logsemo =9,7 4 42878 
somma =3, 0737 7 90 
*— /ìc«ACB=9,4 398463 

2og AC=3, 9339327 =2 8588,80 
-4-2««ACD=9,864 2988 
somma 3,7952345 
—logscwf = 9,9927085 

log AD = 3,8025230 =2 6346,34 



AB = 



c — ACD=ACB= 



mscnACB 



24 


40 


3 


A 


448 


48 


48 


,6 


400 


00 

CN 


44 




32 


55 


38 


,? 


433 


23 


50 


j 


: 46 


36 


9 


,3 


: 54 


32 


2 


,8 


7 


55 


53, 


5 



AC = 



seap 
AUsenoi 



AD = 



se«ACB 

ACsenACD 



senf 



VI*. Trovar la distanza DC dei due oggetti D, C l'un 
dall' altro visibili, e da ciascun dei quali possan vedersi gli 
oggetti A, B di nota distanza fra loro e situali in uno stesso 
piano con D,C. Si ponga la richiesta distanza DC=t, c quintfi 
col metodo già dato (III*) si trovi il valore che in quest’ipotesi 
ne proverrebbe per AB. Supposto m questo valore, sarà (5Jcf) 

CD : t :: AB : ni, d’onde CD= —AB. 
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849* Chiaro intanto è che la maggiore o minor precisione 
dei risultamenti ottenuti con questi mezzi , dipende soprattutto 
dall’ esattezza con cui si sari» misurata la base o lato , che in o- 
gnuna delle soluzioni si suppone conosciuto , come pure dalla 
bontà delle osservazioni degli angoli. Che se o nella base o ne» 
gli angoli incorra qualche sensibile errore , esso iuiluirà tanto 
maggiormente nelle distanze cercate * quanto queste saranno mag- 
giori di quella che si assume come nota. Perciò qualora sia pos- 
sibile, è necessario combinare in modo la scelta delle stazioni e 
dei punti da osservarsi, che i triangoli risultino di buona for- 
ma, nè vi sieno angoli molto al di sotto di 25°. 

850* Sarà pure ottima regola di effettuar, quando si possa, l'osservazione dai 
ciascuno dei ire vertici del triangolo : nel qual caso la somma dei tre angoli osser- 
vati deve, come si sa , risultare di 480°- Al finche per altro questo Succeda, non è 
solo necessario aver bene osservalo, ma conviene in oltre che il centro del circolò 
o arco graduato si sia fatto coincidere più esattamente che si può col vertice di cia- 
scun angolo: diligenza che bene spesso non può praticarsi. In tal caso si rendono 
necessarie non poche correzioni, che essendo di sommo imbarazzo, han fatto pre- 
ferire il costume di ridur ciascun nugolo al piano dell'orizzonte del luogo di os- 
servazione; il che, più facilmente e più sicuramente che dal calcolo, si ottiene me- 
diante l’ ingegnoso e semplice meccanismo dei Teodoliti,, macchine a tal effetto 
immaginale, e in oggi sostituite ai Quadranti , Grafometri e Circoli antichi. Per 
tal via in luogo delle distanze dirette ed assolute fra i vertici , si hanno queste stes- 
se distanze ridotte, come suol dirsi in pianta , cioè quali sarebbero se i tre vertici 
fosserolulli situati in un medesimo piano orizzontale, il che è appunto ciò che abbi- 
sogna, allorché vuoisi delineare in una mappa la configurazione di un Territorio. 
Deve però in questo caso avvertirsi, che se si Inatti di triangoli mollo estesi e di 
gran superficie , gli orizzonti di ciascun dei tre vertici, attesa la sfericità della ter- 
ra, sono necessariamente inclinati fra loro, e i tre angoli ridotti appartengono al 
triangolo sferico formato dagli archi respetlivamente intercetti fra le tre stazioni. 
Quindi la loro somma deve superare! i 480°, siccome vedremo (866), di una qual- 
che piccola quantità , cui è stalo dato il nome di eccesso sjèricoi Non ci occupere- 
mo di determinarne il valore, ricerca di ben poca importanza,* tanto più che secon- 
do un elegante Teorema dì Le-Gendre , che in breve dimostreremo (895), per 
aver in tal caso il giusto valor dei lati, basta diminuir d' un terzo dell'eccesso sie- 
rico ciascuno dei tre augoli, e calcolar quindi il triangolo come se fosse piano. 

85 1. Quanto poi alle regole da osservarsi per una buona 
misurale alla descrizione degl’ istrumenti atti a prender gii an- 
goli , e al modo di maneggiarli, argomenti son questi che mal 
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comporterebbero la brevità voluta dall’ indole di qtlesto libro ; 
e nei limiti che ci sono permessi non potremmo darne che un’i- 
dea incompletissima, e quindi di niuna reale ed effetti va utilità. 
Perciò rimandiamo il Giovane studioso agli Autori che ne han- 
no espressamente trattato, c specialmente al Sig. Cagnoli ( Tri- 
gonometria Piana e Sferica'), al Sig. Puissant ( Topografia e 
Geodesia), al Sig. Delambre ( Base metrica T.I.) e al Sig. 
Barone di Zach ( Attrazione delle Montagne ) : sebbene rap- 
porto agli strumenti sarà molto miglior consiglio il procurarsi, 
potendo, di avergli sott’ occhio e alla mano; senza diche riesci- 
rà sempre diffìcile l’acquistarne una piena cognizione. 

85a. Non vogliamo ometter per altro di dare almeno una 
qualche idea del nonio , artificio quanto semplice tanto ingegno- 
so , con cui si perviene a valutare le piccole suddivisioni dei gra-* 
di, che l’arte giunger non potrebbe a scolpire sui circoli anche 
di non ordinario diametro, del che tanto più ci convieil far paro- 
la, quanto che i principi sui quali questa felice invenzione si ap- 
poggia sono affatto analitici , nè potrebber comprendersi con la 
sola ispezione delle macchine o col vederne il maneggio. Sieno 
j. i21 BD, EC porzioni eguali dei lembi di due circoli concentrici edili 
immediato contatto fra loro, l’uno interno e fisso, e che perciò si 
chiama circolo fisso o semplicemente circolo , esterno l’altro e 
girevole intorno al primo, e che dal nome di chi ne concepì la 
prima idea, si appella circolo nonio, o semplicemente nonio . SI 
rappresenti con a 1’ arco BC, che può riguardarsi come comune 
ai due lembi , e si supponga che la porzione BD del circolo fis- 
so contenga n divisioni numerate da destra asinistra, eiacorrispon- 
dente EC del nonione abbia ti — 1 . Saranno — nell’Uno,— — 

n n — l 

nell’altro le larghezze di ciasciina divisione, oper dir meglio i nu- 
di interstizi frapposti in ambedue fra divisione e divisione ; ed ò 
evidente che quelli del nonio saranno più grandi di quelli del 

circolo di tutta la quantità o differenza — , a Frat* 

1 n — t n n{n — t) 

tanto si disponga il nonio in maniera che la sua prima divisio- 
ne EB a sinistra , la quale porta il nome d’ indice o di zero del 
honio , collimi esattamente con una divisione AB del circolo. Au- 
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che l’estrema opposta FC del nonio eollimerh con la sottoposta p. t ja 
DC del circolo; non così però veruna delle intermedie; anzi 
quella del nonio che procedendo da sinistra a destra s’incontra 
la prima in ordine dopo l’indice o zero, si troverà visibilmen- 
te avanzata nel medesimo senso sulla sua corrispondente nel cir- 
colo di uu arco equivalente alla dilTereuza degli interstizi, ossia 

del valore di * - ; la seguente del doppio, ossia di - l ^" ^ > la 

terza di ; e in generale 1’ m uma di — — -r*. Se dunque al- 

n(i i — <) ° n(n — () * 

l’ incontro si trasporti il nonio verso la silustra Ano a lauto clic 
la sua divisione m uma collimi con 1’ del circolo, lo zero 
non potrà più collimare con AB, masi troverà avanzalo, nel sen- 
so della numerazione delle divisioni del circolo, di un piccolo 

arco del valore di > cioè precisamente eguale a quello di 

cui F m sima divisione del nonio si trovava discosta dall’ m ,ima del 
circolo, e che quindi ha dovuto percorrere per raggiungerla. Co- 
nosciuti dunque a, m ed n, potremo valutare l’arco clic rimar- 
rà allora intercetto fra AB e lo zero del nonio, ancorché veruna 
effettiva divisione lo contrassegni. Cosi se il circolo sia diviso an- 
dantemente di mezzo in mezzo grado , e tutta l’ estensione BC del 
nonio abbracci un arco di i5 u 3o', contenente perciò divisioni 
3i, e si supponga che la coincidenza cada sulla i (j ma divisione, 

avremo o=i5° ìo’=g3o', »=;3 1 , ^=19,;^—^— =‘ , 

ed —^-_= iq', cioè l’indice del nonio dovrà valutarsi avanzalo 

n(n — () j 

di 19' al di là della divisione AB del circolo, cosicché se quer 
sta corrisponda ai 35°, oppure ai 35° do 1 , il punto ove si sarà ar- 
restato l’indice corrisponderà nel primo caso a, 35° 19', e nel 
secondo a 35° 49 1 » 

853. La quantità o differenza — — - può chiamarsi forza 

(lei nonio , e corrisponde a ciò di cui 1’ arco percorso dall’ in- 
dice aumenta , allorché la coincidenza s’ inoltra da una divisione 
alla successiva. Cresce crescendo il numero delle divisioni elici- 
ti ve del circolo, nel qual caso j>uò anche rendersi minore Par- 
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p.|23 co a. Cosi so il circolo sia diviso di io in io minuti primi, e 
quindi ogni grado contenga (j divisioni , preso un arco a=i o° 1 a' 

~ , a a a 6(0 ' n • A 

=()io , avremo «-=o i , ed — — — == _ -- = — = io ; cioè 

n(n — 1) 61.60 6 

In forza del nonio darà , ossia renderà sensibili gli archi di i o". 
Jn questo caso la coincidenza delle divisioni 6*, 12 *, iB'.ec. cor- 
risponderà respettivamente ad i,a, 3, ec. minuti primi completi, 
il che suole indicarsi con numeri apposti a tutte quelle divisio- 
ni del nonio che godono di tal proprietà. Ciò contribuisce a ren- 
der più facile la lettura ; poiché se per esempio la coincidenza ca- 
da sulla quarta divisione dopo quella contrassegnata ccd 6, è chia- 
ro che l’ areo varrà 6’ più i f\O n che ha guadagnati nel passar 
che ha fatto la coincidenza da questa alla 4** divisione susseguente. 

854- Termineremo con l’ esame di un caso ohe spessissimo 
occorre in pratica; qualora cioè l’ osservazione che far si dovreb- 
be ad uno dei vertici del triangolo, resti impedita o per la difficol- 
tà dell’ aocesso , o per ostacoli frapposti , che tolgono la possi- 
bilità di veder da quel vertioe gli altri due. In tal congiuntura 
si presceglie un punto di stazioue , quanto più si può , prossi- 
mo al punto impedito; ed ecco come l’ osservazione fatta nel 
primo si riduce a quella che avrebbe dovuto farsi nel secondo , 
a cui suol darsi il nome di centro. 

Sia C il centro , A, B gli altri due vertici del triangolo, O 
il punto di stazione, AQB l’angolo osservato , ACB l’angolo ri- 
cercato , e si faccia AQB^C, AOB=0, CO==r, distanza della 
stazione al centro, che suppongo potersi determinare o con la mi- 
sura immediata e diretta , o con alcuno dei mezzi che abbondan- 
temente nei diversi casi la Geometria somministra. Si ponga in- 
oltre COA==^ angolo che il centro o vertice C fa con l’oggetto 
o vertice A, cioè con quello dei due ohe resta alla sinistra del- 
1’ osservatore ; ér.ZJ ledistanze AC, CB degli stessi due vertici 
dal centro C. Avremo ACB=0=ATB — CAQ= (55p) AOB-f- 
CUO— CAO. Ora AOB=Q; e quanto agli altri due angoli si 

ha (83g) , fn CBO= 

ma essendo r immensamente minore di $ e Q, questi 
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due seni sono dunque piccolissimi ; possiamo perciò supporli prò- F - ,2 4 
porzionali ai loro archi (801) e stabilir quindi le analogie CBO: 
renCBO :: i": seni", CAO :senCAO :: d’ onde si avrà 

IO r«n(0-+-r) „ senCAO rsenr . 

- = -n7,^ CAO =-^ =7 4»“* 



CBO— 

<7=0-4 



seziCBO 

reni" ~ Dsgn \ 1 

rscn(0-\-y) rseny 



Dsen\" Q uant0 a ^ ^ potranno averse- 

ne i valori se non assoluti, almeno abbastanza approssimati , cal- 
colando il triangolo ACB nell’ipotesi assai vicina al vero di 
C=Q; oppure dopo averli calcolati dietro questo supposto, s\ 
applicherà a C il valore che ne proverrebl>e dalla formula tro- 
vata, e di nuoyo calcolato il triangolo si avranno G, D con taj 
precisione da non lasciar dubbio sopra il nuovo valore x che la 
formula darà allora per C. Tal diligenza potrà esser necessaria 
quando la distanza CO sia alquanto grande , nel qual caso i va- 
lori di CAO, CBO dovranno trarsi da quelli dei loro seni dati dal- 
le due formule trovate di sopra. 

855. Ecco alcuni Problemi per esercizio dei principianti . 

I. Trovare un angolo x la cui tangente sia iit la del suo seno. Ris. cosx=4 , 

oppure senx=i- . 

« 

II. Dividere un dato angolo a in due angoli x, a — x tali che i loro acni sieno 

ii , msetia 

nella ragion data di m : n. Ris. tangxxx . 

n-\-mcosa 

III. Data la differenza d di due angoli x, x-\-d e la ragione n : m dei loro se- 
pi , trovare gli angoli. Ris. tdngx= ■ 



nscnd 



m — ncosd 

IV . Date le ragioni n : 1 dei seni , m : i delle Ungenti di due angoli x, 5 , tro- 
vare gli angoli. Ris. taugx=\^( — ^ — \ — - Y '(— — - — )= .... 



— tanex. 

m 



V. Un vascello si avanzò di 50 miglia verso Levante, edif 16ver»o Tramon- 
tana. Si cerca la posizione e la lunghezza del viaggio O della linea retta per cui ha 
camminalo. Ris. U vascello è andato per una retta che (a un angolo di 23” 19' 3", 7 
con la direzione di tramonlana , ed ha di lunghezza migli* 120,32. 

VI. Dalla sommità di Mo/Ueluca., Castello diritto della Toscana nella Provincia 
del Chianti , osservato con un teodolito l’ angolo fra il Campanile del Duòmo di 
Siena e il Mastio di V otterrà, lu trovato di 39” 8' 9" ,7. Operazioni trigonometri- 
che precedenti avevano dato per la distanza g" di Monteluco al Campanile del 
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Duomi) di Siena tese 10382,974 , per la distanza g' di Monlcluco al Mastio di Volr 
tetra tese 26875,000. Determinare la distanza g ira il Mastio di Volterra e il Cam- 
panile diSiena. Ris. Si troverà (842)X=l!f 0 V 25" 3, * («'+a")=70“ 25' 55", 
45,- 4<«z' — o")= 5t° 44’ 4", 62, e di «pii <z’= <2t° 39' 59", 8; «"=<9“ 4 4 * 50 ,r , 
5, e in line g— tese 19929,72. 

VII. Dalla vetta dell’ Alpe detto di Pratomagno, monte di Toscana che di- 
vide la provincia del Casentino dal F aitiamo superiore, furono osservati gli an- 
goli p= 8° 42' 0", 0 fra Montelnca e il Campanile del Duomo di Siena , e — 
31“ 38' 26", 7 fra il Campanile di Siena e il Mastio (li Volterra. Ammessi i dati e 
risultainenti del problema precedente , determinar le distanze della stazione di Pra- 
tomagno al Duomo di Siena e al Mastio di Volterra. Ris. Si troverà (848.V*) 

28° 57' 45", 7,- o>=f60° 9' 6", 2 ; ^=37° 50' 27", 3; e quindi per la prima delle 
duedistanze richieste tese 23306, 35jper 1’ altra tese 35580,80. 

Vili. Dalla sommità del Monte della Faltcrona, prossimamente alte sorgenti 
dell’Arno fu osservato l’angolo della stazione di Pratomagno con la Torre del Par 
lazzo vecchio di Firenze,che risultò di 62° 38’ 38", 5 In seguilo dalla Torre di 
Palazzo vecchio, fuori del centro e ad una distanza dal medesimo di tese r=t,303 
fu osservato l’angolo 0=40° 5’ 40", 0 fra le due stazioni di Faltcrona 
alta sinistra e di Pratomagno alla destra f la prima delle quali faceva co] centro un 
angolo _y=< 50° 29' 50' ', Sapendosi che la distanza delle due stazioni fra loro è di 
tese 12631,68, ridurre al centro del segnale l’osservazione fatta in Firenze. Ris. La 
data distanza delle due stazioni e i due angoli osservati daranno prossimamente 
(854) logG^zi, 2817187, log.D=4,24f0374. Introdotti dunque nella nota formula 
(ivi) questi valori, e quelli di logsenje=.9, 6923760, logscn(()+y)= 9,2643653, 
fog) =0,1149444, logsenl"= 4,6855749, e avvertendo che l’angolo O+J'^480" 

rende negativo il termine (^92), troveremo C=40 a 5'30",25. 

IX. Nell’ eccellente Circolo ripetitore posseduto da questo Osservatorio dell* 
Scuole Pie di Firenze, la graduazione procede di 5' in 5' ; ed il nonio abbraccia un 

ai-co fl=6°t0'; se non chele sue divisioni in luogo di essere una di meno (852), 
sono anzi una di più di quelle dell’arco del circolo , e l’indice è sulla destra in- 
vece che sulla sinistra. Si domanda 1°. qual sia la forza di questo nonio; 2". co- 
me dovrà leggersi , supposto che l’ indice cada fra i 55° e 35' e i 55° e 40' , e In 
coincidenza abbia luogo sulla 3*. divisione del nonio dopo quella segnata di num° .2. 

Ris. t*. Avremo primieramente «=74 , e per la forza del nonio ^ ^=4",- 

2*. si leggerà 55° 37' <2". 

X. In un triangolo suo noti i lati §', g" e l’angolo compreso a; se oc cere» 
la superficie s. Ris. s=jg'g" sensi. 
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TRIGONOMETRIA SFERICA 
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Nozioni preliminari relative alle proprietà geometriche 
dei Triangoli sferici 

856. La Trigonometria sferica risolve i triangoli, clic sulla superficie della sfera 
Vengon (ormati dall’intersezione di Ire archi di circoli massimi. Come i principi 
da cui si parte sono specialmente fondali sulle proprietà geometriche di questi 
triangoli , cominr.eremo dal fare una breve esposizione delle medesime , avendo 
noi a bella posta differito a parlarne fin qui (75f), perchè quel tanto d’ essenzia- 
le che conveniva dirne, più d’ appresso si trovasse al traUalo di quella scienza, cho 
non solo immediatamente , ma unicamente ne scaturisce. I Giovani, che non fosse- 
ro in grado di proseguire il corso oltre il primo anno del loro studio, non dovranno 
lasciar di percorrere anche questo piccol trattato , benché impresso in carattere mi- 
nore j senza di che privi rimarrebbero di cognizioni, le quali mentre da un iato ser- 
vono di compimento alla Geometria, sono dall’altro indispensabili per la piena e 
chiara intelligenza dell’alta Geodesia, e dei principi più ovvj della Sfera armiila- 
re, della Geografìa e della Astronomia. Prevengo intanto che se talvolta nominerò 
circoli o archi senz’altro aggiunto, intenderò sempre parlare di circoli massimi o 
d* archi del medesimi , i soli contemplati nella Trigonometria. 

857. Poiché tutti i circoli massimi hanno per centro comune il centro mede- 
simo della sfera (751), è chiaro i°. che tulli i loro piani debbono reciprocamente 
intersecarsi ; 2°. che la loro intersezione deve essere sempre un diametro j 3°. che 
all* estremità di questo diametro debbono sulla superficie della sfera intersecarsi le 

loro circonferenze. Quindi 4°. se due archi APzi, AMa si sono intersecati nel pun- F.125 
lo A, non s* intersecheranno di bel nuovo che nel punto a diametralmente opposto, 
a 180° di distanza da A. Perciò 5°. due soli archi non possono in verun modo chiu- 
dere una porzione di superfioie della sfera se ciascuno non sia di 1 80°, nel qual 
caso la superficie compresa prende il nome di fuso ; onde 6°. so i due archi sieno 
minori di 180°, vi vorrà il concorso di un terzo arco per chiudere una qualche par- 
te della superficie della sfera, con che verrà a formarsi il triangolo sferico, cia- 
scun dei cui lati dovrà esser perciò minore di 180°. L’altro triangolo , che la ri- 
manente porzione della circonferenza dei circolo a cui appartiene il terzo arco, fa- 
rebbe col primi due, e che avrebbe perciò un lato maggioro di 480 a , ma l’angolo 
opposto rientrante , generalmente non si considera ; e noi non ei occuperemo cho 
del primo. 

858. Come infiniti sono i circoli massimi ohe possono aver comune uno stesso 
diametro della sfera , cosi infinite saranno le circonferenze che potranno tra loro 
Intersecarsi in due punti diametralmente opposti della sua superficie, ove tutte sita-» 

r. //. 4 
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alieranno in due parti eguali. All'incontro per due punti non diametralmente oppo- 
sti può bensì farsi passare un' infinità d'archi di circoli minori , come c ev idente; 
non visi potrà però far passare che un solo arco di circolo massimo; diversamente si 
avrebbe una porzione di superficie chiusa fra due archi ciascuno miuore di 480% il 
che si è veduto impossibile. Quest'arco poi non solo sarà uuico nella sua specie p 
ma di più, poiché ha per raggio il raggio della sfera, perciò , siccome a suo luogo ab- 
biane mostrato (823), sarà men lungo di tutti gli archi di circoli minori che poireb- 
ber farsi passare pei medesimi punti , e che lutti hanno un raggio minore. Quin- 
di V arco di circolo massimo die congiunse due punti sulla superfìcie della s f e- 
ra, misurala distanza dall ' uno all* altro sulla superfìcie medesima. 

859. .Si formi ora l’angolo sferico EBG con l'incontro in B dei due archi 
BG, e se ne voglia la misura. E chiaro che la maggiore o minore ampiezza di que- 
st' angolo dipenderà dalla maggiore o minore inclinazione dei piaui dei due circo- 
li , cui appartengon gli archi dai quali è formato : quindi potrà valutarsi nel modo 
medesimo col quale si è veduto dover valutarsi quell'inclinazione (704). Prese 
frattanto sopra di questi archi, o sopra i loro prolungamenti se occorrale porzioni 
BA, BC eguali ciascuna a 90°, e condotti i raggi BD, AD, CD, sarauuo retti gli an- 
goli ADB,CDB, cioè ambedue i raggi AD, CD saranno normali in un medesimo 
quinto D ai raggio BD, comune iutersezione dei piani. Dunque il loro angolo ADC 
misurerà l'inclinazione di questi piani (iVì), e perciò l'angolo sferico EBG. Ma l'an- 
golo ADC è misurato dall' arco AC (565), dunque la misura di un angolo sfe- 
rico EBG sarà l* arco di circolo AC compreso Jra i suoi lati a 90° dal vertice . 

860. Perciò 4°. ogni angolo sièrico, e molto più la differenza di due, è <^8U°; 
2°. un arco che cada sopra un altro forma due angoli la cui somma è 480"; 3°. 
prolungato quest'arco, gli angoli opposti sono eguali , e la somma degli ango- 
li sferici in torno ad uu punto è 360°. 

864. Di lutti gli infiniti diametri che attraversando il centro della sfera altra* 
versano dunque altresì il piano di qualunque circolo massimo, quello che sorge nor- 
malmente su questo piano si chiama asse del circolo, e le sue estremità se ue di- 
cono i poti. E poiché uno stesso diametro non può esser normale nel tempo stesso 
ai piani di due circoli massimi, i quali dovendo fra loro intersecarsi (857.4°) non 
possono esser mai paralleli, così ogni circolo massimo ha poli ed asse suoi prò-* 
pi j , come ogni diametro c asse di un determinato e distinto circolo massimo. 

862. Abbiasi frattanto il circolo AMaEA e P p ne sia l'asse, e quindi P, p no 
sieno i poli. Se dal polo P si conduca ad un punto qualunque A del circolo l' arco 
PA, questo misurerà l' angolo retto ACP; perciò! 0 , tutti gli ardii che dui poli di 
un circolo scendono sulla di lui circonferenza sondi 90°. Inoltre il piano del cir- 
colo dell'arco AP passando per P e per C,si stende necessariamente lungo il dia- 
metro o asse P p normale al circolo dato , al cui piauo è dunque esso pure norma- 
le (703). Sarà quindi retto P angolo sferico PAM (859); perciò 2°. tutti gli archi 



Digitized by Google 




F.I2» 



Si 

che scendono dal polo di un circolo son normali alla di lui circonferenza. Al- 
l’opposto se l’arco AA' sia normale all’arco AM, il suo piano clic deve passare 
necessariamente per C conterrà l’ asse P p ; laonde 1’ arco normale AA' prolungato 
dovrà passare per P ; dunque 3". se un arco sia normale ad un altro , prolunga- 
to quant’ occorra incontrerà il polo di quello , il die visibilmente accaderà a 90“ 
di distanza dal punto della comune intersezione dei due archi. Perciò 4". se due cir- 
conferenze son fra loro normali, i poli dell' iuta si troveranno sull’ altra a 90" 
dalla loro interseuone; 5°. se du/f archi sieno normali ad un terzo dovranno 
incrociarsi al di lui polo. Infatti questo deve trovarsi nel prolungamento dell’ uno 
e dell’ altro arco , e perciò nella loro comune intersezione. Infìue 6 ". se da uno j 27 
stesso punto A scendano gli archi AB, AD ambedue di 90°, A sarà polo del 
circolo che passa per B, D. Infatti immaginali nella sfera tre raggi AC, BC, DC, 
che dal centro C vadano ai tre punti A, B, D, i due CB, CD faranno angolo retto 
col terzo AC, che essendo perciò normale al piano ilei circolo che passa per B, D 
(705), ne sarà dunque l’asse, e l’estremità A uc sarà il polo. 

.Supposti perciò di 90° i due Iati AB, AD dell’angolo sferico BAD, A sa- 
rà dunque il polo dell’ arco BD, e ciascuno dei due lati sarà normale a BD, ed a- 
vrà il suo polo sul prolungamento di quest’arco, l’uno in E a 90° da B , l'altro 
in F a 90° da D (862.3"), e in conseguenza a una distanza fra loro F F — Olì Ma 
BD misura l’ angolo BAD, dunque l’ angolo sferico è altresì misurato dall’ arco 
interposto fra i poli dei suoi lati. 

863. Sia adesso il triangolo sferico qualunque BAD. Condotti dal centro C 
della sfera i raggi CA, CD, CB ai tre vertici , verremo a formare in C un angolo 
solido a tre faccie, i cui tre angoli piani avranno respetti vamentc per misura i lati 
AD,AB,BD del triangolo dato. Come frattanto niuno di questi tre angoli piani può 
superare o eguagliar la somma degli altri due (717), nè La somma dei tre pnògiungeru 
a quattro retti (7t8), altrettanto dunque avrà luogo rapporto ai lati del triangolo che 
gli misurano; e perciò 1 ". in ogni triangolo sferico ciascun lato è sempre mino- 
re della somma degli altri due; 2°. la somma dei tre lati e minore di 360". 

861 .Abbiasi in ultimo il triangolo qualunque ACB, dai cui vertici comcpoli si 4 >g 
descrivano e quindi si prolunghino fino all’ incontro scambievole gli archi FE,ED,DF. 

Poiché A,C sono a 90“ dal punto F, sarà F il polo di AC, come D, E lo saranno 
di CB, BA (862.6°) : perciò prolungati in G, H ed in M, K i lati di ACB fino al- 
l’ incontro di DEF, sarà DH=FG=90" (862.1“),e DII+FG=DF-|-GH=1 80°, on- 
de DF sarà il supplemento di C=GH (859), come FE, ED lo saranno di A, B. Del 
pari, poiché AK=BM=90“, sarà AK-4-BM-=MK-t-AB-==t80", onde MK=E sarà 
supplemento di AB , come D, F saranno supplementi di CB, AC. 

865. Questa singoiar proprietà del triangolo DEF di aver cioè i lati e gli angoli 
respetlivamente supplenti iti degli augoli e lati del dato triangolo ABC, gli Ita acqui- 
stato il nuutediP’ta/igofo supplerncntario o polare. Frattanto poiché Aa=180" EF, 
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F. <28 B=180°-ED, C=I80°-DF, sarà Ah-B-^C= 540°-(EF-+-ED4-DF). MaEF-f-ED-H 
|)F è ^ 360° (864. 2°), dunque A-+-B-f-C sarà ^<80°, cioè la somma dei tre an- 
goli di un triangolo sferico e sempre maggiore di <80°. E poiché ciascuno di essi 
è <<80° (860. i Q ), perciò la somma sarà sempre contenuta fra <80° e 540°. Non 
può dunque nel triangolo sferico, come nel rettilineo, dedursi il valore del terzo 
angolo dalla somma degli altri due; e possono i tre angoli essere acuti, [retti e ottusi: 
Ben è vero che la somma di due è sempre ^90° se l’altro sia eguale a 9Q°,o ^90®. 

866. Si avrà pure A-+-B— C=<80° — (EF-4-ED— DF) ; » poiché EF-f-DD^ 
DF (863.1°), e perciò EF-f-ED— DF>0, sarà dunque A-f-B— 80°, cioè in ogni, 
triangolo sferico la differenza fra un angolo e la somma degli altri due e sempre 
<^<80°. Quindi l Q . se il triangolo è rettangolo in C avremo A-t-B<27l)°; ma co- 
me abbiamo veduto (865) deve aversi A-4-B>90°, dunque tu ogni triangolo sfe- 
rico rettangolo la somma dei due augoli obliqui è sempre ^>90° e <^270° ; 2°. 
se il triangolo è rettangolo in B ( avremo A— C<90“; e perciò in ogni tiiangolq 
sferico rettangolo , ladifferenza dei due angoli obliqui è <^9l)°. 

<29 867. Infine prolungati a 180“ in A i lati DB,DC (857.4°) del triangolo BCD, e 

parimente fino a 180° in E i lati BC,BDj e fino a 180° inF gli archi CA, CE, avremp 
HBA=BAE, DCA— CAF„ BCE=CEF, e quindi tolte le parli comuni sarà BD^; 
AE, CD=AF, BC=FE, cioè il triangolo BCD sarà eguale al triangolo AFE, e per- 
ciò il fuso CAFEC=CAE4-CBD. Dunque i tre fusi DBACD, BCEDB, CAFEC pre- 
si insieme saranno eguali alla superficie 2r*ir(764) dell’ emisfero DBAED più du£ 
volte il triangolo BCD. Or poiché supposti q', a", a'" gli archi clic misurano gli 
angoli A, B, C (859), s la superficie della sfera, s’, s", s'" quella dei tre fusi, devo 

a*s 4 aV*7r 

aversi s : s 1 ::2nr : a 1 e quindi s*~ 2a!r, fconte nel modo stesso $ fl 

4 2nr 2nr 

=2 a"r, s ì,, =2a\ l, r; dunque 2r(ll , -+-a• , -Hl• ,, )-— 2BCD=2r*7r, e BCD =r(a'-f- 
— rrr) superficie del triangolo ; perciò la superficie d y un triangolo sfe- 
rico corrisponde al rettangolo del raggio nella somma dei tre archi che misu- 
rano i tre angoli diminuita d* una mezza circonferenza. 

Risoluzione dei Diangoli sferici 



^30 868. Abbiasi il triangolo sferico GFH. .Se dal vertice Fai conduca sul lato op- 

posto GH l’arco normale FD, e dal centro E della sfera i raggi EF, ED, EH, in-* 
oltre daF sul raggio DE la perpendicolare FK, e lungo questa normalmente al raggio 
EH il piano triangolare FAK, saranno FA ed AK ambedue normali ad EH (693), 
e perciò il loro angolo FAK misurerà 1* inclinazione dei due settori circolari HKF, 
DEH (701), ed equivarrà in conseguenza all’angolo sferico GHF (859) che denomi- 
neremo con H. Inoltre saranno (779) FK = *e«FD, FA =jewHF$ e poiché il triaru 
gplo FAK rettangolo in K dà (838) FA;FK::f :$e«FAK, quindi per il triangola 
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sferico rettangolo FDH sussisterà sempre la proporiione senHF : senFD :: 1 : leriH. Fig.l 30 
Dunque egualmente per l’altro triangolo parimente rettangolo FDG dovrà sus- 
sistere l’altra proporiione senFG ! senFD :: 4 : senG j e poiché queste due danno 
la teria seuHF : senFG :: senG : lenii; perciò in ogni triangolo sferico i seni 
dei lati stanno fra loro come i seni degli angoli opposti. 

869. Se dunque come nella trigonometria rettilinea si chiamino g, g', g" i 
tre lati, a, a', a" i respettivi angoli opposti , avremo 

1.* sengsena'=:seng' sena ; sengsena"=zseng''sena; seng' sena" s=seng" sena' 
e ciascuna di queste tre formule scioglierà il problema nel caso che dati due lati 
ed uno degli angoli opposti si cerchi l'altro angolo opposto, o dati due angoli e 
nn lato opposto si cerchi l’altro lato opposto. 

870. Ripreso il triangolo GFH, e condotte GA, GB tangenti nel punto co- <31 
nume G l’una all’arco GF, l'altra all’arco GH, ti prolunghino fino al respettivo 
incontro con le medesime in A e in B i raggi EF, EH. Le due tangenti trovandosi 

l’una nel piano del settore circolare GEF, l’altra in quello del settore circolare GEH, 
ed essendo ambedue normali al raggio GE (538), comune intersexione dei due set- 
tori, faranno fra loro un angolo AGB corrispondente all’inclinazione dei piani dei 
due settori (70t), e quindi all'angolo sferico HGF (859). Frattanto i triangoli pia- 
ni AGB, AEB col lato comune AB daranno (843) AB’=AG’-1-BG’ — 2AGX * 

BGoosAGB=AE*-4-BE’ — 2 AExBEcojFEH. Ora in forza della fatta costruzione 



AG=tongGF , BG=tangGH, AE=seeGF, BE=secGH, e si ha di più a»g.FEH= 
orc.FH. Se dunque si ponga AGB=FGH=a, FII=g,GF_=g', GII erg 1 ', e s’introduca- 
no i valori dei quadrati delle secanti (784. 2. *) troveremo tangg’ tangg"cosa=: — 4-4- 
seng' seng" cosa eos g 



tecg'secg cosg, ossia 



-4 4- 



-, e quindi 



cosg'cosg cusgcos g" 

II. * cosaseng' seng' '=ccosg — cosg'cosg 1 1 
formula che il triangolo supplemenlario (865) cangia nella 

III. * cosgsena'sena"a=cosa-+-cosa'cosa". 

Con queste si risolve il problema quando o dati i tre iati si cerchi un angolo, 
o dati i tre angoli si cerchi un lato, o dati un angolo e due qualunque dei Iati, 
oppure due angoli e nno qualunque dei Iati, si cerchi nell’un caso il terzo lato , 
nell’altro il terzo angolo. Da queste si apprende pure che se due triangoli sfe- 
rici abbiano tutti i lati respetlivamente eguali avranno eguali anche gli an- 
goli, e reciprocamente ; onde nell’uno e nell’altro caso saranno eguali. 

874 . Se nella II.* si poneg", a", per g, a e viceversa, avremo cosa" seng'sengcza 
cosg" — cosg'cosg, e posti nella II.* il valore di cosg" preso da questa, e di seng''= 

sengsena" -.sena (869), troveremo colasena"c= — (1-— cos'g') — cosg 'cosa ".cioè 

seng 1 

IV.‘ cotasena"=cotgseng' — cosg 1 cosa" 

formula che risolve il triangolo nei casi che dati due lati ed uno degli angoli oppo- 
sti si cerchi l’angolo compreso, o dati due lati e l’angolo compreso si cerchi uno 

T. IL 4* 
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degli angoli opposti, o dato un lato e gli angoli adiacenti ti cerchi uno degli altri 
due lati, o dato infine un lato, l’angolo oppotlo ed uno degli angoli adiacenti, ai 
cerchi il lato opposto all’altro angolo adiacente. Mostra in oltre che due trian- 
goli sferici sono eguali, se abbiano respettivamente due lati e l’angolo com- 
preso eguale, o eguali un lato e gli angoli adiacenti. 

872. Con queste quattro formule, date tre qualunque delle sei quantità a, a', a", 
g,g',g", posson dunque sempre trovarsi le altre tre, e il problema trigonometrico re- 
lativo a qual si voglia triangolo sferico è pienamente risoluto. Ma le ultime tre posson 
ridursi nei diversi casi i n forma più comoda per il calcolo logaritmico, operando presso 
a poco nel modo che per lo stesso oggetto si tenne nella Trigonometria rettilinea (844). 

Vogliasi dalla li.* il valore dell’angolo a. Avremo 

( 1 -+cosa)scng , seng l ' = (797. 88.*) 2 cos’faseng'seng l ’ = cosg — (cosg'cosg " — 

seng'seng")ctcosg—cos(g'- t-g")=(7 96. 82.*) 2 seni (S+S'-H") sen i fe'-f-g' g), 

, , ■ senqsenfq — g) 

ossia, fatto g+g‘+g’==2q , 1 cos ja=zy ove non ha luogo il 

doppio segno, perchè fa è tempre ■<50'’ (860. l.°), e cosfa non può dunque esser 

negativo. Di qui pure (1— cos’‘ia)senglseng , '=csen'faseng'seng"=seng l sengl> 

senqsenfq— g)=(795.79.*)*coa(g'— g")— *cos(g4-g'')— j coxg-H coa(2q— g)== 
{eos(g'-g")—^cosg=z f 796. 82.» ) sen*(g+g'— g")senf (g— g'-+-gi')= 

•enfq— S')sen(q— g 11 ); d'onde 2.'senfa=.y S . e "^~ S ?- Dividendo in- 

seng'seng” 

fine la 2.* per la 1.*, avremo 3.* tangfa= — S)^ en (.9—8 ) f orma ] a c }, e 

senqsenfq— g) 

danno gli angoli quando si hanno i tre lati. 

873. Fatto a-H» , -Hi , '=:2m, il triangolo snpplementario (865) cangia nelle se- 
guenti le tre formule precedenti: 1.* senfg=y- _ cosmcos { m ~ a ) , j , e0J jg_ 



cos(m—a r )cos(m — a") 



« 3 -* tan 8Ì8=V' 



sena sena 1 
cosmcos(m- — a) 



77 -, ove è da av- 



sena'sena" ' r cos( k m—a')cos(m—a ,, y 

vertirsi che il segno negativo non rende immaginario il radicale , perchè m è 
sempre ^90° e <270® (865), e in conseguenza cosm è sempre negativo; e 

d’altronde essendo m — a= - , ed avendosi (866) a'-Hd' — o<480°, 

cos(m—~a) 9 come pure cos(m — a 1 ) e co$(m— a' 1 ) son sempre positivi. Queste 
formule danno dunque il valore del Iato qualunque g f quando si conoscono i 
i tre angoli ; del resto si sarebbero egualmente ottenute operando sulla III." nel 
modo che abbiamo fatto sulla II.* (872). 

874. Vogliasi parimente dalla II.* il valor del Iato g opposto all’angolo a. 

Fatto tangg"cosa=tang<f , verrà cosg=cosg , \seng'tangf+cosg l )=-^-X .... 

cosy 

(seng , scntp-+-cosg'cosif)i= (788. 39.*)^— ^-coi(g’c/ 5 o). 

COSf 
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875. Dalla (tessa vogliasi g' ■ La formula precedente darà cos(g' a if)= 
c osgcosf : cosg 

876. Vogliasi dalla Hl.’aoppurea'. Fatto tanga"cosg=cotf, troveremo per il 
i ."caso cosa=cosa’’ sen(a' — p) : senf, d’onde per il 2.° sen(a' — f)—senfcosa : cota". 

877. Nel modo stesso, fatto tanggcosa" ^tangy, avremo dalla IV. ‘ cotaz=z 
cota"sen(g' — f) : scny per l’angolo a, e sen(g’ — f)=tanga’’ colasentf per il lato g' . 
E fatto tangacosg' c=cotf, avremo cotg=^cotg’ cos{a" ir. y) : cosf per il lato g, e 
cos(a ,r yif)z=tangg'cotgcotf per l’angolo a". 

Avuta col messo o di queste, o delle formale precedenti la quantità cercalo, 
la I.* (869) farà sempre conoscere le altre due. 

878. Scendiamo adesso a dei casi più particolari, e sia in primo luogo g~g'. 
La IL* (87 0) darà cosaseng'seng"=cosg'{ l—cosg")= (797 . 89.*) 2cojg'jen’ J g" ; 
e poiché (79t. 46.") seng"=z2sen ìg”cos }g' , avremo per l’angolo opposto a g, uno 
dei lati eguali, cosa=cotg'langig" . Equi potrà osservarsi che cangiando a in a', il 
secondo membro non varia (840), il che dà cosa'=cosa, ed a'=« ; perciò nel 
triangolo sferico isoscele , come nel rettilineo, gli angoli opposti ai lati eguali 
sono eguali. 

879. Sia g l =g 11 . Avremo dalla IL* (870) cosg^ccos’g'-ì-sen'g’cosa e quindi 
i — cosg=sen’g\{ — cosa), d’onde (797,89.") se n\g=seng' sen\ a,e per l’angolo 
compreso fra i lati eguali sen$a-=csen$g : seng' . 

880. Sia in secondo luogo az=a)\ la III.* darà cosgsena' sena u =cosa\t-\- 
cosa”)= (7 97. 88 *) 2coj<j l eoj , ja" j d’onde, operando come sopra, otterremo per 
il lato opposto ad a, uno degli angoli eguali , cosg=cota’cotia". E qui pure si no- 
terà che cangiato g in gl, si avrebbe egualmente cosg’=cota'cot ^a"=ccosg, dun- 
que g’—g ; e perciò se un triangolo sferico abbia due angoli eguali, avrà eguali 
anche i lati opposti, e sarà isoscele. Di qui si ha pure che in ogni triangolo 
sferico ad angoli maggiori sono opposti lati maggiori e viceversa. Infatti se nel 
triangolo ABC abbiasi l’angolo A^>B, condotto l’arco AD in modo che sia BAD=B, 
il nuovo triangolo ADB sarà isoscele ed avremo BD=AD, d’onde BE=AD-t-DE. 
Ma si ha AD~t-DE^>AC, dunque BE^>AE. 

881. Sia a'r—a" ; la III.’ (870) darà cosgsen’a’—cosa-i-cos'a'; d’onde l-l-co»<i= 
ren’a'(t-t-eoig), ovvero (797.88.*) c os{ a=sena'cos^g , e quindi per la base 
del triangolo isoscele cosjg—cosi a : sena’. 

882. Sia infine g=g'c=g" j il valor già trovato di cosa (878) si cangerà in 

cosaz=zcotgtang\g-={7 97 . 92 .*) . a=a'=a", quello di 

v t+cosg t+cosg’ ’ n 

cosg (880) si cangerà in cosg=ccotacotja=(797. 93.*) — <aiena _ , cosa - 

\ — cosa i—cosa 

lori fche spettando manifestamente a ciascuno dei tre angoli nel primo caso, ed 
a ciascuno dei tre Iati nel secondo, mostrano in oltre che ogni triangolo sferico 
equilatero c ancora equiangolo , e reciprocamente, 

t . il 4* 



\ 



Fig.427 
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883. Talvolta Don >on dati che an lato e l’angolo opposto, e in luogo di un altro 
lato o di un altr'augolo non ai ha che la somma o la differenza degli altri due 
angoli, o degli altri due lati. 11 triangolo non è men risolubile in questi due casi. 
Infatti se nel valor di sen ' (a-ha')=zsenjacos J a'+sen J a'cor ’ a si pongano i 
valori già trovati (872) di serica, cos\a, e quelli di seri' a', cosja' che si hanno 
dai due precedenti, cangiando a in a 1 , g in g', e g 1 in g, troveremo dopo facili 

1 „ ,s tttgsen(g—g") 



riduzioni *en J(<s-f-a')=| sen{q — g')+sen(<jr — g) J -J/! 

con, 

•futr’ cfntr 1 ! 1 ~ 



■Or 



seng'seng 



sengseng 1 



cd inoltre sen(q— g')-i-sen(q—g)=. (796. 80.*) 2senj(2q— g_g')coiJ(g— g')= 



sene,' 

2re«^g"coij(g — g')=(79t.46.*) ; — -cosj(g — g'). Sostituendo dunque avremo 



cot jg 

COSjU n 

scn J (a-\-a')= — co*j(g — g'). In un modo affatto simile potranno aversi 

COS Tjg 

analoghi valori per seri J (a — a'), co* j(a-(-u'), cos\(a — al); con che porremo 
insieme il seguente sistema di formule dovute al celebre Gauss: 
senj(a+a , )cos$g' , =zcos! ! a"cos\(g—g‘y, cos$(a+a')eoijg"=senla"eoi\(g-+-g') 
scriba— a')sen^g"=u:osla"sen‘(g—g');cosi(a—a‘)sen{g ,, =ien I I a l 'sen±(g-i-g') 
le quali opportunamente combinate risolvono il problema nei casi proposti. 

Così se si abbiano a 1 ', g 11 e la differenza g — g', la 1.* e 3.* daranno i va- 
lori di y (a+a 1 ), | (a — a'), che sommati e sottratti faranno conoscere a ed a 1 . 

884. Se le formule precedenti si dividano l’una per l’altra, si perverrà alle 
seguenti proporzioni conosciute col nome d’analogie di Nepero. 

tang\{a—a') : cotfa" :: sen{(g—g') : sen’ r (g+g') 
tangf (a-+-a r ) : cot fa" :: corife— g’) : cosi (g+g 1 ) 
tan gi(g— g‘) : tang\g" *enf(a— a 1 ) : sen{ (a+a 1 ) 
tangi(g-i-g') : tangig" :: co*}(a— a') : cos}(a-ha') 
che risolvono con molta facilità il triangolo nei casi già contemplati anche so- 
pra (87 1 ), che ai abbiano cioè due lati e l’angolo compreso, o un lato e i due 
angoli adiacenti. » 

885. Fin qui il triangolo sferico si è cpnsiderato obliquangolo o qualunque. 
Se è rettangolo le formule divengono molto più semplici. Infaui supposto a l’an- 
golo retto , e cangiata in h la denominazione g del lato opposto , avremo 

dalla I.» seng’=:senhsena' dalla III.» coshs=cota' cola" 

oppure seng"z=senhsena" dalla IV.* tangg'ssztanghcosa" 

dalla II.* coshz^cosglcosgl 1 oppure tangg"z=tanghcosa' 

la quale ultima equazione nasce dalla precedente permutandovi g' ed a 1 ' in e" 
ed a> (840). 

Infine ae nella III.* e IV.* si cangi a" in a, a in a" e per conseguenza 
g in g" supposto sempre a=90”, troveremo 
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Cósu" cecosg" sena' 



*7 



oppure cosa =cosg sena 
tangg' ’ —tango" seng’ t awgg ' —tarigli' seng" 

Con queste dieci formule , date due «oliatilo delle cinque quantità k, g', g", 
a ", si avrà qualunque delle altre tre. 

886. Qui pure se i seni e i coseni degli angoli e, lati cercati sieno molto gran- 
di , e si esiga un estremo rigore , converrà ricorrere alle solite trasformazioni 
(847). La formula seng'^sssen/isena' dando 1 : senti :: sena' : seng ', avremo t -t-ze«A: 

, . - , 4-+-se/iA sena'-t-seng' 

4 — sena:: sena -\-seng : sena — sene ; d onde 3= - ossia 

\ — senti sena — seng ' 

(799.101*, e798.94*)tang(4. r >' , -hrh)=^y / (tang! l (a'-+-g'): tangj(a' — g')). Si avrà 
pure 1 : seria 1 :t senti : seng' , e di qui nel modo clic sopra t<i;ig(45 0 -4~ J a')— ir . * . 
j/(tang | (h-4-g 1 ) : tang j (A — g')), formule che danno h ed a'. Volendo g' , potremo 
con h ed a' aver g" da hingg" — tari gite osa' (885), e quindi g 1 da coshz=cosg'cnsg" . 

887. Similmente la formula cosh— cosg 1 cosg ' dà 1 : cosg' :: cosg" : costi, edi 

qui ttfffgl s, C L , * g . '' - ± -- /‘ , ovvero (799.104*, e 798.97*) col jg'srj/cot i (A-f- 
4— cosg' cosg"— costi 

d’onde g' . Permutando g 1 in # ,r e g" in g' f si avrà pure g". Vo- 
lendo h , porremo cosg' cosg" =tatig 9 f, ed avremo <-4-co*A=i -4-tang a y, ossia 

(797.88*, e 784.2*) 2 cos^h=zsec'f ; d’onde cos^hzzz (787.29*) — 

888. La formula cosh^zcota' cotd" cangiata in cota" =tanga'cosh dà I :cosh:i 

I it . i-\-cosh tango! -\-cota" i+tanga 1 tanta 1 1 

tango! : cota ! ", ed = — ■ — -- = = (800. i 1 2>) 

4 — costi tango'— •cola” 4 — tango' tanca 1 



cos(a' ca a") 



* = d’onde co/jA=|/ — 



cos(a' fra' 1 ) 



ove il radicale 



cos(a! -\-a u ) 27 1 v cos(d-\-ct ') * 

non è immaginario perchè con a=90° deve sempre aversi (866) a , c/:a"^90 o i 
*'+a">9V> e <270°, e quindi cos(a*v? a 1 ') positivo, e co#(a , -+-a 11 ) negativo 
(793.3°). 

889. Iniìne da tangg' ^tangheosa" traendosi 4 ! cosa" : : tangh : tangg' , si con- 
cluderà come nel caso precedente tang\a"s=V / * — formula che darà 

r t>s r 

a", c cangiati al solito a" e g 1 in <*’, e g", avremo anche a'. Del resto le più di 
queste trasformate servono ancora a risolvere il triangolo rettangolo, qualora in luo- 
go delle due quantità date non si conoscano che la loro somma e la lor differenza. 

890. Auche la formula IV (869) dei triangoli obliquangoli , che quando si ab- 
biano i dati necessarj serve egualmente per i rettangoli , cade visibilmente tra quelle 
che esigono nei casi sopraddetti (886) una trasformazione. Facile è peraltro vedere 
Come l’ analogie di Nepcro (884) convenientemente scelte ed adoperate, supplisco- 
no da se medesime a questo bisogno. 

891. Non insisteremo sulle applicazioui numeriche di queste formule, basta»* 
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do per la cognizione e l’esercizio del calcolo , quelle che abbiamo già dale fiel* 
la Trigonometria rettilinea. Aggiungeremo bensì le due seguenti necessarissime av- 
vertente. In primo luogo che qualora, fatte nel secondo membro le opportune so- 
stituzioni dei dati valori , qualche funzione risulti negativa, c renda tutto intero il 
membro negativo , prima di passare al calcolo si cangerà l’ equazione di segno , e 
quindi col mezzo di una delle formule già date ("93.6”), si trasformerà in positiva 
la funzione incognita del primo membro, che la precedente mutazione di segno a- 

vrà resa negativa. Cosi se in cosg'= ; : si abbia /tari 27° 25' 20", §"=13° f7' 20", 

cosg" 

, , seti 37° 25' 20" 

sarà cosh= — sen 37° 25' 20 (792.54 e quindi eoig'=^— 17' 20" ' 



_ , sen 37° 25' 20" 

Faremo dunque -~<oi e = , e 

H 8 cos 13° 47' 20"’ 



poiché (793.6°) — cosg'i=cos(t80® 



scu 37° 25' 20 f » 

tir e , \ porremo infine co s( 4 8 0°t£fl r )s= ; Calcolando si trova . . . 

5/1 v J co5 43° W 20* 

cO5(480°±!^ , )=co 5 54° 24* 44" ,8. Sarà dunque 4 S0°±g'z=5 4 " 2 4 » 44" ,8, e quin- 
di g l =:ZÌ15\ 0 2l f 44' ,8^p480, cioè, escluso il risultamento negativo che visibil- 
mente non servirebbe , g r := 4 28° 38' 48 M ,2. Noi abbiamo già praticalo anche altro* 
ve (848 .V a ) questo stesso giro d’operazione. 

892. In secondo luogo si sa che ogni funzione trigonometrica, sia positiva, sia 
negativa, appartiene in comune a due archi differenti (793.8°) ; perciò qualunque 
volta un arco o un angolo venga dato mediante una sua qualunque funzione, il pro- 
blema avrà sempre due soluzioni. Siccome per altro nei triangoli sferici tanto t 
lati che gli angoli son sempre minori di 480° (857. 6°, 860),* perciò, qualora o gli 
uni o gli altri sieno dati per mezzo o del coseno o della tangente o della cotangen- 
te , una delle due soluzioni rimarrà necessariamente esclusa , attesoché dei due ar- 
chi o angoli a cui queste funzioni respetti vamentc appartengono, uno è minore di 
480°, l'altro maggiore, nè l’ultimo può in conseguenza aver parte nel triangolo. Non 
cosi relativamente ai seni ; poiché dei due archi o angoli che hanno in comune la 
stesso seno positivo, l’uno è supplemento dell’ altro , ed ambedue son minori di 
480°. Quindi è che da tutte le formule, le quali danno gli archi o angoli per mez- 
7,0 di seni , si ha sempre una doppia soluzione , o come suol dirsi una soluzione, 
dubbia . Spesso per altro il dubbio può esser tolto da una qualunque delle seguen- 
ti considerazioni. 

.a tì • • v , cosa-\-cosa' cosa!* 

893. 4 a . Poiché la III 0 . (870) da coig=> - — , e supposti acuti i 

sena sena n 

tre angoli n, a ' , a ”, il secondo membro e quindi anche il primo son positivi , per- 
ciò se tutti gli angoli di un triangolo sferico sono acuti y tutti i lati saranno mi- 
nori di 90°. 

2 a . Dalle analogie di Nepcro (884) abbiamo tang\(a-+-a')X c0S i(g’+'8 , ) z= * 
cot- s a"cos\(gV)g'). Or poiché nè \a n f nè ì(gwg') possono giungere a 90° 
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(860. 857. 6 °), il secondo membro e in conseguenza anche il primo, dorranno 
rianllar «empre politivi, e quindi |(a-4-a') ed K g+g 1 ) dovranno esser tempra 
della medesima specie, cioè o ambedue acuti o ambedue ottusi. D’altronde della 
stessa specie son pure j(a»a') ed }(S- ,5 S')> P'rchè ambedue minori di 90°; 
dunque in generale in ogni triangolo sferico la semisnmma e la semidifferenza 
degli angoli son sempre della stessa specie di quelle dei lati opposti. 

3. * Poiché con g=g' abbiamo (878) cosa—cotgtang\g" , e tangjg" è 
sempre positiva (857. 6 °), il segno di cosa seguirà dunque quello di cotg, e 
perciò nel triangolo sjerico isoscele gli angoli eguali sono della stessa specie 
dei lati opposti. 

4. a Per la stessa ragione, siccome con g=g'—g" abbiamo (882) cosasz 

co ‘K _ , f_i_ COS g ^ sempre positivo, perciò nel triangolo sferico equità- 
t-+-cosg 

tero gli angoli son della stessa specie dei lati ; onde se i lati sono di 90°, 
tutti gli angoli saranno retti. 

5. * Poiché nei triangoli rettangoli (885) tangg"x=tanga l 'seng', e seng’ é 
sempre positivo (793. 3.°), dunque tangg" e tango 1 ' dovranno in lutti i casi 
avere uno stesso segno, e g" ed a" esser quindi della medesima specie; per- 
ciò in ogni triangolo sferico rettangolo gli angoli obliqui son della stessa 
specie dei lati opposti. 

6. * Nella stessa formula, escluso il caso di g'=90°, ti ha tempre jeng< 1, 
* quindi (67. t. a )tanga n '^tangg" -, perciò se sia a ,l <90°, dovrà aversi a'^g", 
e l’inverso nel caso opposto; di qui in ogni triangolo sferico rettangolo cia- 
scuno degli angoli obliqui i maggiore se acuto, minore se ottuso del lato 
opposto. 

7. * Negli stessi triangoli avendosi (885) senhsena' =ueng' , ed essendo senapi, 
sarà seng'<.senh (67. l.°); e quindi se sia g'< 90°, avremo altresì g ’<A, men- 
tre te sia g : ^>90°, avremo g'Jph (793.4.“); perciò in ogni triangolo sferico 
rettangolo i cateti saranno minori o maggiori dell’ ipotenusa , secondo che 
saranno minori o maggiori di 90°. Di qui ai ha pure che l’arco normale i 
minore o maggiore di tutti gli archi che scendono da uno stesso punto, se- 
condo che è minore o maggiore di 90“. 

8. * Ialine avendosi negli stessi triangoli (888) cos(a’ ina 1 ')— — cos(a'-t-n' l )X 
cot’J A, e cos(a , -t-o |1 ) essendo sempre negativo (fai), il primo membro di que- 
st’ equatione sarà positivo, e quindi a , c/aa' l <90°; perciò in ogni triangolo ret- 
tangolo sferico la differenza degli angoli obliqui è sempre minore di 90". 
Passiamo ad altre considerazioni. 

894. Se i lati g, g', g' 1 siano piccoli in modo che le loro dimenaioni oltre 
la seconda sieno trascurabili, in tal caso potremo porre(806) seng—g, jeng'=g', 
seng"sg"j cosg-i—!jg',cosg’=s{ — \g", cosg"~i — }g M », e del pari tanggezg, ec. 
Introdotti questi cambiamenti nelle formule euperiori, queste nella maggior parte 
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li troveranno cangiate nelle loro corrispondenti già trovale nella trigonometria 
rettilinea! quindi le altime potranno sempre impunemente adoprarsi in luogo 
delle prime, qualora i lati abbiano la piccolezza dovuta. Per altro ancorché que- 
sta lunghezza sia alquanto maggiore, talché si esiga di tener conto anche delle 
terze e quarte potenze degli archi nell’ introdurre i valori dei seni e dei co- 
seni , potranno continuare ad adoprarsi le formule della trigonumetria rettili- 
nea, purché si diminuiscano gli angoli n seconda del Teorema di Legendre 
già da noi annunziato (850) e del quale diamo adesso la promessa dimostrazione. 

895. Poiché si ha in generale (870. li.*) cosaseng'seng ,l =cosg — cosg'cotg 1 ', 
e gli archi g , g ' , g' 1 si suppongono piccolissimi in proporzione del raggio, 
che si assume al solito per unità , in luogo dei loro seni e coseni potremo 
introdur nella formula i valori dei medesimi, dati per gli archi (806), li- 
mitati lino ai termini delln quarta dimensione. In tal caso fatte le opportune 



riduzioni, troveremo 4g'g"co*a(6 — g" — g"')=12(g' , -t-g"’— g*)-t-g* — g u — g lli — 
6g"g"' , equazione che moltiplicata nell’ uno e nell’ altro membro per 6-4- 
g'’+g ln , trascurati al solito i termini oltre la quarta dimensione, rende io- 

fine . Sia adesso 

Vff" 

A l'angolo opposto a g in un triangolo rettilineo, che abbia i iati g, g\ g n 
eguali in lunghezza a quelli del supposto triangolo sferico ; avremo (843) 
g”+g"-s» gH-g *+g l:4 2g’g'* 2g J g"’ — 2g n g'’ 

W ’ 24g'g» 



•(<— 



gs 

coi 1 A)— — -^-sen'A j onde introdotti questi valori nella precedente espressione. 



si avrà cosaxzcosA — \g , g ,, sen'A. Or poiché g^ 11 é una quantità piccolissima 
di second’ ordine in faccia ai raggio t, ne concluderemo che ancor più piccola 
sarà la differenza fra coi A e cosa, e quindi fra gli archi A, a : onde ponendo 
a=A-t-x e perciò cosaz=cos(A-i-x)z=cosAcosx — senAscnx, potremo supporre 
senx—x, cozzasi, e quindi cosazxcosA — xscnA, valore che confrontati con 
l’altro già trovato di sopra dà xzzig 1 giteti A. Ma g'senA è l’espressione della 
normale calata sul lato g" dal vertice dell’angolo opposto (846), dunque x è il 
terzo della superficie del triangolo rettilineo (632) j la quale se si chiami s, avre- 
mo a=sA+ f. Dunque anche a'=A'-\-i., e di qui a-(-a l -Hz ll =r 

A-{-A'-i-A r ‘-{-s=i80 o -\-s. Sarà dunque s l’eccesso della somma dei tre angoli 
del triangolo sferico sopra i due ietti : e resta dimostrato che tolto un terzo 
di quest’ eccesso da ciascuno dei detti tre angoli , si hanno gli angoli del 
triangolo rettilineo, i cui lati eguagliano in lunghezza quelli del dato trian- 
golo sferico. 
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CURVE 

Nozioni preliminari sull 1 uso dell' Algebra nella 
descrizione delle Curve 

896. Dal punto fisso A, considerato come punto d’origi- f.< 33 
nc, parta la retta indefinita AX, sulla quale sieno prese le por- 
zioni o ascisse (687) AP, AP\ AP' r , ec. Da ognuno dei punti 
PjP'jP", ec. si alzino ad angolo qualunque le parallele ovvero 
ordinate PM,P'M\ P’W.éc. prolungale in maniera, che regni 
sempre un determinato rapporto fra ciascuna ascissa e 1’ ordinata 
corrispondente} cosicché chiamale l’una x , l’altra^-, i valori 

d’ ambedue (4f)8) soddisfacciano insieme ad una data equazio- 
ne, come per esempio ad y^—iax-^x 1 . In tal caso, le estremila 
delle ordinate y si disporranno in una linea , che generalmente 
sarà una curva, la di cui natura ed indole varieranno a seconda 
dejla diversa qualità dell’equazione di rapporto, che perciò si 
chiama equazione della curva. Data quest’equazione, l’Algebra 
non solo insegna a descriver la curva corrispondente, ma uesvi- 
luppa ancora le principali proprietà con maravigliosa prontezza. 

897. Le ascisse e le ordinale si chiamano con nome comu- 
ne coordinate , e diconsi di più ortogonali f allorché il loro 
angolo è retto, come per lo più lo supporremo per l’avvenire, 
quando altro non si avverta. La retta AX sulla quale si prendou 
l’ ascisse si chiama asse della curva o delle ascisse o delle x; 
come per analogia si chiama asse delle ordinate o delle y , la 
retta indefinita AY, condotta per il punto d’ origine A parallela- 
mente alle ordinate. Inseguito rappresenteremo con JYil primo 
asse , ossia qnello delle x, e con ¥ il secondo o quello delle y\ 
e chiameremo piano degli assi , o delle ay, quello che resta 
determinato dagli assi X.l'Cfipa.S 0 ), o da due coordinale x,y. 

898. Non sempre l’origine A cade sull’ estremità dell’asse 
delle ascisse, ma può stabilirsi in qualunque altro punto del me- 
desimo; se non ebe allora, considerate come positive le ascisse 
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F.I32 prese da una parte dell’ origine, debbon riguardarsi come nega- 
tive quelle prese dalla parte opposta (139) : siccome egualmente 
l’ordinate possono aver luogo tanto al disopra che al di sotto dell* 
asse X , purché in un senso si assumano positive, e nell’ altro 
negative. L’ascissa è visibilmente nulla per tutti quei punti 
della curva che cadono sull’ asse X; l’ ordinata è nulla per tutti 
quelli che cadono sull’asse X; quindi se la curva passa per l’o- 
rigine A, ambedue le coordinate in quel punto si annulleran- 
no. 1 punti in cui la curva attraversa l’asse si chiamano punti di 
tragitto. 

899. Se a,b sieno i valori particolari delle coordinate spet- 
tanti ad un dato punto M, l’ equazioni x=a,y=*=b si chiamano 
equazioni del punto M-, nome che egualmente ritengono quando 
pure M non appartenga alla curva , ma sia dovunque e comun- 
que situato nel piano degli assi X,Y. Frattanto da ciò che si è 
detto risulta che considerati come positivi gli assi AX , AY , e 
come negativi i loro prolungamenti AX', AY’; se il putito M ca- 
de nell’angolo YAX le quantità a, b saranno positive; se cade 
nell’angolo opposto X’AY', oin uno qualunque dei due adiacen- 
ti Y’AX, YAX 1 , nel primo caso a,b saranno ambedue negative, 
nel secondo sarà negativa b , nel terzo a, e l’ equazioni respetti- 
vamente diverranno in ciascuno di questi tre casi x = — a, 7-= 
— b\ x=a, y= — b ; — a,y=b. Se poi cade nell’asse X 

avremo ò=o, se nell’asse Y avremo a=o ; quindi l’ equazioni 
diverranno x=a, y=o, oppure x=o, ò ; ed a nel primo 
caso, b nel secondo indicheranno o a qual distanza dall’origine A 
si trovi il punto M sull’asse X, o a quanto si trovi al disopra 
dell’origine sull’asse Y. In ultimo se M cada in A, punto di 
concorso degli assi, avremo insieme n= o, ò=*^o, e per equazio- 
ni x=o,y~=o. Che se gli assi sieno ortogonali, a, b rappresen- 
teranno generalmente le distanze di M dall’un asse e dall’altro. 

900. L’ equazioni x=a,j=b determinano la posizione 
del punto M nel piano degli assi. Perchè ciò meglio si compren- 
da, premetteremo che l’idea di posizione essendo un’ idea di pu- 
ro rapporto , come quelle di lunghezza o di estensione , non può 
giungersi a chiaramente assegnare la situazione di un punto M 
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sopra di un piano, se non riferendola a quella di un altro pun- Fig. (33 
to A del medesimo piano, che si supponga già nota. Al che non 
basta l’ indizio della sola distanza AM; poiché a questa medesima 
distanza da A si trovano, oltre M, tutti i punti della circonfe- 
renze descritta col ceutro in A e raggio ÀM. Ma se condotto co- 
munque per A 1’ asse indefinito AX, scenderemo da M su di 
quest’ asse con la retta MP, e daremo il valore e la direzionaci* 

1’ ascissa AP e dell’ ordinata MP, la posizione di M resterà deci- 
samente determinata, essendo chiaro che le coordinale AP, PM 
nel senso in cui si son prese, non competono che al punto M. 

901. In luogo delle coordinate x, jr si può anche assegnare la posizione del pun- 
to M mediante la distanza AM, e P angolo che la retta AM fa con P asse delle a 
scisse o delle ordinate. Chiamato 0 il primo di questi due angoli, r la distanza AM, 
e supposte infine ortogonali (897) le coordinate x queste si cangiano allora in 
rcosQ, rsenb (846. l.°); d’ onde le due nuove equazioni del punto M , z^zreosb , 

y=rten9. E poiché da queste si traetang9= — , ed r=l/(jc’-+-r'), cosi P un *i- 

x 

sterna d’equazioni potrà sempre cangiarsi nell’ altro; è chiaro infatti che date x, 
j potranno sempre aversi r e 0, e date r eO, potranno aversi r, y. 

902. Ogni retta BM clic da un punto determinato B dell’ asse, preso ad una di- 
sianza nota AB=m dall’origine si conduce ad un punto qualunque M della curva, 
prende il nome di raggio vettore. Posta BM=r, e chiamato £ P angolo MBP, il 
triangolo rettangolo MPB, in cui BP=x — a, darà x=rcos5-+-a, cd t =rsen^i T*“ 
lori che introdotti nell' equazione della curva, la cangeranno in nn altra , che avrà 
per variabili r e e che allora prende il nome d 'equazione polare o angolare. 

903. La direzione, la reciproca inclinazione e la concorrenza A degli assi A, Y 
talvolta sono date, talvolta sono arbitrarie. Quando sono arbitrarie si preferiscono 
sempre le più opportune al caso, e soprattutto si procura di porre i due assi ad 
angolo retto fra loro. Quando sono date, può convenire, e può anche esser neces- 
sario cambiarle; ed ecco come le coordinate x, y che riferivano il punto M agli 
assi primitivi X,Y si potranno trasformare nelle x\ jr' che lo riferiscono ai nuo- 
vi X\ Y\ Per maggior generalità supporremo qualunque P angolo che si questi 
che quelli fanno respeltivamente fra foro; e per maggior semplicità rappresentere- 
mo tutti gli angoli per mezzo dei lati cheli comprendono; scrivendo p. es. se/ix y t 
scnx 1 y per denotare i seni degli angoli formali dalle coordinate x, y, o dalla nuo- 
va ascissa x' con l’ordinata primitiva > 4 . Con tinneremo a chiamare A',X ; qudli de- 
gli assi che procedono da destra a sinistra; Y t Y quelli che scendono dall’alto 
al basso : ed a riguardare come parte positiva degli assi X,X‘ quella die festa al- 
la destra della respetti ca origine, come negativa la parte che va verso la sinistra; e 
del pari come positiva quella parte degli assi Y, 1 1 che sale al di sopra degli assi 
X, X'j e come negativa quella die scende al di sotto* Osserveremo io&ne eh* le 

T. II. 
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coordinate primitive x 9 y dovranno dipendere dalle quo ve x\j % per meato di equa- 
zioni di primo grado della forma x=.m-\-px l -\-qj j z^m'+ph Infatti , 
siccome al punto qualunque M non compete clie una sola coordinata nel senso di 
ciascuno dei quattro assi, così 1' equazioni di rapporto dell’ une coordinate colle 
altre debbono esser tali, che, per qualunque coordinala sieno risolute, non som- 
ministrino se non un solo valore, il che non potrebbe accadere qualora le coordi- 
nale vi si trovassero ad nn grado maggiore dell’unità, ossia, le equazioni non fos- 
sero lineari. Non altro adunque rimarrà che conoscere le quantità m, m', p, p\<f, 
<f, che essendo dilor natura indipendenti da x, x' , debbono mantener sempre 
uno stesso valore qualunque siasi la posizione del punto M. 

Ciò premesso , si supponga in primo luogo che i nuovi assiX', I’ 1 abbian co- 
mune l’origine in A coi primitivi X, Yy e solo ne differiscano nella direzione. 
In tale ipotesi se s’ imagini il punto M trasportato nell’ origine A , le coordi- 
nate x y jr t x\jr x si annulleranno insieme, il che dà tosto m=m , =0. E se in se- 
guito s’ imagini M trasportino in un punto qualunque della parte positiva deil’as- 

x v 

se X\ sarà ^'=0, d’onde xzxpx ' , yzxp'x\ e quindi pxs • Ora l* 

X\ oper meglio dire, la parte positiva di quest’asse può cadete o dentro l’angolo 
YAX degli assi primitivi al di sopra dell’ asse X, o sotto il medesimo al di fuo- 
ri di quell’angolo. Frattanto se dal punto M preso nel modo che sopra si condu- 
ca la MP parallela all’asse Y" f avremo in aml>edue i casi AM=x f , AP.=x ; e nel 
primo caso MP=r, nel secondo MP = — j ; e il triangolo AMP darà in ambedue 

senxx 1 — -r 

= , nel secondo — . 

senxjr x 



senx r , . . X 

— ; e inoltre nel primo caso — - 



x senxjr 



senxx _ senx' r . senxx ' . - , . . 

■ Dunque ; — , p z=-+- — ; preso il segno intcriore in p 

senxx senxx senxx 

quando la parte positiva dell’ asse A* cada al di sotto di quella dell’ asse X. E se 
infine il punto M si faccia cadere sull* asse Y' , nel qual caso x':=0, avremo allora 

x V" 

x=qy'; yssq'y * ; d’ onde 17= , q'z=-—~ . Or qui pure è manifesto cliel’ asse 

1* potrà trovarsi alla destra dell’asse Y, o alla sinistra. Costruiti pertanto i soliti trian- 



senyy' 



senx 1 



senxx 

q'=r • , preso 

senx r 



goti, e operando in tutto come sopra, troveremo qs=± 

il segno inferiore in'q quando Y' cada alla sinistra dell’asse Y. Trovati cosi i valori 

x'senc' i ■+: > 'senyy 1 



senx r 



delle sci costanti, liquazioni generali si cangeranno in x=< 

y’senxy's-x'senxi' , , , , , , 

r— — = : formule che varranno per qualunque situazione del pun- 

senxy 

to M, purché alle coordinate x, y, x\ y 1 si applichino i segni voluti dai precetti 
già dati altrove (899). 

904. Si supponga adesso che i due nuovi assi X 1 , Y’ differiscano dagli assi pri- 
mitivi non solo nella direttone, ma ancora nell’origine; e per fissar le idee sia 
questa in A' dentro l’angolo formato dai prolungamenti degli assi X, ì • Fatto con- 
correre in A un nuovo sistema d’assi AX"=X", AX"=Y" paralleli «spetti va- 
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incute agli assi X', I e protrailo l’asse ) " fino all’incontro in N con l’asse X’, 
è chiaro in primo luogo che se si chiamino x", y 11 le coordinate che riferisco- 
no il punto M agli assi X", Y 1 ', avremo dalle formule precedenti x=r Flg 280 

x"senr‘ i -*-y"seiiyy' > " senx y'^x" senxx‘ . 

— r= — . E chiaro altresì che saranno 

, senxy senxy 

AN ed AN le coordinate che riferiscono il punto A al punto A' nel senso degli as- 
si X', Y 1 , e che rappresentando l’una con a 1 , 1’ altra con jS 1 avremo x'—x"-ra' } 
y'=xy"~h^' t d’ondex"=x > — a 1 , y"ssy' — fi 1 , valori che sostituiti nelle due for- 

. , . , .. , (*' — x')senx r±;(. r' — fi'ìienrr' 

mole precedenti daranno per il caso attuale xx x • . - . — ■ ■ — 

senxy 

(x 1 — »')sen tysenxr’ 

^ senxy 

905. Che se 1’ origine A fosse all’ opposto contenuta nell’ angolo formato dai 
prolunga melili degli assi X 1 , Y , nel qual caso le coordinate a’ e c' si cangrrehl la- 
ro di positive in negative, ben si vedecheallora avremmo j n =x'-4-ot', y' , =y , -+P', 
e quindi le coordinale a' e S' cambierebbero ambedue di seguo nelle due formu- 
le; come con egual facilità si scorge che cambierebbe la sola %' se A cadesse nel- 
l’angolo inferiore destro, e la sola a' se nel superiore sinistro. Con queste formu- 
le, latta scrupolosa attenzione a tutte le dichiarate avvertenze relativamente ai se- 
gni, potremo dunque aver sempre i valori delle coordinate primitive x , y dall per 
le nuove x', y 1 . Ma come la promiscuità dei segni potrebbe portare ambiguità e 
confusione nelle diverse applicazioni, meglio sarà presentarle semplicemente nel» 

(_x l +x')ienx y+( y<+‘')senyy' 

l’aspellQ_seguente; xx= - ■ ■ — — : yx= . , . , 

senxy 

(xM-a : )scnxx’-i-( r'-t-S'Wnxr 1 , , , 

— sotto la qual forma potranno valere per qua» 

senxy 

Innqne direzione, che abbiano gli assi e per qualunque posizione del punto M e 
dell’ origine A’, purché t.° si dieno, come abbiamo avvertito (899) alle quattro 
coordinate x , y, x', > 1 i segni convenienti alla situazione del punto M rappor- 
to agli assi X, Y, X', Y ed alle coordinate a’ e fi 1 i segui opposti a quelli, che 
converrebbero alla situazione dell’ origine A rapporto agli assi A' Y: e purché 2.° 
condotti o imaginati condotti dall' origine A gli assi X", 1'" parallelamente agli assi 
X , ,l'*,|ii considerino respcltivamente come negati vi gli angoli xx',yy\ l’uno quando 
la parte positiva dell'asse X" si trovi cadere al di sotto di quetla dell'asse Xj l’ altro 
quando la parte positiva dell’ esse Y' si trovi cadere all! sinistra di quella dell’as- 
se Y. Questa regola è generale e costante, ed é facile vederne la congruenza cor 
tutte le precedenti avvertenze. 

906. Talvolta in luogo delle coordinate a', 6’ che riferiscono l'origine A al- 
l’origine A’, giova introdurre le coordinate a e 8 che riferiscono A’ ad A nel sen- 
so degli assi X ed Y. Le formule divengono allora molto più semplici ; e per ot- 
tenerle osserveremo, che io tal caso per il punto A’ abbiamo x=s, y=B, x’xzO, 

y'—0, valori che pos:i nelle formule superiori danno az= ~ < ’" J , ,, 
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.. Ji’seitiy +*'**»**' . equ „; oni cbe sottratte dalle precitate formule, daranno 
l* senxy , 

x'senx 1 ^■~^-Y'sen>^r' , a , 7 *»ena: t ,enT f_ £ qui pure avranno 

*=<*+ *«**r 

luogo le regole già esporte (905) relative ai segni; se non che quell, delle coor- 
dinate a e 6 dovranno prendersi tali, quali convengono alla posiiione dal punto A 
cappotto agli assi Xed K.enon contrariamente, come nel caso opposto. 

907. Finalmente sarà utile osservare l.“ che se i primi assi sieno ortogonali, 
sarà xy-90°, x>=90’-**', x r ' = 90 --jrjr) d’onde x=(x'+«')cos ir'+ .... 
(r'+S')*tny , '==«+x'cosxz'-t-rl*enr.r' : y=(x , +«')*euxx , +ljr l +p) *’ — 

co „ r’=3+x'"nsx’+r‘cosxS‘ 2 ” S <= in » ll * e 8»* assi X > X> * ieno P» r » ,,e,i ,ra 

loro sarà di più e < I uindi x ~( x ‘+ a ')+(y+*') cosxy ' 

xa +x'-+r'cosxYi V=( rM-S^enxysmS+yW/. 3.“ Che infine se ambe- 
due gli assi nuovi sian paralleli ai primitivi , qualunque siasi il loro angolo, sarà 
x'r'=xr, e quindi r =x'+«'=x'+ a ,/=.'+ ; V=i'+5- Cosi potranno trovarsi 
consimili riduzioni per altri casi. Ed in ciascuna dovranno sempre rapporto ai se- 
gni tenersi ferme le regole generali già riportale (905). 

908. Confronta ndoi valori trovali d'x e d’jr coi valori generici (903) I=«V 

a 'senx'r+pMenjry 

+ , r ', ;=m +p , * , + ? y,« *«•« T^Tr '* x " 

seux r'-yzséiixx ' questedue co8lan ti dipendono dunque insieme e dalle origi- 
ni dentassi e dai loro angoli, mentre p, q, p\ q' , non dipendono che da questi 
ultimi. Di più se osserveremo che , xx'^xr-x'f, potremo 

concludere facilmente che le quantità p\ q' dipendono reciprocamente dalle due 
- in modo che dei sei coefficienti , quattro soli sono arbitrari nel caso 
che si» arbitrari» la scel.a dei nuovi assi. Introdotti frattanto i valori trovali d> x e 
d’ y nell’ equazione della curva data essa si caugerà dunque in un’ .Un., che con- 
serverà il grado della prima, ma ne differirà e nei coefficienti e nel numero dei 
termini senza perù cessare di appartenere come quella alla curva primitiva, e non 
ad altre; essendo chiaro che tanto le coordinate x,y, quanto le x 1 / ai riferiscono 
agli stessi punti M dei quali si compone la data curva. Perciù una stessa curva P u. 
ave. differenti equazioni, come all’ opposto differenti equazioni possono appartenc- 
' r ,ad una medesima curva. Chiameremo equazioni trasformale o derivale tulle 
quelle die per effetto o col mezzo di tali sostituzioni nascono da una prima equaz.o- 
ne derivatrice, o vi si posson ridurre; nei quali casi dunque, conm ^bi.mo *V- 
,.vtito, tutte quante spettano esclusivamente ad una stessa curva, che è quella det- 

1’ equazione derivatrice. 

noq. Or su queste semplicissime nozioni., e sopra poche 
altre che daremo in appresso, è specialmente fondala la teoria 
algebrica delle curve, che tutta si aggirerà intorno ai tre seguen- 
ti 'generali quesiti. ì * Datala curva trovarne l equazione , c 
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col sussidio di questa e di una facile sintesi rilevarne le 
principali proprietà-, a.° Data l’equazione trovarne il luogo 
geometrico, ossia la curva corrispondente ; 3.° Trovar le curve 
aventi una qualche data proprietà, o atte a soddisfare ad 
una condizione assegnata, o a risolvere sia isolatamente, sia 
congiunte insieme un dato problema. 

La soluzione del primo quesito esige che si conosca la 
genesi della curva, cioè la legge secondo la quale è stata de- 
scritta, o uno almeno dei suoi caratteri distintivi. 11 secondo 
quesito suppone gilt completamente risoluto il primo, onde non 
altro resti che ridurre, quando sia possibile, l’equazione proposta 
ad una di quelle spettanti alle curve già note. Diversamente non 
potremo che limitarci a descriver la curva coi metodi che da- 
remo, e porne in chiaro le proprietà con quelli che pur daremo 
per il primo quesito. La soluzione del terzo dipende interamente 
dall'arte di ricavare dalle date proprietà, o dalle condizioni del 
problema, una o più equazioni; dopo di che questo quesito 
ricade subito nel secondo. 

910. Per dare intanto un qualche saggio sul modo di risol- 
vere tali quesiti, cominciamo dal primo, e proponiamoci di 
trovar l’equazione alla circonferenza di un circolo del raggio 
CB —a. Si sa che questa curva è descritta dall’estremità B 
del raggio CB, che partendosi dalla situazione CB, si muove Flg (39 
in giro intorno all’altra estremità immobile C (4y4)- Or si 
supponga B giunto nel punto qualunque M. Sarà primieramente 
CM=CB=a; e se preso il raggio CB o il diametro AB per 
asse delle ascisse, e il centro C per origine delle medesime, 
si cali la normale MP, saranno CP=x, MP=y le coordi- 
nate del punto qualunque M riferite all’origine C. Frattanto 
il triangolo rettangolo CPM darà j y*=a 2 — x *, equazione cer- 
cala. Che se l’origine delle ascisse si voglia prender piuttosto 
alFestremità A del diametro AB, in tal caso avremo AP=x, 
CP=AP— AC —x — a, e lo stesso triangolo CPM darà y 2 — 
a' 1 — (a: — a) 2 =7.ax — x 2 , altra equazione alia circonferenza del 
circolo del raggio a, la quale suppone dunque l’origine del* 
l’ascisse non al centro come la prima, ma ad una delle due 
estremità del diametro. 

T IL 5* 



Digitized by Google 




68 

Fig.139 Abbiamo adunque così ricavata l'equazione dalla ben nota 
genesi della curva. Vediamo come potrebbe egualmente aversi 
partendo da qualche sua singoiar proprietà. Sappiamo (657) 
che la normale MP è media proporzionale fra i due segmenti 
AP, PB del diametro. Poste perciò come sopra MP==y, CP=x, 
saranno AP =a-{-x, PB— a — x, eà y 2 —(a- J r-x)(a — x)=a 2 — x 2 , 
equazione cercata conforme alla prima delle due precedenti. 

Vediamo infine con un esempio come dalla trovata equa- 
zione possan dedursi le proprietà di questa curva. Si condu- 
cano le corde AM, MB •, avremo AM a =MPM-AP a = < 7' :! 4 -(a-t-x) a , 
BM a =MP a -ì-BP a =7'- a -Ha — x ) 2 , e quindi AM a H-BM a =2^- a -H 
(a-Kc)M-(a — x) 2 =%y 2 -ì- , ?.a 2 -+-‘ìx 2 , e posto il valore di j 2 da- 
to dall’equazione, AM 2 -t-BM 2 =3a 2 -t-2a: J -4-2a 2 — ix?—{\a 2 = 
(2o) a =AB a . Dunque il triangolo AMB è rettangolo in M ( 65 g) ; 
dal che si conclude che nel circolo tutti gli angoli inscritti 
appoggiati sul diametro son retti ( 568 . 2.°). 

94 4. Se in luogo di prendere l’origine delle ascisse sul centro o all’estremità 
del diametro si fosse presa in un punto qualunque A 1 nel piano delle xy, e si 
fossero cangiati gli assi ortogonali X, Y negli assi X\ Y 1 posti ad angolo qualun- 
que, L’equazione avrebbe presa una forma ben differente. Per trovarla con facilità, 
basterà prendere i valori di x e di y dati per le coordinate x\y* avvertendo chequi 
gli assi x, y sono ortogonali, e che l’equazione ^ x* spettando a qualunque 

diametro, ci lascia in libertà di considerare l’asse X come parallelo all’asse X\ nel 
qual caso avremo (907.2.°) x==x’-+-a , -4-(^' , -4-6 , )cosxy, senx'y 1 : 

sostituiti questi valori, cangiate di segno, secondo il precetto (905. 4.°), le coordi- 
nate oc e 6’ che riferiscono il centro o la primitiva origine alla nuova, fatte le de- 
bile riduzioni e omessi gli apici per maggior semplicità, avremo per la richiesta tra- 
sformala l’equazione generalissima ( y — f>)*-f-(x — a)*-f-2(x — a)(y - — %)cosxj =:a *. 
Che se i nuovi assi si suppongano ortogonali e in conseguenza ambedue paralleli ai 
primitivi, sarà a: > =90°, e l’equazione si cangerà nell’altra più particolare (x — <z)M- 
O* — 6)’=<**-Se inoltre l’origine si suppone cadere in un punto qualunque del dia- 
metro, sarà 6=0 ed avremo y'zsuf— (x — »)•. In tutti questi casi però e in altri 
che volessero supporsi , non si manchi di attendere alle avvertenze già fatte al 
paragrafo 905. Così se l’origine è trasportata sulla estremità sinistra del diametro, 
nel qual caso 6=0, a=tf, l’equazione ultima darà immediatamente jp’:=2ax — x' 
come già si sapeva (9 40): mentre se l’origine si trasporti sull’estremità destra, 
tolte le ascisse diverranno negative; in conseguenza si dovrà cangiare x in — x, 
a in —a, ed avremo — ( a — x)*, che, posto il valor di axxa, darà pure 

j ’=2 ax — x\ Ma ritorniamo alla trasformata. 
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Risolvendo le potenze e i prodotti contenuti in questa generale equazione, è 
ponendo t*. 2co$xj=— *6, 2 a . 26-+-a6= — d f 3*. 2 x-\-tb-x= — f y 4 a . 

«»=g, si ottiene r*+bxy-irx*-+-djr+-fx- f-g=0; ove è da notarsi i°. che b è un 
numero, d , /* sduo linee, g una superfìcie, come appunto esige l’ omogeneità dell* 
eqnazìonc (689.7°); 2°.che questi coefficienti derivando da quattro disti lite equazioni, 
sono quindi affatto indipendenti tra loro (23t); 3°. che ciascuno essendo funzione 
di tutte o di parte delle quattro arbitrarie Jcy, a, 6, a , può quindi variar con esse in 
infiniti modi, ed aver perciò qualunque valore; 4°. che questa generalità soffre sol- 
tanto una qualche restrizione rapporto al coefficiente nunierico 6, che indipenden- 
temente dal ségno deve esser sempre ^2, giacché deve sempre aversi coszj<C,i. 
Frattanto poiché l'equazione è una trasformata di quella del circolo, concluderemo 
(908) che ogni equazione omogenea di secondo grado fra le coordinate x^y ne ! - 
la quale i quadrati x* t y* y ed il rettangolo xj ahbianà per coefficiente quelli 
V unità positiva, questo un numero , 0 un rappòrto di due rette qualunque (498) 
che , astrazion fatta dal segno , sia ^2, appartiene esclusivamente ad un ciV- 
colo. Quando sia data , e note sienopér conseguenza le costanti b, d y f 9 g , dalle eq. 
1*. e 3 à , avremo a c 6 , e quindi dalla 4 a il raggio a del circolo corrispondente. È 
se in oltre sia dato l’asse A*X f , e l’origine A’ delle ascisse, presa A f N*=a, e con- 
dotta N'A’rs# sotto un angolo ÀN'X'srx^* dato dal coefficiente 6 pei* mezzo dell’ 
cq. 4 a ., il punto A determinerà la posizióne del centro (907). 

Si Osservi Che se d ed f sieno Zero, avremo ot=0, f>=0, e l’equazione ridotta ad 
y * -\-bxy-\-x 1 -4-g=0 verrà riferita al centro del circolo. Se manchi il secondo ter- 
mine, Sarà 6=0 e quindi a:^*=90°, cioè anche le coordinate della trasformata sa- 
turnio ortogonali. Se queste veglinosi o debban supporsi obliquangole, la trasfor- 
mata non potrà più allora ridursi alla derivatrice^*-V* a = ::::al “>edapp«1rteiTà ad al- 
tra curva (908); il che accadcrà pure ogni qualvolta una qualche estrinseca condi- 
zione limiti il nùmero delle arbitrarie , o ne ristringa la generalità. Se con 6=9 
ed xy*=90°, si abbia in oltre g=0 , sarà a*-+-^ a =a‘, e l’equazione x*-b-y*-h 
dy-\fx =. 0 avrà quindi l’origine delle sue coordinate ortogonali all’ estremità di 
un raggio , e perciò in uù punto della circdnféreùaa. 

qi 3 . Passando al secondo quesito, abbiasi in primo luttgO 1 ’ 
equazione indeterminata di primo grado y=ax-\ -b, e si cerchi 
la linea a cui Corrisponde. E visibile t°. che ogni differente va- 
lore di a: darà un differente Valor di X, e quindi ad ogni ascissa 
corrisponderà un’ ordinata unica e diversa da tutte le preceden- 
ti e seguenti ; i°. che #=**0 dando ed y~=ò dando x= 

‘—b : a, la linea dell’equazione taglierà l’asse Y ad un’ altezza 
b al di sopra del punto d’origine (899); taglierà poi l’asse X sul- 
la parte negativa (898), ad Una distanza da quel punto equi- 
valente a b: a, ossia equivalente ad una quarta proporzionale do- 
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po a, icl>, ove il termine t corrisponde a quella retta che nel 
computo dei valori di a: e di y (896) è presa per Uuilà di misu- 
ra; 3°. clie y sarà e si manterrà positiva, e quindi la linea igno- 
ta rimarrà tutta al di sopra dell’ asse (899), finché x sia posi- 
tiva, o cangiandosi in negativa non divenga mentre con x ne- 

gativa e > ~,y diventerà negativa, e il ramo corrispondente 

della linea cercata si stenderà al di sotto dell’ asse } 4°- ehe nel 
senso delle ascisse positive,^ crescerà indefinitamente crescendo 
x, e ciascun successivo punto del ramo superiore della linea si 
scosterà di più in più dall’ asse; nel senso opposto si avrà una 

diminuzione nelle ordinate da x=o fino ad x — ' — , al qual 

punto, come già abbiamo notato, jp si annullerà, e nel seguito 
divenuta negativa crescerà indefinitamente con x, onde anche il 
ramo inferiore divergerà sempre dall’asse siccome il superiore. 

Fin qui nulla più abbiamo che l’idea della posizione c di- 
rezione dei due rami della linea cercata. Per conoscerne la quali- 
F.t 40 tà e la natura convieu dedurne dall’ equazione una qualche ca- 
ratteristica proprietà. Sia dunque M un suo punti» qualunque, 
F,G quelli del suo respettivo tragitto (898) per i due assi AY,AX 
concorrenti in A, e postiad angolo qualunque fra loro. Si condu- 
ra da M parallelamente all’asse AY la PM , e si faccia infine 
A:a=c. Sarà (896) PM=ejr, AP— x, P^--=b^=ac, AG*=c, 
GP=x-f-c. Frattanto introdotto nell’equazione il nuovo valor 
di b f avremoj^=a(a:-H;), d’onde j : x-hc :: a: 1 ::ac:c, e quin- 
di PM:GP:: AF: AG; cioè in qualunque luogo della linea cer- 
cata si prenda il punto M, il rapporto PM :GP é costante ed e- 
guale a quello di AF : AG. Ma questa è proprietà esclusiva di 
tutti ipunti della retta DC che passa per GeperF ($77), dunque 
questa retta è la linea, o il luogo geometrico (909 a°) dell’e- 
quazione proposta; e ben si vede come ad essa ed al la sua posizione 
convengano tutte le particolarità che abbiamo rilevate sopra. 

Del resto alla stessa conclusione saremmo del pari perve- 
nuti se direttamente cercala si fosse l’equazione della retta DC. 
Infatti i triangoli simili GPM, GAF ci avrebber dato PM sGP;} 
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Ai? : Gk, ossia y : :: tió : t :: a : t . tl’ onde y=ax-\-rtc=Ax 

H-A» equazione che sarà dunque quella della retta qualunque DC. 

9f4. Poiché j introdotto quésto valore) Inequazione si cangérà id^= 

c 

— , e sarà conte aitiamo ceduto Ò*=. AFj tfr=:AG. Sienò fratta rito tu, to' 

fc 

gli angoli AGFj GFA che la retta fa ton gli assi X> Y ; avi*emo tic :t sento: 

. esento bsento 1 ... . . 

Sento' f d'oride &=* — c=z= - -* , valori éhe succetaivaméuto sostituiti nelM 
sento' sento 

huova equazione, daranno l a . ysento'=xbento-+-csento ; il*. Jr sento' z^XseUto-t- 
t/sento ' . Quindi 4 Ó . se la reità pàssa per il pùnto A, del qùfll éaso b t c son nulle) 
tanto la 1*. che la IJ a ; si risolveranno itt ysento' z=z±scnto ; 2°. se la reità sìa paral- 
lela all’asse X* nel qual caso «=0j la 11 4 , darà y=b, e se sìa parallela all'asse Y 
fe quindi w'=0j la I a . darà x=x— cj che si Cortvérte in 4 :=c quàndó là retta incori* 
tri l’assé X dalla parte positiva , mentre allorà l’AG prende uria direzione oppo* 
Sta allà primitiva (898); 3°. se gli assi sono ortogonali sarà fiJ f =x90°— to, e perciò 
Serito'^zcosto 9 setio)=àosto' } é quindi là II 4 . darà Y=*tan{*to-\-by e la I 4 . 4r= * . . 
ytangto '— cj che si conVerte ài solito in ±=ytangto'-4-à Ogni qualvolta la retta in- 
contri prima l’asse X elle l’asse V . E dì qui fratiailto s’ inferisce 4°. eh** nel caso 
il più frequente, in quello cioè degli assi ortogonali, l’ equazione della linea retta 
potrà indifferentemente venire espressa o A* jrz=ax-\-b ^ o da xz=ay-\-b; 5°. che iti 
ambedue i modi il coefficiente a equivale alla tangente dell* angolo che la vétta fa 
Coni' asse corrispondènte alla Coordinata alla tjùàle quel Coefficiente appartiene; 6". 
che perciò il valore di questo coefficiente non cangia se rion quando la retta cangi 
di direzione j ed è dunque lo Stesso per tutte le rette parallele; mentre all'opposto 
quello di b varia ogni qual volta la retta cangi Comunque di posizione, ed ha poi 
sempre il valore che prende la coordinata del primo membro, quando quella del 
Secóndo si arinullà (899); ed è nullo quando la retta passa perii punto di concorso, 
mentre allora le due coordinale svaniscono insieme (899). 

pi 5. Abbiasi in secondo luogo l’equazione J rl =ss-ìiix^x i ,e 
fìngasi di non sapere e di voler Conoscere a qual curva appar- 
tenga. Osserveremo i°. Che da questa equazione traendosi im- 
mediatamente y^-±iV {iux-~x 1 '), ad ogni punto dell’ asse, o ad 
ogni ascissa corrispondon dunque dite eguali ed opposte ordina- 
te (8p8): onde la curva ha due rami perfeltamcnte eguali, mio 
al di sopra, l’altro al di sotto dell’ asse. ?,°. Poiché con x=o, 
come con x=2d si ha y=o, perciò la curva attraversa 1’ assi* 
in due punti. Uno corrispondente a qiiello d’origine, o all’a- 
scissa x=o, l’altro all’ascissa x=na. 3°. Poiché con x>ia, e 
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parimente con v negativa risulta y immaginaria (1 89), la cui-* 
va non si estende dunque al di qua dell’ origine, ossia della par- 
te negativa dell’asse, nè al di là di jc=-ia , ed è dunqiie ri- 
stretta fra ;r=o,ed .r=sa; e come in questi punti il ramo 
inferiore si congiunge col superiore, perciò la curva is rientrante 
o chiusa. 4 °* Fatto x=a, si Ita v-=+a; fatto x=a-*-z, si ha 
y=Z*ZÌ^(o 2 — z 2 )<a; dunque la curva ha due ordinate massime 
eguali alla metà del suo asse effett.vo, e corrispondenti ad un’ 
ascissa parimente eguale a questa metà. Inoltre poiché il valor 
di y è tanto piti piccolo quanto più cresce z, cioè quanto x dif- 
ferisce o in più o in meno da a, così le ordinate saranno tanto 
più piccole quanto più il valor delle ascisse corrispondenti sa- 
rà o maggiore o minore di a; and< ranno dunque dall’ una e 
dall'altra parte gradatamente diminuendo da y=a fino ad y=o. 
5 °. Poiché si ha lo stesso valor di y da x=a — z , come da 
y—~a-\-z ; perciò a due ascisse di cui l’una sia tanto maggiore 
quanto l’altra minore di a, corrispondono ordinate perfettamen- 
te eguali. La parte sinistra della curva è dunque interamente 
eguale alla destra , nel mollo che abbiamo veduto esser la parte 
superiore eguale all’inferiore. 

i)t fi. Tulli questi caratteri spettano evidentemente alla cir- 
conferenza del diametro ■sa ; ma potrebbero insieme convenire a 
qualche altra differente curva, onde uou può dirsi ancor dimo- 
strato che questa circonferenza sia esclusivamente la curva della 
nostra equazione. Toglieremo per altro ogni dubbio se condot- 
F.09 ta dalla metà C dell’asse la retta CM all’estremità M d’ un’or- 
dinata qualunque, osserveremo che il triangolo CMP dà CM , = 
PM 2 -t-CP a =)'M-(tì — x) J ; onde avendosi dall’equazione 
o.ax — x 1 , sarà CM , =2izr — x 2 -\-d r — 2ax-hx 2 =a 3 , e in conse- 
guenza CM=a; d’onde abbiamo che ciascun punto M della cur- 
va è ad egual distanza dal punto C, proprietà distintiva della 
curva circolare, alla quale dunque apparterrà unicamente la da- 
ta equazione. 

917. É noto a ciascuno come questa curva si descriva per 
punti continui , cioè col tratto continuato d’ una delle punte d’ 
un compasso, che fisso si tenga con l’altra punta nel centro* 
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Mt» quando ciù non costasse, P equazione c’insegnerebbe a de* 
scriverla per punti discreti , dandoci cioè il modo di segnare 
«pianti si vogliali punti tutti spettanti alla cercata circonferenza, 
i quali poi destramente riuniti ci presenteranno la curva con 
tanta maggior verità, quanto saranno più numerosi e per con- 
seguenza men discosti fra loro. Per giungere a ciò si faccia rap- 
presentare l’asse ia da una retta qualunque AB, e questa si di-? 
vida in un numero qualunque di parti eguali , per esempio in 
20 . Presa una di queste parti per unità di misura (4p8)» sar ^ 
2 rt =20 ; e se da ciascun punto di divisione si alzeranno tanto 
al di sopra clic al di sotto di AB delle normali respettivamente 
eguali in lunghezza a quei valori di X, che si hanno dal porre 
nell’ equazione , 20 = 20 , cd x=o, = 1 , == 2 , =3, ec. fino 
ad x= 20 , è chiaro che l’estremità di queste normali saranno 
altrettanti punti in curva , che colla loro disposizione ne indi- 
cheranno la figura ; e che con arte e con la guida dell’ occhio 
riuniti verranno cosi a rappresentare la curva cercata. Ecco i va- 
lori di X, con sopra i doppj valori di ara cui corrispondono ( 904 )* 

f 0, 4,2, 3 , 4 , 5, 6, 7 , 8 , 9, » 

20 49 48 47 46 45 44 43 42 44 ) 

JT=*± 0 , J/49 , 6 , f/54 , 8 , J/75 , y 84 , J/94 , ym, t/99, 40 
Le ordinate di valore irrazionale possono agevolmente costruir- 
si o coi noti metodi geometrici , o con alcuno dei mezzi mec- 
canici per questo e per molti altri simili usi ingegnosamente 
immaginati. Quanto ai primi , se qui non si presupponesse 
ignota la maniera di descriver la curva circolare, nè ciò formas- 
se appunto l’oggetto dell’attuale ricerca , tornerebbe a proposi- 
to qualunque di quelli esposti al § 5gi. 11°. Cosi per eostrui- 
re j~y 1 9 , basterebbe descrivere un semicircolo sopra il dia- 
metro AB, ed elevare sulla prima divisione un’ordinata j questa, 
comecché media proporzionale fra i segmenti 1 e 19 (65 7 ), cor- 
risponderebbe precisamente a j/ 1 9 . Del pari j/5i si avrebbe e- 
levando un ordinata sulla terza divisione. Ma non potendo qui, 
senza incorrere in una manifesta pelizion di principio, applica- 
re questo mezzo, del quale faremo poi liberamente uso nella 
descrizione delle altre curve, proporremo per momentaneo com- 
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penso il seguente , che, quantunque dell altro taèn semplice , è 
peraltro assai facilitato da un teorema bell noto nell’Algebra 
sublime, cioè che tutti ì numeri interi si compóngono deità 
somma o ili due, o di tre, o di quattro quadrati. Così 1 9=» 
9-4-9-f-i , » ec. Trattandosi perciò di costruir 

P.t39 V 19, prese due rette CD.DE eguali ambedue ad delle parti di AB* 
1 si formi il triangolo rettangolo CDE , sarà CE=J/ (CD 2 -f-ED 2 ) 
18. Si alzi da C normalmente a CE la CF=i, e chiuso il 
triangolo EFC, avremo FE— ^ / (CE a -t-CF a ^=p / 19. É chiaro 
per l’euunciato teorema che in ogni Caso due, o al più tretriau- 
goli soli ci condurranno sempre all’intento. 

918. Quanto ai mezzi meccanici, due sono i principali, som* 
ministrati l’uno dal Compasso di proporzione, Fabro dalla Sca* 
la ticonica. Non c’impegneremo a dar qui la descrizione del 
primo, che troppo a lungo ci porterebbe, specialmente se 
espor si volessero i moltiplici usi a cui* oltre l’attuale, si pre* 
sta questo mirabile strumento inventalo da Galileo. Non credia 
ino ]>erò poter dispensarci dal dare una succinta idea della Sca-* 
la ticonica, ancor più del Compasso conosciuta e adottata, e che 
specialmente è commendevole per la facilità con la quale oguu* 
no può da se medesimo procurarsela. 

919. Formisi il rettangolo qualunque FC.esene dividano i la* 
ti FL, DC,e le basi FD*LC, quelli in lo, queste in un numero 
qualunque di porzioni eguali. Si suddividano parimente in io 
parti eguali le prime porzioni FE, LG di FD e di LC. A eia* 
scuiia delle divisioni si apponga un numero nel modo e con 1* 
ordine che vedesi nella figura. Si uniscano tra di loro con pa- 
rallele, che chiameremo orizzontali, le divisioni corrispondenti 
dei lati FL, DC- Con parallele trasversali, oblique ai lati e alle 
basi, le sudo i visioni di FE, LG come scorgesi praticato nella 
figura. Da questa Costruzione, edall’ ispezione della fig ura , risulta 
1°. che prese per Unità di misura le parti di LC 0 di FD, sarà 

~ il valore delle parti io cui si son suddivise LG ed FE, ed e* 

gualmente saranno del valore di ^ tutte le porzioni di paralle- 
le orizzontali comprese tra due successive trasversali ; s°. che 
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al contrario le porzioni di queste parallele comprese tra la pri- F 
ma verticale GE e la contigua trasversale varieranno di valore 
secondo il numero apposto* ciascuna parallela. Cosi quella spet- 
tante alla parallela i avrà ~ del valore d’una delle suddivisio- 
ni di LG, e poiché queste valgono ^ , quella varrà dunque ; 

come varrà — quella spettante alla parallela a ; —quella spet- 
tante alla 3 , ec. Ciò manifestamente deriva dalle proporzioni n 
cui dan luogo i triangoli simili formati dalla verticale, dalla 
trasversale e da ciascuna delle parallele ( 555 , 579). 

920. Or da questo si ha, che se data ad un compasso un’ a- 
pertura qualunque non maggiore di LC, e posta per esempio u- 
na punta sull’ intersezione della verticale 3 Con la parallela o- 
rizzontale 5, l’altra punta vada a cadere sull’ intersezione della 
stessa parallela con la trasversale 8, la distanza da puntoa pun- 
to valutata su questa scala , ossia considerate come uno le por- 
zioni di LC, varrà 3 , 85 . Infatti la distanza della verticale 3 alla 
prima verticale GE vale evidentemente tre intere parti; quella 
di GE alla prima trasversale sulla parellela 5 vale per ciò che 

si è detto quella infine della prima all’ottava trasversale 

g 

vale-, in tutto dunque 3 , 85 . Per le stesse ragioni è chiaro che 

se debba trovarsi una lunghezza equivalente a 2,37 dovremo 
porre una punta del compasso sopra l’intersezione della verticale 
2 con l’orizzontale 7, ed aprir di tanto il compasso che l’altra 
punta cada sull’intersezione dell’orizzontale 7 con la trasver- 
sale 3 . Che se in luogo di 2,37 occorresse trovare una Jnn- ' 
ghezza equivalente a 12,87, eia scala non Contenesse che 10 par- 
ti di LC, si dovrà allora prendere separatamente una lunghezza equi- 
valente a queste 10 parti, e unirla in seguito all’altra equiva- 
lente a 2,37* 

921. Ciò premesso, e ritornando al caso nostro, vogliasi 
trovar la lunghezza da darsi all’ ordinata y=Y 19 nel circolo 
del diametro AB=to. Prima di tutto si pongano ad angolo qua- 
lunque due rette indefinite PQ, PR. £u queste si prendano le M2 



Digitized by Google 




7 ó 

F.I42 lunghezze PS, PT eguali l’una ad un intera parte BG déìlà 
scala, l’altra eguale ad una delle ao parti eguali di AB, e si 
conduca ST. In seguito, poiché si ha prossimamente J/ 1 9=4,36* 
si applichi sopra PQ la lunghezza PO=4,36 presa sulla scala, 
e si conduca OM parallela ad ST; sarà PM la lunghezza della 
richiesta ordinata. Infatti (ì>9i) PM:PT ::OP:PS ì:4,36: 1 ,e 
({illudi PM=4>36XPT; ma PT è una parte ventesima di AB, 
dunque PM sarà 4*36 parti ventesime di AB, e in conseguenza 
equivarrà prossimamente a j/19. 

922. Si debba ora descriver la curva dell’ equazione jr*= 
px. Già si vede che questa dee tagliar la linea delle ascisse nel* 
la loro origine , poiché fatta x=o, si ha px—o (898), 

e di più che dee aver due rami eguali, uno positivo 1’ altro ne* 
gativo. Inoltre poiché comunque si aumenti x, purché si man* 
tenga positiva, y resta sempre reale , e sempre cresce di valore 
senza giammai tornare ad essere zero ; perciò niuno dei rami 
toccherà mai più l’asse, da cui continuamente ambedue si sco- 
steranno : onde a differenza del circolo questa curva non sarà 
rientrante. Infine siccome facendo x negativa, y risulta imma- 
ginaria, duuque dalla parte negativa dell’asse non vi è cur- 
va , la quale avrà quindi la forma MÀM 1 . 

9»3. Presto incontreremo la proposta equazione (937), e 
vedremo qual’ é la Curva per noi ignota fin qui, a cui esclusiva- 
mente appartiene. L’equazione intanto ci fa sapere che ciascuna 
sua ordinata sarà in questa curva media proporzionale tra l’ascis- 
sa ed una Costante arbitraria a ■ Ciò dà il modo di costruirne gra- 
Jiceunente tutta la porzione compresa fra le ascisse x=o, x—a. 
(44 Si prenda AB=a, e su questa come diametro si descriva il cir- 
colo AMBm. Se da un punto qualunque P si alzi la doppia or- 
dinata M/m, c condotte le corde eguali AM, Am, si prolunghi su- 
periormente e inferiormente l’ordinata in N, n in modo che sia 
PN=AM, e di più Pn=Am, i due punti N , n apparterranno 
alla curva cercata. Infatti posto AP=.r , PN=y , sarà sempre 
(587) y 2 =AM J =aa:. 

9»4- Sia infine y' l =x' > — d 1 : facendo y=o , si ha -a- f 
(45 onde preso sull’ indefinita BD un punto A per origine delle ascia- 
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se, e due parti ÀS, Ài eguali ad a, la curva dee passar pei pun* F.HS 
ti S, x che prendono il nome di vertici. In oltre poiché 
-\~y (x 1 — a*),equazioue che riman la stéssa cangiandovi xin — xi 
perciò la curva ha quattro rami eguali ed opposti , due dalla 
parte positiva , e due dalla parte negativa dell’ asse. Di più poi* 
chè posto x<a risulta j immaginaria , perciò non vi è curva 
fra i vertici S ed s. AH’ opposto ponendo x>a, y è sempre 
reale, e cresce sempre crescendo x; perciò i quattro rami al di 
là dei due vertici crescono indelìnitamente , nè più s’incontra- 
no con l’asse; onde neppur questa curva è rientrante, ed ha là 
forma rappresentata dalla figura. 

925. Le curve più facili a costruirsi cono, dopo il cerchio, quelle dette di 
genere parabolico, rappresentate dall’ equazione f—p, ove p è una funzione inte- 
ra e razionale di x ; poiché ad ogni valor di x non corrispondendo che un solo va. 
lor di Y, la curva proseguirà senza stacco e in infinito dall’ uua e dall’altra parte 
dell’ asse , che incontrerà in tutti i punti corrispondenti a quei Valori reali di x 
i quali soddisfanno all’equazione p—0, Se poi in luogo di Jt'—p, si avesse > J' — 

F~, a tutti quei valori di x, che soddisfacessero a q =0, corrisponderebbe un’ ordi- 
nata infinita. 

926. Dopo le curve di genere parabolico, le più semplici a descriversi sou 
quelle la cui equazione può ridursi alla lòrma di <ff' — 2/>y-H— 0, con p, q, r fun- 
zioni reali e razionali di x. L’equazione risoluta darày » -—±— P (p* — qr ) ; 

7 7 

ed è chiaro chef sarà reale, razionale e doppia ogni qualvolta abbiasi p*^qr , rea. 
le e razionale ma unica quando sia p'=qr, immaginaria quando sia p'^qr. Sosti- 
tuiti dunque per x in p'—qrz= 0 i valori 0,1,2, ec. qualora e finché incontreremo 
un risultato 0, per ogni valore di x avremo due valori differenti di y, e quin- 
di due rami ineguali di curva. All’opposto finché incontreremo un risultato (I, ( ^ 
le ordinate saranno immaginarie , e la curva per tutto quel tratto mancherà. Quan- 
do poi incontreremo zero , cioè per lutti i valori di x che son radici reali dell’e- 
quazione p' — qr= 0, avremo un’ordinata unica la quale non potendo in tal caso at- 
traversar la curva dovrà esserle tangente. E come i valori di x che son radici reali ed 
ineguali dell’equazione s’ incontrano ad ogni cambiamento di segno dato dalle suc- 
cessive sostituzioni (281), così ogni porzione di curva seguita o preceduta da in' 
retrazione terminerà o convincerà con un’ ordinata tangente. A queste separate 
porzioni si dà il nome di o vali coniugate. 

Se ninn valore di x renda — negativo, nè ^ — V(p' — qr), le ovali saranno 
tutte e interamente al di sopra dell'asse X. Diversamente atlraverseranuu l’asse 
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che dà ano dei valori dir=0. 

Se l’ equazione f ’— qnzzO ha due radici eguali, sparirà la distanza fra due 
ordinate tangenti, e con essa o sparirà l’intervallo senza curva, o sparirà l’ova- 
le. Nel primo caso i rami di un’ ovale si congiungeranno coi rami della seguente, 
e la curva comparirà annodata ; nel secondo sparirà l’ovale , ossia si ridurrà ad un 
sol punto separatodal resto della curva, e a cui si dà il nome di punto coniugalo • 
Se le radici eguali son tre spariranno insieme 1’ ovale e lo spazio senza 
curva; ed il punto coniugato si attaccherà all’ ovale susseguente, la quale doven. 
do dunque terminare in un punto formerà una cuspide o regresso, 

927 ■ Nelle curve dell* equazione y , ' , -+py‘*-\-qy-+-r=zft t ove p, q 9 r si suppon- 
gono al salito funzioni reali e razionali di x 9 e nelle quali jr è perciò funzione 
triforme di x (146), è chiaro che per ogni valore di x l’ordinata ne avrà tre, 
i quali potranno essere o tutti reali, © un solo reale c due immaginar) (273). 
Quindi ciascun’ ordinata incontrerà la curvaoinun sol punto, o in tre, e soltanto 
14 9 potrà incontrarla in due nel caso che due delie radici reali sieno eguali tra loro. 
Frattanto poiché un valore reale di^ deve sempre aver luogo qualunque sia x 
(273), perciò queste curve dovranno necessariamente aver un ramo che senza in- 
terra zione veruna si stenderà dall’ una e dall’ altra parta del punto d’ origine in 
infinito, e potranno pure avere un numero prò o tnen grand» d’ ovali coniugate. 

928. In quelle dell* equazione con j'* funzione qua- 

driforme di x, l’ordinate potranno avere o quattro valori reali, o due soli, o ve- 
runo. Per tutto i! tratto dell’asse corrispondenteaquei valori di arche danno luo- 
go all 1 ultimo caso vi sarà un’interruzione nella curva; nei tratti rimanenti le or- 

430 dinate incontreranno o due o quattro volte la curva, la quale potrà avere o due, 
o anche quattro rami infiniti , o nessuno. Nel modo stesso potremo ragionare sulle 
curve di consimili e più elevale equazioni. 

929. Al punto ove duo rami di una medesima curva s’ intersecano tra di loro 
si dà il nome di nodo o di putito doppio , Si chiama punto triplo quello per cui 
passan tre rami , quadruplo quello per cui ne passan quattro , o dove si riunisco, 
no due punti doppj , e in generale punto multiplo quello che spetta in comune a 
più rami. Tutti questi punti debbo n per natura corrispondere ad una medesima a- 
scissa. 

930. Talvolta le curve dopo aver rivolta per qualche tratto all’asse la loro 
concavità, cambiata direzione vi appongon la convessità , e viceversa. Il punto o- 
ve accade questo cangiamento, e che è il confine della concavità e della convessità s» 
chiama punto d* inflessione. I punti coniugati , i nodi e i punLi multipli , e quel- 
li di regresso e d’iuQesaionc si chiamano punti singolari. Questi, e le ovali o 
interrotte o coniugate, e con rami finiti o infiniti, sono le principali varietà che 
possono incontrarsi nelle figure della curve di qualunque equazione. 
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* 931. Le curve si dividono in algebriche o geometriche , ed in meccaniche 

o trascendenti, secondo chele loro coordinate sono o linee rette, la cui ragione 
possa determinarsi geomctiicamòrUe, o quantità trascendenti (H<3), 

932. Le curve algebriche si suddividono in ordini o generi , secondo il grada 
delle loro equazioni, ffau ve u’ è alcuna di prim’ ordine, perchè un’equazione qua, 
lunque di primo grado tra le coordinale x, y porta sempre, siccome vedemmo 
(913), ad una linea retta , la quale è perciò chiamata linea di primo genere o di 
prim' ordine. Ve ne sono quattro del secondo, scttantadue del terzo, cento qua- 
rantasei del quarto ; quelle degli ordini maggiori sono in numera molto più grande, 

933, Non sempre un’ equazione si riferisce ad una curva del genere corri, 
spandente al suo grado. Se ridotta a zero può decomporsi in fattori , essa appartie- 
ne allora complessivamente alle curve d’ ordine inferiore che hanno quei fattori 
per loro particolare equazione, e tra le quali niun altra rapporta esiste che l’aver 
tulle in comune i medesimi assi. Infatti se ilue o più equazioni si moltiplicano fra 
loro, è chiaro che i valori di y i quali soddisfanno al prodotto , saranno appunto 
quelli che soddisfanno in particolare a ciascuna dell’ equazioni moltiplicate, Costru- 
endo dunque la nuova equazione , ostia dando ad y tutti i possibili valori, dovre- 
mo necessariamente incontrarci in ciascuna di queste curve , nè avran luogo altri va- 
lori di y oltre quelli che serviranno per le medesime. Cosi se 1’ equazione al cir- 
colo r'-+-x'=a % si moltiplichi per l'equazione alla linea retta y=mx , ne risulterà 
un’ equazione del terzo grado , la quale per conseguenza darà tre valori di y per o, 
gni valore di X. Ora tra questi valori dovranno indispensabilmente aver luogo a par- 
te tutti quelli che soddisfanno all’ equazione/ — <jx=0, i quali costruiti isolatamen- 
te daranno nascita aduna linea retta ; e dovranno aver luogo a parte lutti quelli 
dell’altra equazione r’-hx' — a*=0, i quali daranno nascita a un circolo. In luogo 
dunque di una curva di ter*’ ordine, non altro potremo avere che un circolo ed u- 
na retta. Eulero chiama curve complesse quelle che corrispondono nell’ indica- 
to modo ad nn’eqnazione decomponibile in fattori- Frattanto è manifesto non po- 
tere asserirsi che un’ equazione appartenga ad una curva del suo grado , se ridotta a 
fera non sia stata trovata indecomponibile. 

9^4. Le più semplici tra le curvo, dopo il circolo di cui 
abbiamo abbastanza parlato, sono le sezioni coniche { 752); da 
queste dunque daremo principio, e comecché più delle altre im- 
portanti , le tratteremo con qualche maggiore estensione. Ma a- 
vanti tutto premetteremo, ohe se presa una qualunque ascissa 
AP, si alzi un’ordinata PM, e quindi al punto M si conduca p 
MT tangente in M protraendola fimo all’ incontro iu T col pro- 
lungamento dell’ asse ÀP, e infine dallo stesso punto M si cali 
sull’ asse la MA normale ad MT nel punto M, tutta l’intera pur- 
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F.15( '/.ioti** della tangente MT chiusa tra i prescritti limiti, cioè da 
M a T,si chiama tangente al punto M ; la porzione PT dell’as- 
se compresa fra T suo punto d’incontro con la tangente , e P 
piede dell’ ordinata PM, si chiama suttangente. La normale MN 
presa essa pure da M ad N dicesi normale al punto M ; e la 
porzione PN dell’ asse, chiusa tra il piede P dell’ ordinata e il pie- 
de N della normale, si chiama sunnormale. E qui deve osser- 
varsi che la suttangente e la suuuormale souo nella figura diret- 
te 1’ una contrariamente, l’altra conformemente al senso delle 
ascisse positive. Onde se con queste direzioni si assumono per po- 
sitive, qualora in qualche caso prendano una direzione opposta, 
dovranno considerarsi negative. Similmente l’angolo della tan- 
gente con l’asse è acuto nella figura, ma può divenire ottuso, e 
allora la sua tangente si cangerà di positiva in negativa. 

Sezioni Coniche 

<-2 c) 35 . Tagliato un cono retto BCD con un piano AMP, si 

cerca 1 ’ equazione della curva MAm che nasce da questa sezio- 
ne. Per l’ asse BN del cono (j 49 ) e normalmente al pi mo se- 
cante AMaP si faccia passare il piano triangolare BCD (748) » 
e la retta Aa sia l’ intersezione dell’ uno con l’altro di questi due 
piani (691. i°). Da un punto qualunque P di A a si conduca sul pia- 
no secarne la PA 1 normale ad A a, e perciò normale al piano BCD 
(704) e quindi parallela alla base, e per PM si faccia passare un 
nuovo piano FMGm parallelo alla base del cono e in conse- 
guenza normale all’asse BN (712). E chiaro i“. chela nuova 
sezione FMGm sarà un circolo (750); 2°. che la sua interse- 
zione FG col piano triangolare dovrà come questo passare per 
l’asse e quindi per il centro del circolo, e sarà dunque un dia- 
metro; 3 °. che il piano di questo circolo sarà normale al piano BCD 
(7°3); 4 °. che PM normale per condizione ad A a sarà insieme 
normale ad FG (693), e quindi sarà ordinata comune tanto all’ 
una che all’altra sezione. Sia dunque AP^=a?, PMs^, AB —c, 
l’angolo ABa=B, l’angolo BAa=A : il circolo dà j'*=FP)< 
PG (657), e per trovare FP e PG, conduco A E parallela a 
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CD, e PK parallela a BD, l’una e l'altra nel piano BCD; d on- 
de ( 838 ) sen AEB : AB :: «mB : AE= Inoltre venAKP 
(=jenD): 5enAPK (= , jeraAaE r= sen(A-|-B) ( 55 q) ) : :x : AK= 



cseuli — x»e/i(A-+-B) 



xseuA 



F.I52 



In- 



dunque PG=KE= AE— AK ^ n 

seni) ’ n 

fine jenAFP(=ie«BFG( J93 5 °)=.senC) ;x :: scnA. : EP=— 
onde y*=. (cxsen B — ^Je«(A- 4 -B)), equazione cercata, 

senLsenu 

dalla quale intanto si apprende che in generale ad ogni ascissa x 
corrispondono sempre due ordinale y eguali ed opposte : onde 
l’ asse delle x divide in mezzo la sezione , la quale deve quindi 
aver per lo meno due rami. 

gò 6 . Sia frattanto A-f-B<i8o°; allora l’angolo CAP sarà 
maggiore dell’angolo B ( 559 ), e P ,aao scemile AMP conver- 
gendo sul lato BD lo incontra in a, onde la sezione è rien- 
trante o chiusa. Ciò è reso pur manifesto dall’equazione; poi- 

„ . , , ~ . cscnB . 

chò fatto y—o, si ha (261) x= 0 , x= c,oè Sl lroVa 

che la curva taglia l’assein due punti (898) ; e siccome il trian- 
golo ABa dà Afl, i due punti son dunque l’uno all’ 

origine A ove x=o (tVi). l’altro in a al termine dell’asse A a. 
Inoltre posto Aa=2a l’equazione si converte assai facilmente 
; n - 5ynAien(A-t-B) ^ ) ] a quale dà y immaginaria nei 

casi di x negativa, e di x>ia- E dunque chiaro che la curva è 
tutta compresa fra i punti o vertici A ,a. A questa curva si dà il no- 
me di ellisse (752); l’intero asse A a delle ascisse si denomina 
asse primo , maggiore o trasverso , come per analogia si chia- 
ma asse secondo , minore o coniugato la doppia ordinata cor- 
rispondente ad x=a, o alzata sul centro C della curva, ossia <57 
sulla metà dell’asse trasverso. Si rappresemi con ni questa dop- 
pia ordinata: avremo dall’equazione, postovi x~a, b 2 — 

wt A«'i(A+B) — b l . valore che introdotto 

unCsenD senCsenU a* 



nell’ equazione la riduce ad yr 2 =—(2ax — x a ). 

T IL 



6 . 
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t)3^. Secondariamente sia A-+-B=i8o°; allora l’ angolo CAP 
è eguale all’angolo B (547)* e il piano AMP è parallelo al la- 
to BD ; onde la sezione, che in tal caso si chiama parabola (752), 
non terminerà che alla base del cono, l’altezza del quale non 
essendo determinata da alcun limite, e potendo supporsi infini- 
ta, anche i due rami della curva potranno divenire infiniti. Or 
poiché A-f-B=i8o° dà sen(A-+-B)=o, l’equazione alla nuova 
tenAsenU 



curva sarà y 2 * 



tenCsenì) 



ex, ovvero y 2 =px, posto p in luogo 



del coefficiente c > che si suppone tutto noto e costante. 

A questa costante p si dà il nome di parametro della curva ; e 
come è chiaro, deve equivaler sempre alla terza proporzionale 
dopo un’ascissa qualunque e la corrispondente ordinata $ onde è 
sempre facile a ritrovarsi quando la curva sia data. L’asse AP 
dell’ ascisse si chiama asse principale • 

988. Finalmente sia nell’ equazione generale A-i-B>i8o“; 
allora l’angolo CAP sarà minore dell’augolo B, il piano AMP 
divergerà dal lato BD , nè lo incontrerà se non si supponga pro- 
lungato oltre il vertice B, figurandoci cioè che gli apotemi del 
cono dato , dopo essersi tagliati in B , proseguano ad estendersi 
anche al di sopra , e formino il nuovo cono riBc, eguale ed op- 
posto al primo. In tal caso il piano secante che taglia il cono 
inferiore , steso al di sopra taglierà egualmente il superiore , ed 
avremo due sezioni staccate l’una dall’altra di tutto l’inter- 
vallo A a. Ora dal triangolo ABa abbiamo c- A a:: senAaB: 
senABa j e poiché conservando ad A, B gli stessi significati che 
sopra (935), si trova senABa=sen( 1 80“ — -B)=senB, senAaB= 
jo/»(B— r-aAB)(559)=ien'B — ( 1 8o° — A))=se»(B-4-A — 1 8o°)= 
(790) — rse/»(t8o°— rA — B)=r(792.5 1*) — seo(A-t-B), dunque fatto 
come nell’ellisse A «=2a, avremo dalla proporzione preceden- 
te valore che introdotto nell’ equazion genera- 

le, darà per una prima trasformazione y 2 =- *®" Awrt ( A+ ) w 



scnCsenD 



(ictx-i-x 2 ), ovvero (jgì. 6 ")y 2 



srnAsen{360 n — A— B) 



lenCnnD 

o\e dee potarsi che essendo A-+-B>i8o°, jen(36o° — A' 



(2 ax-\-x‘ l ')y 
B) sa-, 
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rà sempre positivo ( 793 . 3."), e quindi tale sempre sarà il coeffi- Fig.154 
ciente costante del secondo membro. Potremo dunque rappresen- 

tarlo con con che avremo y' l ——( , ìax-^-x' 1 ) ) equazione che 

dando y immaginario quando x è negativa e <2«, mostra il vuoto 
che resta per il tratto Aa ■ E qui pure come nell’ellisse, si chiama 
asse primo, maggiore o trasverso l’asse 2 a, secondo, minore o 
coniugato l’asse rappresentato dalla doppia normale Bfc= 2 Ì, ele- 
vata sul centro C, e che inquestacurva,allaqualeèdatoilnomed'{- <55 
perbola, non entra dunque come nell’ellisse fra le ordinate ( 936 ). 

939. Se, come per il circolo (911), si introducano in luogo delle coordi- 
nate x, y i loro valori dati per le coordinate x', y 1 riferite ad assi qualunque e 
a qualunque origine, otterremo equazioni più generali. E qni pure dovremo os- 
servare che gli assi primitivi estendo ortogonali, sarà (907 . 1 .") x=a-t-x'co*xx'-i- 
ysenrj',r— 6-i-x'senxx'-+-ycotyy , ovvero x=za-+-px'-{-eìy,) =zS-V-p'x’-+q , y‘ 
ponendo per semplicità di calcolo cosxx'=y>, senxx’xcv', senjy'z=q, cosyy‘=q'-, 
ed occorrerà rammentarci che oc e 6 sono qui le coordina:.? che riferiscono la nnova 
origine alla primitiva (906). Abbiati dunque l’equazione r’=ax alla parabola del 
parametro a. Introdotti i nuovi valori, sviluppato il quadrato, mandala a zero l’equa- 
zione e fatto 2p'—Aq', 2Sq’ — aqz=Cq ■*, 26p' — apxxDq", 6 ’ — aazz^Fq^ , la pro- 
posta, omessi per semplicità gli apici delle nuove coordinate, si trasformerà in 
f •\~AxY-\-^A'x x -\-Cy-V-Dx-\-F=Af. E qui osserveremo che mentre p' e q' sono 
respettivamente dipendenti da p e q, le cinque quantità a , a, 6, p, q sono arbi- 
trarie; d’onde ragionando come si fece per il circolo, concluderemo che i coeffi- 
cienti A, C,.D , F possono esser qualunque, e che perciò la trasformata in nul- 
l’altro differisce da un’equazione generale di secondo grado, se non in questo 
che i primi suoi tre termini formano un quadrato perfetto. Perciò ogni equazio- 
ne di fecondo grado fra due indeterminate x, y, nella quale i primi tre termini, 
o quelli in cui te indeterminate sono alla seconda e massima dimensione for- 
mino un quadrato perfetto, è una trasformata dell' equazione y*=ax della 
parabola, e quindi appartiene esclusivamente a questa curva (908). 

940. Ciò manifestamente vale anche qualora uno o più dei coefficienti^, C,e c. 
tieno nulli, purché D non lo sia insieme con C o con A, mentre nel primo caso 
l’equazione risoluta darebb e y=— j Ax+fr — F, cioè con F positiva darebbe y 
immaginaria, con F negativa apparterrebbe ad una retta (91 3); e nel secondo non 
sarebbe più fra due indeterminate, ni potrebbe appartenere a veruna curva. 

941 .Frattanto se Az=0, o se abbiasi y'+Cj +Dx-\-F=0, sarap'xxsenxx'xxO-, 
d’onde xx'=0, cioè l’asse X' della trasformata sarà parallelo all’asse X della pro- 
posta. E se anche C=0, cd abbiasi j-‘-^-Dx-\-Fx=0 , sarà 2 Gq' — aq=x 0; d’onde 
q' ■.q=.cot )y'=( 907. 1 .") tanqxy a : 6. Ora sia HO, parallela ad AN, l’asse V I58 

T. II. 6* 



Digitized by Google 




Fig .4 58 con l’origine in un punto qualunque H. Condotta dal punto M del suo tragitto per 
la curva fa MP ordinata all’asse A IN, la tangente MT, e la normale MN,sarà MP=6 ; 
fangPTM=*nngNMP=PN : MP=(952) J a : ftxztangxy '^tangx'y ' , d’ onde 
x' r 'srMTP^sfTMH, cioè l’asse Y sarà parallelo alla tangente inM. Infine se anche 
/=0, ed abbiasi ^ , -H/)x=0, equazione che non differisce dalla primitiva se non 
per l’angolo delle coordinate, e pel coefficiente di x, sarà € J — ao=0, d'ondea=6’ : axz 
AP (937): saranno perciò AP e PM le coordinate che riferiscono alla primitiva A 
l’origine nuova, la quale dovrà dunque cadere in M. Si avvertirà che iu questo caso 
e nel precedente, si hanno due eguali ed opposti valori di y per ogni valore di x; 
onde l’asse X* al pari del principale, divide in mezzo tutte le sue coordinate j per 
lo che vien chiamato diametro. Ma su di ciò più estesamente altrove (955). 

5 » 

942. In pari modo si troverà chele due equazioni -+-*’)> s P ct * 

» « 

tanti l’una all’ellisse (964), l’altra all' iperbola (980) , si trasformano nelle due 

•y-d'% t -+-‘là > £>p , x-\-2a'%q'jr-\-a' , p [ ' k x t -i-2a' t p l q'xY 1 ^ ^ 

±2Fapx -yrlFoLqy -*-b*p'x* '+z2b*pqx y •+zb*q'y % ) 9 

vise per il coefficiente di^r* posson rappresentarsi in comune con y *-\-Axy-{-Bx t -+- 
Cy-)rDx-\-Fx=Q, ove i cinque coefficienti A, B,C,ec. funzioni delle sei arbitrarie 
a, 5, a, 6, p t q potranno aver qualunque valore. Bensì poiché operando si trova 

B — jA'zzz-y-a'b' » dovrà esser B^^A 1 quando ha luogo il segno 

superiore, ossia per l’ellisse, e B<\A y nel caso opposto, ossia per l’iperbola. Di qui: 
ogni equazione della f orma y *-\-Ax y-\-Bx'-\-Cy-\-Dx-+-Fz.O y sarà ad un 9 ellisse 
se B^^A' f ad un' iperbola se B<i^A*. Si eccettui il caso che manchi y'i poiché 
dovendo allora aversi a.' , q i% -£b x q t =^ 0,nè potendo ciò avverarsi se non qualora abbia 
luogo il segno inferiore, l’equazione apparterrà dunque in ogni caso alPipcrbola. 

943. Quindi 1 .° se B sia nullo o negativo, l’equazione sarà sempre ad un’iperbole. 

b * — q ]X scn'xx 1 — coi’ty 1 

2.° Se con i A abbiasi B=z < troveremo— -=■ -■ -=■ — . = i , 

' 4 a q 4 — p sen yy 1 — coj’xx' 

e 5=a, cioè l’ellisse si cangerà in un circolo (964); come d’altronde è chiaro, 

avendosi nel caso nostro ^<2(9f2). Nel modo stesso si proverà che se J5==— 4 , 

e di più le coordinate sieno ortogonali, nel qual caso xx , z=yy ì (904.3.°), 

l’iperbola sarà equilatera. 3.° Se C=J9=0, troveremo F a(pq* — p'q)z=:0, 

a % fi(j)q f — p’q)=0, e poiché il fattore pq ì — p'q non può esser nullo, come è 

facile dimostrare, sarà dunque a=0, 6=0, cioè i due nuovi assi passeranno 

pel centro respeltivo delle due curve. 4.° Se inoltre manchi Axy , ed abbiasi 

soltanto jr*-\rBx*-{-Fz=d) t gli assi diverranno diametri (94 1). 5.° Se manchi il 

470 solo Bx* y sarà a*p }X =zFp y , p l :p=zb:a, e quindi tangxx's: (988)*a«gDCA , 

ed xx'=DCA , cioè l’asse X 1 sarà parallelo ad uno degli asintoti ; come sarà 

parallelo all’altro asintoto l’altro asse J se manchi y* y e sia perciò 

L’iperbola sarà poi equilatera se di più, come sopta, abbiasi xx'sxyy' y 
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fcioc sfe le coordinale «ieno fra loro ortogonali. Frattanto poiché all’equazione 

può agevolmente ridursi Pallia Py* -\-A' xy-\- 
JB'x * -{-Cj'- i rD , x-\-F i z=zQ t sol che questa si divida per P, e poiché quindi non può 
esservi equazione di secondo grado che non cada ó non possa ridursi sotto una 
delle torme contemplate, concluderemo perciò che escluso il solo caso osservato di 
sopra (940) , qualunque equazione omogenea del secortdo grado , purché ridot- 
ta a zero non sia decomponibile in due fattóri di primo (933) , spetta sempre 
o ad un citcolo o ad una qualche sezione cornea ; d’ onde il nome di linee di 
secotid’ ordine dato a queste curve. 

g44 . Le due equazioni dell’ellisse e dell’ iperbola posson 

4 ,i . 2h 1 

riunirsi nell’ unica y‘ 1 = — (sax-t-r 1 ). Si faccia — =/> : avre- 
ino allora ■y*=px-\ ' ^ , equazione la quale non differisce da 

quella della parabola che per l’ aggiunta del tèrmine ^ ~~ * 

E poiché questo tanto più diminuisce quanto è più piccolo x, e 
più grande la (5o), perciò gli archi ellittici ed iperbolici tan- 
to meno differiranno dai parabolici, quanto saran più pros- 
simi al vertice, ed avranno un più grand' asse trasverso. 

La costante/? introdotta nella comune equazione dell’ 
ellisse e dell’ iperbola conserva anche in essa, come in quella 
della parabola , il nome di parametro se nonché in que- 

ste due curve è terza proporzionale dopo i due assi. Ora una 
delle più importanti ricerche dell’attuale teoria è di trovare il 
. valor dell’ ascisse, o i luoghi dell’ asse a cui corrisponde un’ ordi- 
nata eguale alla metà del parametro. Quanto alla parabola, fat- 
to T=ìp si ha immediatamente px=\p 2 , ed x=\p. Quanto 

poi alle altre due curve si avrà px^ l ^=\p i , ovvero a?^ ~ — 

\p= (g44) * d" onde per il segno superiore , oper l’ellisse, 

otterremo x=a- \~y {a } — b 2 '), e per il segno inferiore, o per 
l’iperbola, x— — q-t ~y ( q*-+-b 2 ). 

946 . Nella paraliola il punto cercato è dunque ad una di- 
stanza dal vertice eguale alla quarta parte del parametro. L’el- 
lisse ne ha due, che si troveranno facendo scendere sull’asse tra- 
sverso dalla sommità B del coniugato due oblique BF, B f egua- 
li alla metà dello stesso asse trasverso. Infatti questa costruzione 
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st; 

F.t57 darà FC==/'C—=^ / (a 2 ~-b 2 '), onde AF— a — (a 2 — A 1 ), À/== 
«4-j/(a 2 — b *). E due parimente ne ha l’iperbola, che si tro- 
<55 veranno riunendo con l’ ipotcnusa BA la sommità B dell’asse 
coniugato con il vertice A della sezione , e quindi prendendo sul- 
l’asse trasverso al di quà e aldi là del centro C le porzioni CF, 
if ambedue eguali a BA. Infatti poiché B À=^/(a , 4-À 3 ) , sarà 
AF=CF — CA=|/ (a 2 H-A J )— -a , ed Af=ff -+-C A =- — y (a 2 H- 
A 1 ) — a. Questi punti F,y si chiamano fuochi ; il loro semi-in- 
tervallo CF si chiama eccentricità , che rappresenteremo con e, 
ed avremo CF =e=p / {a 2 ^x-b 2 ). 

P47- Intanto si noterà che moltiplicando tra loro i due tro- 
vati valori di x nell’ellisse e nell’iperbola , si ottiene (a — .... 
y (a 2 ^b'%(a+y ^^r-bfì^ztzb 2 -, dunque , non curati i se- 
gni , il semiasse minore è medio proporzionale tra le di - 
stanze dell’uno de’ due vertici ai due fuochi. Basti questo piccol 
saggio d’analogia tra le tre curve : per maggior chiarezza dare- 
mo separatamente il seguito delle lor proprietà ; il che faremo 
nel modo il più semplice ed elementare, ed in guisa che quel- 
li tra i principianti, ai quali non resti agio di proseguir lo studio 
oltre il primo anno del corso, possan volendo percorrere anche tut- 
to cièche sarà impresso iu carattere minore. Al quale importan- 
te oggetto abbiamo appunto in più d’ un luogo sacrificatala no- 
vità e la maggiore eleganza delle dimostrazioni, onde non dar 
luogo al richiamo d’altri principi, oltre quelli finora esposti in 
carattere maggiore. 



Parabola 

<)4®- Poiché nella parabola abbiamo y 2 =px (f)3$0 : dunque 
i°. i quadrati dell’ ordinate sono fra loro come le ascisse. 

<58 9lf). Condotta l’ordinata MP, e da M al fuoco F la retta 

o raggio vettore MF (902), che chiameremo z, sarà FM=z= 
V (MP* 4-FP 2 )=(93 7.94 r-4- \p= ÀP-H 

AF: prolungata dunque PA, se si prenda AG=*AF=j£ 7, e per 
G. si conduca l’indefinita o direttrice hGc parallela all’ordinata 
MP, sarà la normale MH=>PG=FMj dunque u°. ciascun punto 
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titilla parabola è ad egual distanza dalla direttrice e dal 
fuoco i 

g5o. Di qui la maniera di condurre una tangente a un 
punto dato M della parabola. Uniti F ed H, e condotta MT nor- 
malmente ad FH, se da qualunque punto tri di MT, diverso da 
M,si conducano in oltre le Hm, Fm e la mh perpendicolare al- 
la direttrice, il triangolo isoscele t5i5) FmH darà F m=mH. E 
siccome il triangolo rettangolo inAH dà tfiH>wù (B68.5°), dun- 
que altresì F tn>mh ; onde il punto qualunque m di MT, co- 
mecché più vicino alla direttrice che al fuoco, non cadere sulla 
curva , la quale perciò non avrà Comune con MT òhe il punto 
M. Dunque MT sarà tangente (53^) ; e poiché le parallele FT, 
MH danno F angolo FTM=TMH ( 547 )=TMF($a 5 .i d ), dun- 
que anche il triangolo FTM è isoscele , e perciò FT=FM; 
quindi presa FT=FM» la retta MT condotta per T e<iM sa- 
rà tangente iti M. 

q5i. Prolungata iti O la normale MH, e condotta MN nor- 
male ad MT, si avrà l’angolo mMO==HMT==TMF ( 960 ), e 
quindi anche OMN=NMF (5o4.4°)- Dunque tutti i raggi lucidi, 
calorifici e sortoti parallèli all ’ asse AN incontrando la pa- 
rabola in M sotto l'angolo d’ incidenza OMN» dovran rifletter- 
si p e r MF sul fuoco F, sapendosi dalla Fisica che l’angolo di ri- 
flessione è eguale a quello dell’incidenza. 

g5a. Poiché FT=FM=x-t- \p (94g)> sarà FT — \p=x= 
AT (q45); dunque la suttaìtgente PT (q34)— è doppia del- 
l’ascissa. La tangente MT—y’(px-h/\x 2 )= r i} / xz ; la sunnor- 
PIMI * px 

male PN= — = — = onde nella parabola la sunnor - 

tnale è costante ed eguaglia la metà del parametro. Infi- 
ne la normale MN=n=j/ {px-^-\p 3 )==y' pi • 

953. Chiamato 0 l’angolo MTP della tangente con l’asse , avremo (846.1°) 
MP y P PT _ 2* 

""MT" MT " V (P*+4 * * ) ’ 

21/ — — =2fenwp — : — . E se dal punto N, ove la nor- 

p-\-ix r p COSO) 1 x 

nulle incontra Passe, si conducano ad OMe al raggio vettore FM, le perpendicolari 

NB', NB, i triangoli NBM, NB'M eguali (951) daranno BM=MB'=PN=i/>; e 



F.<58 
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F.ISC ** '"B"* dal punto F si conduca sulla tangente TM la perpendicolare FCszq, iati 
MT ; TC : : MN : FC, e poiché TC = > MT (525), sarà FC=< ? =Jn=JVF*, e P* r - 
pz 

ciò Iqnxxn 9 a=pz , ed tizs espressione notabile della normale. 

954. 11 triangolo FMP dà FM : FP : s 4 : eosMFP. Fatto dunque MFT=6, per» 
ciò MFP=480° — 6, e sostituiti i valori di FM di FP=x— \p e di . . . 
coj(t80°— C)=(792.55*)— coso, avremo T-f- 1 p : x — \p 1 cosS; ossia x-f-Jp: 

‘ p ::i : 1-ycntS , d' onde .r-t-i — = — — (797.88*), equa» 

2(4-4-0046) 4cos*jl5'- { 

zione polare della parabola (902), di cui ti fa molto uso nell’Astronomia. Intanto 
ne dedurremo che , se collo stesso asse e fuoco si descriva un’altra parahola A'M’ 
del parametro p', sarà FM : FM 1 :: p : p' :: FA : FA’. 

459 955. Ogni retta indefinita A'Ocheda un punloqnalunque A' della curva sia con- 

dotta parallelamente all’asse principale AL prende il nome di diametro ; e se da 
qualsivoglia punto P' del diametro si conduca alla curva la P'M parallela all’ A'T 
tangente all’origine A’ del diametro, le A’P', P'M si chiamano coordinate al dia- 
metro, e tra esse esiste un’equazione di rapfiorto (896) come fra le coordinate all’ 
asse Per trovar quest’ equazione chiamo al solito x,jr le AP, PM coordinate del 
punto M riferite all’psse principale AL; x',y' le A'P',P'M coordinate dello stesso 
punto riferito al diametro A'O; a l’ascissa A Q del punto d’origine A',&> l’angolo 
A'TQ della tangente A'T con l’asse, ossia quello delle nuove coordinate x'j y’ fra 
loro. Dall’equazione all’asse avremo A'Q=|/a^, e il triangolo MP'O darà MO— 
y'senw, P'Orzry'cosM. Di qui _y=MP=MO- 4 -OP=MO-|-A'Q;=y'rcn&>- 4 -f/a/>, 
a»=AP=;AQ-|-PQ=AQ-t-A'0= : a-|-x'-)-jc'cojw, valori che sostituiti in y 1 =px,dA- 

ranno y' ' stn* u+ly' tena>y'ap=xpx'-\-py' cotto. Ma (953) ten * «ter - , e 

2se«w|/a^i=rpco*M,dunque — =x', ossia fatto per comodo p-+- ia=zp ' , 

p+ia 

y‘ ’sqt'x', equazione sinule alla trovata per l’asse; perciò qualunque diametro 
A'O divide in mezzo 1’ ordinate Mai, e il suo parametro p'=p-4-4a è quadruplo 
della distanza dell’origine A' dal fnoco F (949). 

956. Oltre l’equazione tra le coordinate , hanno i diametri molte altre prò» 
460 prietà comuni coll’ asse. Si faccia in primo luogo passare per il fuoco F la doppia 

i p 1 

ordinato Nn. Avremo l’ascissa ML=FT (549)=ay- jp (949) ss —(955), equi- 
valente cioè ad nna quarta parte del parametro p' e quindi Nn=2LN(955)^=^' Inoltre 
sarà LN=| /p'x=fs cioè la doppia ordinata che passa perii fuoco egua- 

glia il parametro : due proposizioni che si soli vedute verificarsi anche rapporto 
all’asse (945). 
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9 57. Abbiasi la secante NIm, c dai punti I, N ove essa taglia la curva si con- F I 61 
ducano le ordinate I fej, NE==? f . Poste x,x' le coiti spendenti ascisse edMm^=£, 

i triangoli Smi, NmE simili, daranno mS :mE j:SI : NE* ovvero b-\-X\b*\-x i ::jr: 
y :: y'p'x : yp'x*. Quadrando e riducendo si troverà (£ 1 -i-^r 4 )x , =(&*-^-x , *)x, 
d’onde 5*(x'-— x)-=xx , (x'— x), e£ 1 =.rx‘: cioè la parte esteriore del diametro , 
compresa fra l* origine e la secante , e media proporzionale fra le due ascisse . 

958. Or supponiamo che i punti N, I si avvicinino fra loro lino a coin» 
cidere in un sol punto M. La secante si cangerà allora in tangente, e le due 462 
ascisse x,x' diverranno ambedue eguali ad All. Avremo in tal caso 5 a =mA*.= 
ARXAfì^iAR®, e quindi mA = AR. Dunque mR = mA-4-AR=2AR : cioè la 
suttanstente è doppia dell 9 ascissa , come per P asse (952). 

959. Ciò dà la maniera di condurre una tangente mM da un puuto dato 
m fuori della curva. Fallo passar per ni il diametro mR e presa AR=mA, si 
applichi in R 1* ordinala RM parallelamente ad AG tangente in A (955). Uniti 
m, M è chiaro per le cose dette che mM sarà tangente. 

Può peraltro a questa stessa ricerca soddisfarsi ancor più semplicemente 
nella guisa che segue. Unito m con F, si conduca da m sulla direttrice he 158 
F obliqua mH=rmF , e si cali da H normalmente ad he la retta I1M, protrae n- 
dola fino ali’ incontro in M colla curva. Sarà M il punto di contatto , e la retta 
MT condotta da M per m sarà la tangente. Infatti poiché Hm=mF , e (949) 
HM=MF , MT dunque è normale ad HF (547 4.°), divide quindi in meno F 
angolo IJMF (525. 4.°), e dà TMH=sTMF; in conseguenza è tangente (950). 

960. Ma come son sempre due le tangenti che da uno stesso punto m scen- 
dono sulla curva , è dunque chiaro che si F una che l f altra costruzione debbono 
poter raddoppiarsi. Ed inlatti quanto alia seconda, siccome son due le oblique 
eguali mli che da m posson condursi sulla direttrice (497 . 9°) , cosi avremo due 
differenti angoli FmH, ciascun dei quali diviso in mezzo darà una distinta tan- 
gente. E quanto alla prima costruzione è manifesto che prolungata in M M Pordinata 
MR, sarà mM ,r tangente, per la ragione stessa per cui è tangente mM. Di qui frattan- 
to s’inferirà 4°. che due tangenti , le quali partono dagli estremi di una doppia 
ordinata , debbono incontrarsi in un punto del diametro prolungato; 2°. la retta 
che dal punto d y incontro di due tangenti sceiule sulla metà della curda con- 
dotta fra i due contatti , r un diametro che ha per doppia ordinata la corda. 

964. Abbiansi adesso due diametri IL, AE, per le cui origini A , I passi la fgj 
secante PÀ; e da un punto qualunque O di questa, preso sulla parte esteriore alla 
cuna, sia condotta OM* parallelamente ad JS ordinata sul diametro AE. Avremo 
4 .• 18 : OR :: AS : AR I S* : MR® (955); d’ onde MR* = ORXIS=ORXFR ; 
cioè le parli OR, MR, FR saranno continuamente proporzionali. 2.° La retta MM* 
divisa in mezzo in R e comunque in F darà (655) FM'XFM-f-FR * =rMR *=4}RX 
FR=OFXFR-+-FR* (654) -.onde FM'XFM^OFXFR. 3.° Quindi se da qualunque 
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F. (62 nitro punto P di PA si conduca PN' parallela a<l OTVj' sari pure LN'XLN.=PLX 
LE, onde si avrà FM'XFM : LN'XLN :: OFXFR : PLXLE :: OV : PL (549) a 
IP : IL (577) : perciò qualunque siasi 1‘ angolo sotto cut un sistema di due o 
più corde parallele e tagliato da un dato diametro , i rettangoli delle parti in 
cui rcspettivamente restati divise te corde , staranno fra loro come le ascisse 
corrispondenti. Quésto teorema include quello che è espresso dall 1 equazioni agli 
assi ed ai diametri , ed è molto più generale. 

962. Sciogliamo adesso alcuni problemi dipendenti dagli esposti principj. 

4 g 3 I. Dato l'asse AL c il parametro p , trovare un diametro MO che faccia colle 
sue ordinate un angolo dato MP/t=fl. Il problema si riduce a trovare il putito Q 
ove 1* ordinata normale MQ incontra 1’ asse. Sia AQarx ; il triangolo MQT dà 

lane «= (846. 2°) , d* onde dcs= —cót^a, e /J 1 — B-+-4r(955) = » * . 

° 2dr 4 ' seti 1 a 

il. Dato il parametro p' e l’ origine M del diametro MO, con l’angolo a delle 

Coordinale, trovar l’asse AL, il vertice della curva A, ed il suo parametro p. Se r 1 

bando le denominazioni del problema precedente, abbiamo MQ=tt J/px , p'z=s 

‘ — £»-» oc p-M* , onde pzap'sen * a , x= ^—coj ’ “> MQ z=±~ - sensuosa = Ztt 
seti a d 4 a 



l— senta (791. 42*) 

4 

III. Data la parabola VNm> trovarne I’ asse , il parametro e il fuoco. Cotta 
dotte comdnque e divise in mezzo in L,I le due corde parallele N/t, V v, si faccia 
passare per L,I la retta MB, che sarà uh diametro della curva (953). Sopra MB si 
conduca da n la corda normale on , che sarà parimente normale all’ asse cercato , 
comecché parallelo ad MB (955); onde divisa on in mezzo con la retta SQ , que-> 
sta retta Sarà 1’ asse della data parabola (937). Condotta quindi la corda SN, l’or- 
dinata NH, ed NQ normale ad SN , avremo (582. 2°) SR : NR :: NR : RQ, onde 
RQ sarà il parametro (937). Infine preso SF=! RQ , sarà in F il fuoco (945). 



j tallisse 



g63. L’ equazione all’ellisse essendo (iax — xx).t. 

iM ( ^ 

(936), si avrà i d , y* : a&r-^x 1 :: ì 1 : a 4 , cioè l ) M s :APXPa:i 
CB 4 : C A 4 ; onde il quadratd dell > ordinata sta al prodottò 
dell 3 ascisse , come il quadrato dell ‘ asse minore al quadrato 
del maggiore. 2 °. Per due nuove coordinate, y', x 1 si avrà 

y <2 = — a:' 2 ), ed^y’ :y**::x(ya — x):x\i a — x f ), cioè* qua* 

drati di due ordinate stanno come i rettangoli delle ascisse 
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corrispondenti ■ 3 . Descritto col centro C e ràggio CA Un cir- p.tdf 
colo, sarà PN*=AP X Hrt, ed avremo PN ; PM :: a: b ::CB ( :CB: 
onde V ordinate dell ' ellisse son proporzionali all' ordinate 
del circolo , e queste stanno a quelle come V asse trasverso 
al coniugato : perciò per descrivere un’ ellisse basta far passare 
uua curva per una serie di punti presi sull’ ordinate d’un cir- 
colo, divise in parti simili. 

964 . Se in luogo di prender le ascisse dal vertice A, si pren- 
dano dal centro C, dovrà cangiarsi x ina — x, e l’equazione 
fa ^ 

diverrà y 2 =- ~ (a* — x 2 ), la quale ha sull* altra il vantaggio di 

rimaner la stessa tanto per le ascisse positive quanto per le nega- 
tive, poiché niente cangia permutandovi x in — x. Questa , co- 
me più semplice, è più in uso; e da essa, se sopra B£ si ca- 
li l’ordinata MQ=PC=x, si ha x 2 =*- ^ (A 2 — y 2 ') , equazione 



al second’ asse , il cui parametro , terzo proporzionale dopo ib 
e 2 a, sarà /»'= 2 -^- = (q44) ~f^ 2 op— taf/' È chiaro che 

se a=*b, l’equazione all’ ellisse diventa quella del circolo (gl o); 
onde il circolo è un’ellisse equilatera o di assi eguali. 

965 . Prese dunque l’ ascisse dal centro, e supposto un pun- 
to M nella parte superiore o positiva della curva , si avrà il rag- 
gio vettore FM=z=^/(PM*-f-PF a )=(g46)j/( > y a -l-(e — x) a )= 



e*x a . 



} /(a 2 — 2ex-h )=a — risultamento che deve presce- 



gliersi in luogo dell’altro — — a, a cui pure sembrerebbe che 

potesse portar l’ estrazione della radice, ma che qui non ha luo- 
go , perchè essendo e ed x ambedue minori di a, si ha ex<a 2 , 

e in conseguenza — <a , onde — — a darebbe per FM un valor 

a a 4 

negativo, contro l’ipotesi. Nel modo stesso si avrà 
j/(PM 2 -4-P/'»)r=l/( r »-t-{fl-l-x) J )=t^ ( a 2 -h 2 ex-h .... 

a-h ~ . Dunque /M-4-FM=2 zj, cioè la somma dei due rag- 
gi vettori , o delle distanze di un punto qualunque dell' ellis- 
se ai due fuochi, eguagliai' asse trasverso. 
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966. St SU l’angolo P/M=S, sarà f?=e+xsf M cojg , e perciò x= 
fM.cort-e, ed/M= Z =a+ 

a* — e 1 \ap 

dell’ ellisse (902); si avrà pure FMu =-^ — ecos %i ~ a —ecot W ' P 0!to • 

10*4 967. Debbasì ora condurre ad un dato punto M della curva 

una tangente. Prolungato in L il raggio vettoreyM in modo che 
sia ML=FM, unisco FL, e conduco da M sopra FL là per- 
pendicolare MT, che dividerà in mezzo FL e l’angolo FML 
(5a 5. 1 °) .Quindi preso sopra MT un punto qualunque m di-' 
verso da M, conduco le rette fm, Fm, mL. Sarà mb =/nL (5 1 5)* 
e perciò mF-i-mf—mL-t-mf': ma mL-4-m/">/L(49^)« e P er co- 1 
struzione fi ==/'M— V-1V1 L=r- yM-+-FM=aa )j dunque iraF-P- 

tnf>7.a 1 onde il punto qualunque m non caderà sulla curva, la 
quale non avrà comune con MT che il punto M. Dunque MT 
sarà tangente ; perciò In retta MT , che divide in mezzo l J an- 
golo fatto esteriormente all’ ellisse dall’ un raggio vettore 
col prolungamento dell’ altro , è tangente. 

96' 8. Poiché FML è diviso in mezzo da MT, avremo FMT== 
TML=/MQ (5o(».i°). Dunque se da M si alzi sulla tangente 
la normale MN, sarà /MN=NMF (5o4-3 0 ) e quindi i°. tutti i 
raggi luminosi , sonori e calorifici che partono da uno dei 
fuochi, percuotendo la curva si riflettori sull’ altro. a°. Il trian- 
golo /MF darà (583) /M: FM ::/N : NF, ovvero /M-t-FM( 2 a): 

FM(a — ~) :: /N-t-FN(ae) : FN=e — =e— x-t- , ed 

_/N==ae — FN=e+ ^=e+a : — b — ; dunque poiché /P= 
x-he,ed FP=x— ‘e, si avrà i°. la sunnormale PN=FN-t-FP= 
h ~T^ V Ta' 2 °‘ la nonnale MN=n= lj/(aV 2 -+-^)=7, X 

b PM* 

yCa^ — e 3 x 2 )=^~ a J/( 2 az — z 2 ) (965),' la suttangcnte I’T— 

40. la tangente TM= gty (a*y*+ò***)=* 

- — j/ (a 2 — e 2 x 2 ). Inoltre f rC= ,r I P -4-PC ; — * “ * ® cjuln^ 
di CP: AC:: AC :CT, d’onde si ha im altro modo di de termi' 
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fi * 

Ilare il punto T della tangente in M ; T ~ -he — 



a*- 



a(2a — z) 



(965); TN==TP-t-PN= 



■ « rpri « ‘ . r n 

— — ; 1F— e——’, A 1 = 

fi*x x x 

PM . AT «r 



~^—ai e nel vertice A la tangente AV=-^, — =— ^=.. 



a-t-x 



by 



a-j-x 



969. Se debba condurti la tangente da un punto m dato fuori della curva, si 
unisca m con F, e quindi si facciano intersecare in L due archi l’uno descritto col 
centro in m e raggio mL==mF, l’altro col centro in f e raggio fL=2a. insegui- 
to si conduca j~h ; il punto M ove JL taglia la curva sarà il punto di contatto, e la 
retta mT fatta passare per M sarà la tangente cercala. Infatti poiché nsL^mF ed 
ML= _/L— /TVl=2a— -yM=FM (965) , MT è dunque normale sulla metà di FI. 
(517. t n ), divide in meno 1’ angolo FML (525), ed è per conseguenza tangente 
(967). E' poi manifesto che come l’intersezione dei raggi oiL, fi, può aver luo- 
go in due punti, P uno ai di sopra, l’altro al di sotto di m, cosi la costruzione po- 
trà raddoppisrsi , e darà due tangenti condotte dallo stesso punto m alla curva. 

970. Che se dai fuochi y,F, e dal punto N ove la normale incontra 1’ asse, si 
conducano sulla tangente e sui raggi vettori le perpendicolari fQ ed FB, NB ed 



NB', clune pure per il centro C,la DCD' parallela alla tangente, sarà f.° TN(- 



fi* 



-)* 



az b*% 2a l . a- 

riM(«)::TF(-):FR=,= — ::T f* *„/*?= 

X dìi x 



fi * (la — z) an , 

=— (968): d’ 

an z 

onde si ha FKx/Q^fi’.e la nuova espressione della normale n^x * = eeua- 

aq %q 

le a quella già trovata per la parabola (953), 2". M/(o-f- — ) ; /'P(c-)-x) :: f N(e-+- 



f *x e(e-f-i) a * — e * b % u 

— ) :/Vs= , onde /M^/B^MB^ — atteso 

a* a a a 2 

P angolo /MJfcNMF : 3°. T/(~W-e) — )::C_/(e):/D= — , e però 

X a a 

DM=rMy—/D=ra=D'M, attesi i triangoli eguali DMS,‘SMD'. 4°. Condotta da Cla 
normale CO sulla Ungente QT, si avrà CQ:NM(rt):: CT( — ) : TN(— - — ), d’on- 
de COxNM;=ò* . 5°. Infine condotta CM e chiamali w, y gli angoli MCT, MTC 
i due triangoli rettangoli CPM, TPM daranno y : x :: senti : cotta, y : PT :: seny : 
cosy; d’onde, posto il valor di PT c multiplicate le due proporzioni, si trarrà .... 
fi* 

tangy (Migrai — . 

a 1 
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974, Se dal punto M ti conducano all’asse coniugato la tangente Mf e la nor- 
male MO prolungata in n, i triangoli simili MOP, MQn, MQt, e la tunnormale 
A 3 x 

PO= daranno per il second’ asse, sostituendo il valor di x* (964), 4°. la mn- 

a 3 



normale Qn 



PM.MQ 

PO 



a*y 

‘ T 3 ; 



=§><*) S r. 



la normale M«= 



OM.MQ 

PO 



a OM * A * y * 

j~V (it-4-e ’); 3°. la suftaugente = ; onde Ct=CQ -+-Qt=a 

A 3 

— e perciò GQ:CB ::CB : Ct, come nell’asse tratverso (968). 

y 

972. La reua tiCN che passando per il centro C termioa ai due punti opposti 
della curva , dicesi diametro; e condotta DO/ parallela alla tangente in M , i dia- 
metri DO/, nCN chiamanti coniugati; le rette MP parallele alla Ungente son l’or- 
dinate del diametro Nn , le parti CP ne son I’ ascisse : il parametro di un diametro 
qualunque è una tersa proporzionale a questo e al suo coniugato. 

165 973. Per aver l’equazione alle coordinale PM, CP conduco da M la normale 

MO sull’ asse A a, e da P le PL, PK l’una normale ad MO, l’altra all’asse Act. 
Poiché CO e MO sono due coordinate riferite all'asse, chiamo x l’ una, l’altra , 
m, » i semidiametri CN,CD, x' , y' le CP, PM , coordinate al semidiametro CP, 
w P angolo NCT , y l’angolo NTC ;= MPL. 1 triangoli MLP , CPK daranno Mli-s 
r’senf, LP=.QK==y'coiy , PK =QL==x'senw , CK^xx’cosm , e quindi OL-t-ML— 
MO=) - ^=x , senu-(-y'seny , eCK — OK^rCO=x=x'cojw — j-'cory. Sostituiti que. 
sti valori nell’ equazione A 3 X 3 ~i~a *y 3 xzia 3 A 3 che immediatamente deriva da 

A» 

quella della curva , e osservando che tangftangto— — (970.3°) dà b 3 co.trncosy =: 



a* senMseny, avremo y' , (a\«en 3 y-+-A , co.s‘y)-f-x ,3 (a , jeu 3 M'4-A 3 cos 3 «):r=« 3 A'. 

Si ponga frattanto y'z=0; sarà in ul caso (898) x'=CN=/n, ed avre- 
mo 1*. m 3 (a 3 «e» 3 W-+-A 3 co» * M)^a 3 A* . Si ponga x‘=0, sarà y\ ivi )— CI) rz; 
n, ed avremo nel modo stesso II*. n 3 (a 3 »«H 3 y-+-A 3 co» 3 y) ss a 3 A 3 .Dunque e 3 X 
a 3 A 3 o»A 3 

»en 3 w-t-A 3 co» 3 w=— — -, ed a * sen 3 y+A * oos 3 y -, conche l’equazio- 



fi * 

ne ottenuta diverrà m 1 jr ' 3 -4-n 3 x 1 3 * « 3 , ossia 3 — (ni 3 — x' 3 ) in tut- 

m % 

to simile a quella degli assi. Da questa intanto ti apprende 4°. che i quadrati delle 
ordinate stanno tra loro come i retta pgoli delle ascisse; 2.° che ogni diametro NCn 
divide in mesto l’ordinate MPm, e perciò P ellisse intera; 3°. che ogni diametro 
Nn è diviso in mezzo nel centro C, perchè ne’ punti N,n si hxjr'szO, ed x 1 3 ssm 3 , 
onde x’xx.±m; 4°. che condoUa all’opposta estremità n del diametro Nn la Ungente 

»T', e da n l’ ordinala nq, sarà «q>=NQ, e quindi CT'=; (968)-^ — — JL^CT» 
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saranno dunque eguali i triangoli TPiC , T'nC , e perciò parallele (ra loro Ir due f. ( 63 
tangenti TE, GT 1 ; laonde le qoaUro tangenti condotte alle doppie estremità di 
due diametri qualunque lormano un parallelogrammo. 

974. Poiché b'zza 1 tang f tanghi, se questo salone si ponga nel primo mem- 



bro della I*. (973), avremo m 1 (jen* w 4 -taK^’pje«iueojM) = 4* = m ’ — — (sr.nc.tX 



ootf~i-sentfCOito)= 



m 1 tenui eii ( 



-,e quindi 111*, m 1 ten (w-q-p)= 



4 1 cntf 



4 1 cnsu 

Operando nel modo stesso sulla ll*.,otterr euui IV*. n * ) == ■■ f /r — > e a 

IIP. divisa per la IV*. daranno V*. — ^ “ n ? c °^ . om[e 4°. W *seH»X 

rt a tcuucos to tettilo 

costosa 1 scnfcosf , e poiché condotte le NQ, DI normali all’asse, si ha NQ= 
m tento, C Q=m cotto, DI =nseiif, CL=n cottf, si avrà DlxCI=NQxCQ, c '"ò 
i due triangoli DIC, NQC saranno eguali in superficie; 2°. se fo=to sarà /»=», 
cioè i diametri saranno eguali, proprietà che dunque esclusivamente appartiene a 
quei due diametri il cui angolo è diviso in mezzo dall’ asse. Si noti che dan- 

do b 1 =za 1 tang 1 to, e perciò =:langto— taug BoC, sarà dunque in tal caso 



O)— BpC , « quindi NCI—BoC, cioè il diametro Nn sarà parallelo alla corda rtB, 
e per la stessa ragione 1* altro Pd sarà parallelo alla corda ub. Si noti inoltre che 
peli’ ipotesi di m—n, l’equazione ai diametri, omessi gli apici, si riduce adjrs = 
dVr' , che si scambierebbe con quella del circolo, se le coordinate non tosse - 



co nel caso nostro obliquangole. 

3 U . Sel»Ul*- * IV*. si moltiplichino insieme, avremo ni 1 n ‘ 



b 4 costtcosto 



3 — ; — 1 3 

sentfsenuscu 1 ( 



pia si ha cottf costoni (973) T7~^~ -, dunque VI*. m % n 1 — 



a*4» , 

teli 1 (f -Ho) 



ossia mn sen(y-h<o)= ab , e imn X sen(f-\-to)=4ab^=2a X 24. Ora 2af(2b e il 
rettangolo degli assi, \mnseu (p-4-a>) é l’intero parallelogrammo EG; peicio tutti 
1 parallelogrammi circoscritti all’ ellisse e formati su due diametri coniugati 
qualunque, sono eguali in superficie al rettangolo degèi assi e quindi tra loro. 

4°. Se la HI*, ai «nolliplichi per se» ‘w , e la IV*. per se«*p , e quindi si som- 
mino i due prodotti , avremo {m 1 sen 1 u+n 1 sen 1 tf) sen(q-i-w)^b 1 (scnucos<f-h 
senfcosto)s=b 1 se«(y-f-s>) , d’ onde V U* . ni 1 sen 1 Urt-p ’ seti 1 <f=J> * , valore che 
introdotto nella somma immediata della 1*. e II -, darà Vili*, 



n 1 cot 1 fz=ut a . Quindi sommando la VII*, e Vili* - avremo IX*. m 1 -f-n * — «*-+- 
h 1 , cioè nell’ ellisse la somma dei quadrati dei diametri coniugati è costante. 



ed eguaglia la somma dei quadrali degli assi. 

5°. Finalmente se dalla I*., posto 4_srn*o> in luogo di cos*to, si cavi il va- 
lore di ten 1 to , e dalla 11*, posto f r-cos'f in luogo di teu*f si tragga il 
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, .. , , 6'(a^—m t ) a'fn’—i*) 

valore di coi 'a, troveremo ien I u= , cor 1 ? — — : JL 

m* (a • — b 1 ) ' n 1 (a * & > ) ’ 



ossia eoa 1 



a* (a 1 — m*) 



giacché da /n * -)-» 1 =:a * -f-4 * ti ha n 1 b*=a* 



n 1 {a — b 1 ) 

rn » . Divise I’ una per l’alba queste due formule troveremo X a . amsenosz=bncosf. 

F.I65 Ma «apposte NQ, DI normali all’asse maggiore, e DR(=IC) normale all’ asse mi- 
nore, alitiamo mien<a=NQ, «cos j<x=Cl=DR, dunque condotte le corde AN,DB, 
i due triangoli CNA, GDB, come pure i parallelogrammi CS, CV saranno eguali 
in superficie; quindi nell’ ellisie le superfìcie dei parallelogrammi, che un se- 
midiametro qualunque fa col semiasse maggiore, e il suo coniugato col semi- 
asse minore, sono tra loro eguali in superfìcie. 

975. La perfetta analogia fra l’ equazioni agli assi e ai diametri dà luogo per 
f66 questi a molte proprietà, che abbiamo già veduto spettare a quelli. Sia TB una se- 
caute qualunque , che tagli la curva nei punti Q, R e incontri in T il diametro pro- 
lungato ri D. Condotte su questo le ordinato QS, RH, e chiamato m il semidiametro 
CD, x', ztx" le ascisse CS, CH ( preso per la seconda il seguo inferiore quando 
C cada Ira S ed H), e fatta CT=rr, i triangoli simili TQS,TRH daranno TS*(r— 
x') » : TH * (r^x") * SQ » : Rii 1 :;#»*— x'* : m»— x' 1 * (973) ; d’onde ope- 
rando al solito e riducendo, si avrà (r % +m t )(x , '*lx")ziz2rx'x , '=; 2rm* ■ Si sup- 
ponga adesso che la secante TR si converta nella tangente TM, uel qual caso le duo 
ascisse CH, CS si riuniscono nell’unica CP; fatta CP=x l’ equazione darà (r»-+- 

... i.. , , x» — m» 

rx 1 =rm 1 , dalla quale risoluta st ha r- 



m*)x- 

scluso il segno superiore da cui si avrebbe 



, onde e- 

2x 2x 

assurdo , avremo dall’ inferiore 



r=CT= — , cioè CT terza proporzionale dopo 1’ ascissa x e il semidiametro m. 



, , __ m ’ — x 1 

Si ha pure la sultangente PTs=CT — x= , 

x 

DTXPM m-x 

— — =xuy , li tutto precisamente come 



e la tangente al vertice 
per l’ asse (968). 



DN=* 



976. L’equazione CT= — dà una seconda maniera di condurre dal punto e- 
x 

sterno e qualunque T , le due tangenti alla curva ; a ciò bastando far discender da 
T un diametro Dii, e prender l’ ascissa CP;=x tersa proporsionale dopo CT e CD; 
quindi condotta per P la doppia ordinala MM', saranno TM, TM' le due tangenti, 
avendo in tal caso sì l’una che l’altra la sultangente che lor si compete. Da que- 
sta costruzione intanto s’ inferirà , come nella parabola (960), che due fungenti , 
le quali partono dall' estremità di una corda, vanno a riunirsi nel diantelro 
che la divide per mezzo , o al quale è ordinata la corda. Ma passiamo ad un altro 
più importante teorema, 
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977. Sia la corda MO tagliala comunque nulle due parli MH, HO dal diamo- p fg? 

irò qualunque PE. Condotto sulla mela N dell* corda il diametro AB, e parallela - 
mente alla slessa il di lui coniugato KL (972), e condotte di più le MR, EG, HI 
parallele fra loro e ad AB, si faccia EC=r , KC=r, HC=ri,CH=*=;MN=OPI , 
CI=u=HN, GCsu, I triangoli CGE, CHI daranno GC* («*) : CI *(u») :: EG* : 
HI»(=MR*)::s*— w* :s*— i* (973.1°). Di qui »» : ::*)*: u* . 

£ poiché gli slessi triangoli danno GC (o>) : CI(u):: EC(r) : CH(ar), dunque s * : 
a 1 — * r * i x % , ed * J )*>_«» :• r* :r*—x* . Quindi »’--u»=(z-H0X 

(z~u) or (ON -j-HN)(ON— HN)=HO x HM = — (r ’,-**). Quest’equazione è 

analoga a quelle avute per le coordinate agli assi e ai diametri, e fa veder che co- 
munque e lotto qualunque angolo li taglino un diametro ed una corda, il ret- 
tangolo delle ascisse del diametro sta a quello delle due porzioni di corda , 
come il quwlrato dello stessa diametro al quadrato del diametro parallelo alla 
corda ; teorema che include ambedue quelli contenuti nelle predette equazioni a- 
gli assi e ai diametri , e che può riguardarsi come più generale. Una Bimile osser- 
vazione ebbe luogo anche rapporto all’equazione della parabola (961), 

978. Terminiamo con ia soluzione dei seguenti problemi. 

1. Dati i due semiassi a,b trovar due diametri coniugati chefaociana fra loro 
un angolo <lato p—DCn. Sarà p=(p-+-w) (973) e poiché abbiamo m 1 -4-fl * —a 1 -f- ( gj 

ab lab 

b' , ed mn= (974.3°); dunquo i od 

se«( 5 H~w) senp 

lab 

m±Ji=^y (a * -+-A ‘ ;fc - 4’ onde sommando e sottraendo s( ha m ed n. Per de- 

senp 

terminar la direzione di un de’ diametri o l’angolo HCTz=w, poiché si ha m * sen(ar+. 

b'oosq , i’tor(p— w) 

f)= -(97 4), e come sopra p-Hu =p, saia m*te>ip= — * cotiacosp •+- 



b*senp (7 88.39*) | d'onde cotta— 



t»*— A* 



4 * 



-tangp. 



II. Dati i semidiametri coniugati m, ne l’angolo p che fanno tra toro, trovare i 
due assi e la lor direzione. Dall’ equazioni mnsenpc=ab ed a » -+-A * —ai * -+-n * con 
un calcolo simile al precedente si determina nei. 1/ angolo che dà la direzione 
degli assi si trova come sopra, 

979. III. Data un’ ellisse trovarne il centro, gli assi ed 1 fuochi. Condotte comun- 
que e divise |n mezzo le due corde parallele CD, EF, si faccia passare per i pun- 
ti di divisione G, H la corda AB. Sarà AB un diametro (973.2°), sulla eui metà a- 
vremo il centro cercato. Con questo Centro e con OB per raggia si descriva il cir- 
colo KALB, e si uniscano i quattro punti d’intersezione delle due curve. Le nor- 
mali PQ, MN condotte da Q sopra due delle corde adiacenti KB, KA protratte 
dal(’ una e dall’ altra parte fino al perimetro dell’ ellisse, saranno gli assi. Infatti si 
(egliaitu normalmente nel centro, c zoilo respetti vomente perpendicolari sulla tuo 

7 77- i 
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F.I68 t,: * dell* parallele KB ed AL,K A e BL, proprietà esclusive degli assi. Trovati questi, 
i 1 uochisi avranno nella mauiera già data (946). 

Iperbola 

980. Dall’equazione all’ iperbola ^• 2 = (938) 

si ha \°.y 2 :oc{ia-\-x) :: b 2 :a 2 , cioè PM 2 : APXP/*" CB S :CA 3 , 
onde il quadrato dell ' ordinata è ai rettangolo dell’ ascisse 
( prese l’uuadaP al vertice A, l’altra da P alverticea) come 
il quadrato del secondasse a quello del primo. Per due imo- 

ve coordinate y',x' avremo y , 2 =z~ [lax'-^-x* 2 ) > dunque v. a .y* : 

y ' 2 :: x(ia-ì-x) : x'^a-hx 1 ), cioè/' quadrati delle ordinate stan- 
no come i rettangoli delle ascisse corrispondenti-, due proprie- 
tà che rilevammo ancora nell’ ellisse (963),con la qual curva ve- 
dremo averne l’ iperbola comuni molte altre, come è chiaro do- 
ver succedere in forza della somma somiglianza tra le due equa- 
zioni. Se si ponga x — a in luogo di x=AP , l’equazione di- 

venta y 2 = — (x 2 — a 2 ), e l’ ascisse son prese dal centro: e poi- 
ché questa non cangia permutandovi x in — -x, perciò appar- 
tiene insieme alle due iperbole opposte (g 38 ) j quindi quanto 
saremo per dire dipendentemente da quest’equazione , s’ inten- 
derà detto tanto dell’un’ iperbola che dell’altra. Intanto da y 2 =** 

~^x 2 — a 2 ) abbiamo x 2 = ^y(,b 2 -i-y 2 ) , equazione al second’ as- 
se, le cui ascisse e ordinate sono ordinate ed ascisse all’asse pri- 
mo, e tutte esteriori alla curva. In queste equazioni fatto a—b x 
vien e y 2 =-ìax-hx 2 , y 2 =*x 2 —-a 2 , x 2 ==a 2 -ì-y 2 , e allora l’ iper- 
bole dicesi equilatera. 

98 1 . Prese dunque 1 ’ ascisse dal centro , e supposto M un 
punto qel ramo superiore o positivo della sezione destra o po- 
sitiva, si avrà il raggio vettore FM^z==j/ (PMM-PF 2 )= Y (y 2 - 4- 

(x— -e) 2 )=y ( * - — 'zex-t-rt 2 )=~- — a, non dovendosi qui at- 
tendere aU’ altra radice a — che contro l’ ipotesi darebbe FM 
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negativo, atteso che abbiamo non solo x, ma ancora e maggio- F.i5> 
re di a (g46’),’ e P<‘ rc 'ò ex>à l , ~ >a, e quindi a — — quanti- 



tà negativa. Nel modo stesso si troverà yM=z— e ~-4-a. Onde 

yM — MF=ia, cioè la differenza de' due raggi vettori egua- 
glia l asse trasverso. 



982. Se sia 1’ .iugulo AFM=6, verrà, come nell’ ellisse (966), FM=i=.... 

i 

e 1 — </ a • fap 

a-\-ecosfi a-4-ecos% 



, equazione polare all* iperbola. 



g83. Per condur la tangente MT a un punto M del Pi per- 
itola, si proverà, presso a poco come nell’ellisse, che diviso 
in mezzo con MT l’angolo fMF formato dai raggi vettori, sarà 
MT la tangente cercata. Infatti presa sopra f M una porzione 
MI)— MF , e da un punto qualunque m di MT condotte mj ", 
/wF , mi) , avremo mf <C/‘D-t-Dm (493), ossia mf <20 -t- mF . 
giacché fD~fM — MF— aa (981) e Dm=mF (525. 2"). Dun- 
que altresì ntf- — rnF^ia; onde non essendo questa differenza 
eguale a 2a, il puuto qualunque m di MT non raderà sulla 
curva , che perciò sarà toccata soltanto in M da MT : onde MT 
è tangente. 

984. Se la tangente debba condursi da un punto m dato fuori della curva, sarà 
facile dimostrare, come nell* ellisse (969), che falli intersecare in D «lue archi de- 
scritti 1* uno col centro in m e raggio /wD=F«i, 1’ altro col centro in J’e raggio 
/'D=2a, e prolungata y*D fino all* incontro in M colla curva, sarà M il punto «K 
contatto e la retta TmM la tangente .E qui pure si osserverà, come nell’ellisse (969), 



che la costruzione prescritta porta a trovar due punti di contatto, e perciò dà le 
due tangenti che da m posaon condursi alla curva. Ed è pòi inutile avvertire come 
in egual modo potremo condur le due tangenti anche sull’ iperbola opposta. 
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985. Il triangolo /MF dà (583) /M : MF ::/T : TF, ov- 
vero /M+FM (=± ~) ; yM(=— — ^ ::/T-+-FT(ae) : /T=» 

a*-f-ex a* „ a* 19 , 

— - — ==— -[-e. Dunque f 1 — 1 = —, a onde pur si tro- 

va un altro modo di determinare il punto T della tangente in 
M ; e di più 6Ì conclude, che essendo CT positiva finché lo è 
x , tutte le tangenti a quella delle due opposte sezioni ove 
le x son positive , tagliati l asse fra il vertice della medesi- 
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ma e il centro ; come per la contraria ragione quelle dell'al- 
tra sezione lo tagliano nella parte rimanente- Perciò niunq 
retta tangente ad un punto qualunque di un ramo può esserla 
a ve run punto degli altri. 

F.169 986. Quindi se MN sia la normale, si avrà la suttangeni 

te PT =*CP— -CT —x— ; la tangente MT== 

^/(TP 2 +PM a >=— (a: 2 — ^ 2 )(e 2 a: 2 — a*!) ; la sunnormale PN*p= 



ajf r 



PM 1 Pi 



7 5 la normale n=Y (PM 2 -f-PN 2 )=— Y {e 2 x* — a*) — ? 



~^Y {z 2 -ir%az ); TN=PN-f-PT« 
aTc 



nx-He 1 




*(2 a~Hs) a*/i* 

1=3 F7' 



X ' X 

987. Se, come nell’ ellisse (97 0), si conducano le perpendicolari NB, NB 1 ai 
raggi vettori, ed FS ,fs alla tangente, a coi sia parallela la CD condotta dal centro 

C, si troverà FM(?— a) : FP(x — e) :: FN(x — ed \ : FB= X -.Dunque t“. 

' (I ’ • /2 ® r ft 



MB=FM — FB=— — a — — 
a 



a: (944) ; e perchè l'angolo. 

u a 

QMB'=/TMT=TMF rende eguali gli angoli B'MN,BMN,ed eguali c simili i trian- 
goli NMB 1 , NMB, sarà dunque MB'=xMB=-Jp. 2°. I triangoli TFS,T/j simili ad 



MPT danno TM : >^P :: FT : F§, TM : MP ::/T :Fa , e perciò TS* * (— i- (x* _ 

< 1 * 1 * 

PM* ( ~ (x * — a * )) : :FTXT/ ; FSX/r=A 1 . 3?. 

1 triangoli rettangoli SFM, MB'N simili, per esser l’angolo SMF=QMB'==MNB' 
(504- 3°), danno iminedi?lapiente FS (rf) ; FM (*) :: MB. ( ^-) : MN=a=j-*, 

6*z 

come nella parabola e nel}’ ellisse (953.970) , e di qui q~~- — 4°. Le parallelcT M^ 

CD danno fT : CT ::/M : DM, cioè -t?* > ^ : DM=«. 5°.Con- 

x x « 



dotta da C la normale CO sulla tangente QT, si avrà CO : NM (n) :: CT (— ) •• 
a*n % 

TN ( d’onde COXNM=4*. 6°. Infine condotta CM,e chiamati w, <? gK 

6 T 

angoli MCP, MTP dei triangoli rettangoli MCP,MTP, operando come nell’ ellisse 
^97 Q. $°), otterremo 4 * cosucfUf=a 1 tenuteti?, ossia 6 * xsn * tangvtang? ■ 
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()R8. Sia adesso alzata sul Vertice A la nòrmale Y)d di* 
Visa in mezzo in A* ed eguale all’ asse coniugato ai. Se dal 
centro C si conducano per i punti D ,d le rette indefinite CR , 
Cr.e da iin punto qualunque N di CR si conduca Nn parallela 
a D d , avremo (£79) CA : DA :: CP : NP, ovvero a : i :: x: NP». 

~ . Dunque l°.NMr~NP— PM=^ — X, ed M„=MP-4-Prt=.. 



onde NMxMn— ^-tr»=(98o)A J =DA>. s». Poi- 



ché NP=^> ed MP=y=~|/ (x 2 — a 1 )— (4*9>4 “ 



t — ec. 



bx ba % a* a* 

'2 4r* 



-éc.) ; sarà sempre 



a* 

8ar’ t6x* ' H 2r vl_1 ^ 4 jt* 

PN^MP , cioè la curva non incontrerà mai le rette indefinite 
CR, Cr; peraltro sempre più vi si avvicinerà , mentre crescen- 



do l’ascissa x, scema sempre là differenza — (1 - )-- ^ + ec. ) 

fra NP ed MP. Questa singolarità rimarchevole ha fatto dare il 
nome di asintoti alle rette CR, Cr, come quelle Verso cui la 
curva continuamente si avanza , senza raggiungerle , nè toccarle 
giammai. L’iperbola riferita agli asintoti ha molte proprietà, éd 
eccone alcune fra 4 e-principali. * 

989. Condótte MQ, AL parallele all’asintoto Cd, i trian- 
goli DLÀ, CLA sono isosceli (599); onde fatta AL=DL=CL— 
in, CQ=,r, QM=jr, e condotta MK parallela è perciò eguale 
à CQ, i triangoli simili DLÀ, NQM, MKn danno MN : DA :: 
QM : L A , ed Mn : D A : : M K : DL, e però NM X M A : D A a : : QM X 
MK : LA XDL*=AL a ; ma NM X Mn=D A 3 (988)5 dùnqtie xy=* 



in*, equazione all ’ iperbola tra gli asintoti , in cui m 1 






si chiama la potenza dell' iperbola. 

990. Se due parallele Ff, (ìg, terminate àgli aiintoti taglino un'iperbola nei 47 i 
punii m, h, p, K,e siéno MmN, PpQ perpendicolari all* asse, ai avrà Fm : M/n :: 

tip : P p, ed mf : mN :: pg : pQ, e però FmX™/ : MmXmN :: G pXpg •' P pXpQ; 
ma (988) PpXpQt=4à=MmXe»N; dunque FmXnifi=GpXpg; dunque anclie 
gTtXKG=/AxòF. 

991. Se i punti p, K coincidano in un sol punto D, la retta TDt sarà tangen- 
te in D, e si avrà Fm X m /==TD X D /= fh X AF; onde f h(lim-\-mF)=^Fm(mfv+- 
hf)> e però fhxxF m t TD=Dt j ma condotta DE parallela a C t, i triangoli simi- 



Digitized by Google 




470 



103 

f I I* TDE, TlC danno TE=rEC; dunque la tangente a un punto D dell* i perbola a» 
Im pure conducendo DE parallela all’asintoto, prendendo ET=EC, e per T , T) 
conducendo la retta TDt. 

992 . Dall’ esser sempre fh=Fm si ha la maniera di descrivere un* i perbola 
tra due dati aulitoli CT,Ct, che passi per un dato punto m , poiché condotte per m 
le rette F/* MN,si farà fh=£m t «N=Mm,e i punti m , n , h saranno neli’iperbola. 

993. Del resto gli asintoti d’ una sezione prolungati al di là del centro diven- 
gono asintoti dell’opposta. Iidalti alzata sul vertice a la normale D'd', i triangoli e- 
guali e situili DCf/, D'Cd 1 danno D , d , =D<f=2i, cioè i nuovi prolungamenti sono 
situati rapporto alla seconda iperhola come gli asintoti rapporto alla prima (988); 
onde ib'bbon godere «Ielle medesime proprietà. 

994. Poiché tutte le tangenti all* ìperbola ut Ain 1 taglian Passe fra A, C (985), 
e tagliandolo in C divengono asintoti, ogni altra retta QCQ’ contenuta fra l’angolo 
TCf degli asintoti e che passi per C sarà secante, e taglierà in due punti opposti 
M, M' le «Ine sezioni. Or la parie MM* di questa secante compresa fra le due cur- 
ve si chiama diametro trasverso o primo , il cui coniugato o secondo è la DCd pa- 
rallela ed eguale alla Tl tangente in M, e divisa in mezzo in C, come Tf lo è in 
M (991); 1* ordinale sono irtQ/n' parallele al coniugato T)Cd, e il parametro è una 
terza proporzionale al diametro e al suo coniugalo. 

995. Passiamo a trovar l’equazione fra le coordinate ai diametri. Poiché NQ • 

Qn :: TM : Mi, ed se dunque CM=rw, CD=MT=n, C Q=x f , Q m=y\ 

vx 1 nx* nx 1 

sarà m : n :: x 1 : NQ.= =r/iQ ; onde — y , mw=— — -+■ jr • ma ...... 
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TM 1 =lSmX«iw (994); dunque W* = 



-y»,edy«=_ (x'*— m'),e- 



qunzionesimilca quell.» delle coonlinate al l’asse trasverso, e che dar 1 *=— — (r ?2 -H* a ) 

/1* 

perequazione al diametro coniugato ;e da queste si apprende 4°. che i quadrati di due 
ordinate a qualunque dei due diametri, stanno come i rettangoli delle loro ascisse 
corrispondenti; 2°. che ogni diametro divide in mezzo tutte le sue ordinate, ed è di- 
viso in mezzo nel centro C, poiché d àar ,f =/»i*, e quindi Perciò il 

diametro di una sezione è diametro anche dell’ opposta, e in questa come nell’altra, 
le ordinate son parallele alla TV tangente in M 1 , la quale perciò sarà parallela ed 
eguale al diametro coniugato D </, e all’altra tangente T t. E con un raziocinio e cal- 
colo analogo a quello già adopralo nell’ ellisse (976.975), si potrà pur di mostrare, che 
come rapporto all’ asse cosi pure rapporto a qualunque diametro, condotta sul pro- 
lungamento di questo da qualsivoglia punto della curva una tangente, la parte del 
diametro inlerceLla fra il centro e la tangente è terza proporzionale dopo l’ ascissa 
corrispondente al punto di contatto e il semidiametro; che chiamala x' quest’ascissa 

x f 2 ——rn 1 

si ita per valore della suttaugcnle — — — ; che le due tangenti condotte all’esUc- 

x 1 
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mila di una corda s’ incontrano nel diametro clie la divide in mer.ro, ec. Può infine 
anche osservarsi che ogni diametro coniugato di un’ iperbole , è diametro trasverso 
di un’altra totalmente separata dalla prima. 

996. Se come nell’ ellisse (973) da M sommità di PM=y' ordinata al diame- 
tro CN si conduce MO ordinaU all’asse trasverso, e da P le PK, PL normali a 
CO,MO, e si chiamino come facemmo (987 .6°) «a, f gli angoli NCT, NTO, ben si 
vede che le rette ML, PL, PK, CK avranno gli stessi valori che le loro identiche 
nell’ ellisse, e sarà perciò MO=MI^PK=r==x'senw-Hy'jenp, e CO=CK-+-PL- 
*^=r l cos(u-+^' l cojp, i quali valori se si sostituiscano nell’ equazione agli assi, e ci 
rammentiamo che qui pure si ha (987.6°) b'costacosfssa’senusemf , ci daranno la 

nuova equazione ai diametri 

»*x f * 

— a'b*. Paragonandola con la trovata r r *= — — — *** > avremo 
o ■' m 



1 *. — «>= 



a*b* 



! II 4 . 



a'scn'tù— frcos'to ' tfsen'f—b'cós'y 

dal confronto delle quali con le loro corrispondenti I*. e li*, nell’ ellisse (973), ri- 
sulta che il b* è qui cangiato in — 6 * , e P «’ in — n*. Introdotti dunque questi 
cambiamenti in tutte le formule che per P ellisse si dedussero dalla I*. e II . , e os- 
servando di più che l’angolo CTN, chiamato allora è qui 180°—^, potremo, sen- 
u inutilmente ripetere i calcoli, stabilire per P iperbola dietro alle due prime, le 

% b*cosy rtri , x b*cosu> 

seguenti equazioni: III*. «•>)= — “ ; IV . n*sen(<p—t tì ) — ~ aen ^ 



.;V 4 . 



m* 

n* 



Sf "pcosp - _ VJ1 , ossia rnnsen{<f— tu)=ab , e 

sottocosto 

4mnjen(f— u)=2aX25; VII*, m'sen’u-n'sen* i Vili* . m * cos ’ tu— n * X 

b * (m * — -u * ) 



coi*®=:fl* ; IX*. m 1 — n * 1 —A 1 ; X*. se«*M= 



m*(a*4-5») 



; XI*. cOS*p = 



— — • le quali due ultime divise 1’ una per l’altra daranno XII*. amsenoì — . 

n*(a*-*-i») H 

- — bucato. 

997 . Frattanto dalla V*. avremo che se dalle estremità N, I) dei due diametri 
coniugali CN, CD si eonducan sull’asse le normali NQ, DI, i triangoli CNQ, CDI 
saranno eguali in superficie. Infatti atteso l’essere CQ— oicosto , NQ=msenw, e 
quindi C,N()= jCQxNQ= 7 »t*fen 6 >cosw ; come del pari per esser l’angolo DCI= 
NTO=p, e perciò CI.=aco*p, DLsuucn®, e (6 H)DCI=r5 CIXDC.r j n 1 senycosy; 
e quindi in virtù dell’equazione V‘.DCI=CNQ. La stessaequazionec’insegnache 
non potendo mai essere forsp, neppur poti'à aversi m=n, cioè nell’ iperhola non ( 
hanno luogo come nell’ellisse diametri eguali. 

998. Dalla VI*, si apprende che tutti i parallelogrammi circoscritti tra le 
rlue iperbole, e formati su due diametri coniugati, sono eguali in superficie al 
rettangolo degli assi e tra loro. Infatti condotta la normate tr sarà il parallelo- 
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F. 173 grammo Cli=CNX <'•=«> XtNx**'«NRi=BHi»en(f-^o), «l’ intero parallelogfatn- 
mo tl'=:4Ct = 4mj»X»<»(y— &>) = 2aX7*- Infine U IX*. ci mostrerà immediata* 
mente che iteli’ iperbola la differenza tra i quadrati di due diametri coniugati 
qualunque eguaglia la differenza dei quadrati degli asti ; onde nell’ iperbola e- 1 
quilatera qualunque diametro eguaglia il suo coniugato* 

999. Sia in ultimo come dell’ellisse (977), e nella parabola (961) la corda qua- 
lunque MO incontrata o tagliata comunque in H dal prolungamento di qnalsivoglia 
diametro FE. Condotto sulla metà N della corda il diametro AB, e parallelamen- 
te alla medesima l’ordinata EG e il diametro coniugato KL,si faccia CE=r, KCxs 
», HC=x,MNi=ONs=z ) HN=u,EG==w. Avremo EG* (w*) : UN* (u*)::CG* > 
CN* :: »*■+•»* : »*-+-z* (995), e quindi a * : »*-(-** — u* " o>* : u* :: EG* t 
HN* :: CE* (r*) : CH*(*»). Dunqde»* : **— u* ::r* :i*—r*, d’onde *•*- 

fi 

u*=(»-4-uX*— “)«=HOXMIfc=— (x* — r*), equazione analoga a quella ottenuta 

per gli assi e per i diametri, ma più generale, e dalla quale può dedursi un teore* 
ma Simile a quello già concluso nel caso medesimo per l’ellisse (977). 

1000. Ecco alcuni problemi la cui soluzione dipende dagli esposti prificlpj. 

I. Dati gli assi a, 6 d’un’iperbola, trovar due diametri coniugati ebe facciati 

173 tra loro il dato angolo />t=DCN . Abbiamo w, mn»e»(p— o>)=«ò,ed m* — 

«*=/«* — i*, che danno m ed tt; e per trovar la direzione di un de’ diametri a 

l’angolo NCT=(i), potrà farsi uso della formala (996.X*.) »en’a>=; — t7\' 

m*(a * *f -b * ) 

II. Dati i semidiametri coniugali m, n d’ un’ iperbola e l’ angolo p che fanno 
tra loro, trovare i due assi e la lor direzione. Ciò potrebbe averti con le due equa* 
noni del passato problema i è però più semplice 1’ usare gli asintoti. Per l’ eslre* 
mità N del primo diametro CUI condotta TNt parallela al secondo diametro Xìd, 
e che farà con NP l’angolo (NV=xp, e presa Nt=TN'=DC, si condurranno CT'y 
Ct : quindi diviso l’angolo T'Ct in mezzo con CA, sarà CA l’ asse primo, ed alzata 
in A la normale BA, e in C la CF=*BA, sarà CF l’ asse secondo (987). 

475 ^ fov * r 6*' aM '> il centro e i faoehi di un’ iperbola data. Condotte comun- 

que due corde parallele pk, mh si faccia passare per le metà O, I delle medesime 
la retta ID prolungata fino all’ iperbola opposta, se questa pure sia data. La parte 
D d di questa retta intercetta fra le due iperbole sarà un diametro, e sulla metà C 
di essa sarà il centro cercato (995.2"). Che se l’ iperbola opposta manchi , si con- 
ducano dùe altre corde parallele Ira loro, ed oblique alle due prime, ed il Centro 
sarà in questo caso nell’ intersezione delle due rette, che dividono respeuivataeftte 
in mezzo l’ una e l’ altra coppia di parallele. Con questo centro , e con un raggia 
qualunque descrivasi nn circolo in motto clic tagli la coeva in due punti ; e sella 
retta che riunisce i medesimi si conduca dal centro una normale ; la parte di que- 
sta, intercetta Ir» il centro e la curva, sarà, come è evidente, il semiasse trasversa* 
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Quatilo ai couiugalo potrà averti condncendo all' a»» un’ ordinata qualunque Mi* , F 
Cercando una media proporaionale fra le due aaciaae AP, aP, e quindi una quarta 
dopo la media suddetta, l’ordinata MP, e il semiasse trasverso CA. Tutto questo 
è evidente per 1’ equazione alla curva. Quanto ai fuochi ti troveranno col metodo 
già dichiarato (946), 

tOOt. La rettificazione, la quadratura ed altre proprietà di queste e delle se* 
pienti curve, si troveranno nel Calcolo Integrale. Qui frattanto porremo al solito 
alcuni problemi e teoremi da Sciogliersi o dimostrarsi per esercizio e studio dei prin- 
cipiami, e che serviranno nel tehipo Stesso a far rilevare altrenotabili proprietà spet- 
tanti a ciascuna delle seziorii Coniche, 

I. Nella parabola, come pure nelle altre sezioni coniche, la tangente al vertice 
è anche normale all’asse. 

Ris. Dalle espressioni dei raggio vettore in ciascuna curva sì dedurrà in primo 
luogo, che il vertice è fra tutti i punti di ciascuna sezione il più vicino al prossimo 
fnoco. Di qui, dalla nautra della tangente (6 37), e dalla nota proprietà della norma- 
le (519) si Conclnderà la verità del teorema, 

II, Suppongasi Che la corda NM nella parabola NEM divida in mezzo l’angolo {60 
LMD, fatto dall’ asse o diàmetro ML colla DM tangente al vertice o Origine M : 
determinare il valore delle coordinate NL, LM. 

Ris. Osservando «he ii triangolo NMt è isoscele, si Conclnderà NL=ML. 

Di qui e dall’ equazione alla curva si dedurrà che ciascuna delle due coordinate 
eguagtia il parametro, 

IH, Nella atessa cul-vi abbiasi I’ asse AN colle ordinate MP, EN dittanti fra * ^ 
loro d’un intervallo PN eguale al parametro : determinare il rapporto di EN ad MN . 

Ris. Introdotto nel valor di MN dato dal triangolo rettangolo MNP, quello 

EN * 

di MP dato dall’ equazione alla curva, e osservando ebe p-4-APx=AN=z ' - , si 
troverà MN— EN< 

IV. Condotta comanque nella parabola VSv la corda Nn, e dai punti N, n le f®® 
Pn, NR ordinate sull’asse o diametro TQ, determinare la ragione delle ascisse SP, 

SF, SR ; e nel caso che la corda attraversi l’asse ad una distanza dal vertice egua- 
le al parametro p* dimostrare che ii prodotto delle due ordinate è eguale ip 1 , 

Ris. Dai triangoli simili NRF, PnF e dall’ equazione alla cnrra si avrà pri- 
mieramente PF » : FR * :: SP ) SR. Di qui FR * _PF * » FR » SR— -SP i SR; d’ on- 
de osservando che FR * — PF*=z(FR-ì-PFXFR— PF>=PR(FR— PF), che SR— SP 
z=PRf e in seguito che SR— FR=SF , si giungerà facilmente all’ equazione PFX 
SR=FRXSF, Questa dà SF : PF ::SR : FR, e quindi SF— PF : SF:: SR— FR : SR, 
ossia SP :SF :iSF: SR, onde la ragione cercala è continua geometrica. Di qui 
PnXNRscpXSF, e nel caso di SFz=p, PnXNR=p*. 

V. Supposte nella parabola IBN le parallele MF, DB ordinale al diametro IL, ffg 
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P.I76 o Ugbau inG, K dall. cord, IN, determinare il opporlo di MF X GF, DB X KD, 

MF> Rn/7" 8 TJ rF ’ KD1 el ’ ey '~ danno GF KD -. 

MF BD\- donque GF X MF : KDXBD : : MF’ : BD\ 

VI. Nell, stessa paral>ola ,i, IE ungente all’ origine I del diametro ID , e da 

due punì. H, E d. essa .ieno condotte sull, co, da NI le rette HG, EK parallele al 

diametro ID determinare il rapporto dei rettangoli CH X HG, EM X EK 

m J U - f rÌ<]eUCr4 Che HC ’ EM «rispondono su. diametro a due ascisse ed 
m,EI alle loro ordinate; quindi applicato il raziocinio del problema precedenti, si 
troverà che i dati rettangoli stanno come GIP ; EK'. 

VII. .Sull’asse ID della parabola MlT si prenda 1> ascissa IF eguale al para- 
, ’ e condotta comunque per F la corda MT, se ne uniscano l’ eremiti, M T 

col vertice I : determinare il valore dell’ angolo MIT. 

Kis. Condottele ordinate MQ, TO, avremo (probi. IV.) IOxIQ^IF^oT* 
MQ. 1 triangoli rettangoli IOT, IMQ so,, dunque simili (5tH), e gli angoli MIO 

1C2 ““ Tu!' Ql " ntJ Ì M ' Q+OIT=900 ( 56( ' 3 ° )I onde il dato angolo è retto 

II. Sull origine S del diametro o asse SR abbiasi 1. tangente SC, da „„ di 

".! 7 C si» condotta 1, secante CN che ineontri la parabola in „ N 

e il diametro io F : determinar la ragione delle parti C«, CF, CN ’ ’ 

sf n ,oro e 4113 (955 > — sp - 

problema IV. si concluderà C„ : Cr cp’^ * Pr0p0rZ,0ne iUWi ‘' al 

06 eo J X ‘ r^ "n E di EI all’origine 1 del diametro ID si 

duca fino alla parabola la retta EM paraUela al diametro, e la secante FT ,ll’ e 

~ T de,.a retta MT ordinata a, punto M : dimostrare che sarà CE^O 

ce . eo-mf srr pr€ t; n r e dai tr, ' aDgol, 5imi, ‘ mte ’ oft « 

di CE, e p^i^a C ° mC 6 PPÌa di MF (955) * ” rà P " re EO **« 

AIM^I ?° ndOU . <> !' VC1 t,C ' A,M dl due d,ametri qualunque AB, MG della parabola 
diametro .7’ CM ’ c,:, scuna delle quali sia prolungata fino all’ incontro col 

diametro corrodente all’altra, determinare comesi divideranno tra loro 

Af. Condotta l’ordinata AR, si avrà CAj=MR — FM CD’ISA- „ • j • . • 
goli simili CAD.DFM si avrà AD=DF CD-DM.C \ * 
ranno in parti eguali. E C ‘° è ,e d “ e Un 8 cnt ' « d i'i d «- 

XI. Poste le stesse cose determinare il rapporto delle due Ungenti CM, AF. 

si rifletterà 7° ^ ^ C °" d " tle * e ordinate AR, KM 

, nfle t a che queste son parallele alle Ungenti. Da eli,, dall’equazione ai di me- 

IH, C dall’essere MR=FM (95 8 )=AK si dedurrà CM « ; AF-: ; Z 

cr il fuoco F della parabola MAzz, passi comunque la corda Mm alle 
cu, estremità sieno condotte le Unenti MT „ T ■ I ■ , ’ 

angolo s’ incontreranno. ° ’ T ' ***"”>** d °'« * «>Uo qual 
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Rù. Si estenda MT fino all’ incontro in H col prolungamento dell’ asse, e si p _ 1 7 7 
conduca inoltre TB sulla metà di Mm, ed FA dal fuoco F al punto A, ove TB taglia 
la curva. Dal triangolo MBT simile ad MFH (960.955) isoscele (950),si avrà TB» 
MB=(955) mB=(956)' p'=(955) 2FA=(956) 2AT. Le prime due equazioni fan 
conoscere che l’angolo MT m è retto, perchè resterebbe inscritto nel semicircolo, che 
avesse per diametro Mm ; l’ultima dando AT=F A, mostra che il punto T spettante 
al diametro AB, parallelo di sua natura all’asse, è necessariamente nella direttrice (949). 

XIII. Poste le stesse cose dimostrare che la linea TF condotta dal punto di con- 
corso al fuoco, è normale alla corda mM. 

Ris. Riflettendo che AF=AT=AB, e ragionando come nel problema prece- 
dente, troveremo che anche l’angolo TFB sarà retto. 

XIV. Abbiasi la parabola ABC con le AG, GC tangenti in A, C e concorrenti <78 
in G; e ad un punto qualunque B dell’ arco parabolico ABC sia condotta una terza 
tangente HF che incontri in H,F le prime due. Mostrare che CF : GF :: GH : AH. 

Ris. Si conducano le tre corde AC, AB, BC, e quindi da G la GD snlls metà 
D di AC, e da H, B, F le HI, BK, FE parallele a GD. Sarà GD un diametro prolun- 
gato (960.955), e tali per conseguenza saranno pure FE, HI, che avranno per doppie 
ordinate, e divideranno quindi per metà (955) le BC, AB. Si avrà dunque (577) AI» 

IK, KE»EC ed AD=DC, ossia AI- 4 -IK-<-KD=DE-t-EC ; d’onde osservando che 
KD=KE — DE=EC — DE, si trarrà facilmente A!»DE. Ma GC : GF :: DC : DE, 
dunque GC : GF :: AD ; AI :: AG : AH; e di qui GC— GF : GF :: AG— AH : AH; 
ossia CF ; GF GH : AH. 

Dunque all’ incontro se poste ad angolo due rette qualunque AG, GC si prendo- 
no sull’ una e sull’altra due punti qualunque F, H in modo che sia CF : GF :: GH : 

AH, la retta FH sarà tangente in un punto B ad una parabola che abbia parimente per 
tangenti in A, C le rette AG, GC. Di qui la regola conosciuta dai pratici per descri- 
ver graficamente questa curva. Divise in m parli eguali, per esempio in <0,iedne rette 
AG, GC, si contrassegni ciascun punto di divisione con cifre , nel modo ed ordine * ' ® 
che vedesi nella figura. Si uniscano quindi con rette le divisioni contrassegnate con le 
medesime cifre, per esempio le H, F segnate con la cifra 4. F.’ chiaro che rappresen- 
tando con a , 5 le respettive lunghezze delle divisioni di GC, GA, avremo GF= 6 «, 

CF=4a , GH=45, AH =64, e si avrà CF:GF : : GH : AH ; onde FH sarà 
tangente alla stessa parabola a cuison tangenti GC, GA. Cosi saranno tangenti tutte le 
altre rette nel prescritto modo condotte, e ciascuna conterrà intorno al punto di con- 
tatto una piccola porzione che sensibilmente si confonderà con la curva, la quale ver- 
rà dunque sufficientemente rappresentata dalla successione di queste piccole porzioni. 

Uniti quindi i punti C, A con la retta CA, la GD condotta sulla metà di CA sarà un 
diametro, col mezzo del quale potremo aver l’asse, il vertice e il fuoco (962.3°) . 

XV. Tutto supposto come sopra, mostrare che HB : BF :: AH : HG. 

Ris. Avremo primieramente HB : BF s: 1K : KE :: ( per essere 1K=A1=DE, 
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1 78 b KE=KlM-DE=:KD+IK=DI ) t)E : É»I •: ( per essere DC=DA ) DEX DA :DC Jjf 
DI. Ma coihIoIU FL parsitela ad AC, si ha DE : DC GF : GC :: GL : GA, e d'al- 
tronde DA : DI :: GA :GH, dunque DExDA : DCxDI :: GLxGA : GAxGH :t 
GL : HG , e perciò HB ; BF :: GL .• HG. Infine poiché GL : AG :: GF : GC :: DE j 
DC :: AI : AD :: AH t AG; e quindi GL=AH, dunque HB ; BF AH : HG. 

162 XVI. Sia nella parabola MAM' la corda MM' ordinata aldiametro AB del pa- 
rametro p', Incontrata in F dal diametro IF condotto da un punto qualunque I del- 
la curva. Determinare il valore del reuahgolo latto dalle parli FM,FM' della corda'. 

Ris, Condotta IS parallela ad MM', avremo (655) MFxFM'seMR 1 — FR ‘su 
MR 1 — LS * =p'(AR— AS)=p' X IF. 

XVII. Abbiansi nella stessa parabola le due corde MM' , DK, che si taglino 
comunque in F; determinare il rapporto dei rettangoli MFxFM', DFXFK fat- 
ti dalle parti in cni ciascuna delle corde resta respettivameole divisa. 

Rii. Supposti ff i p" i parametri dei diametri , ai quali le due corde sono ordi- 
nate, il risullamcnto del precedente problema darà MFxFM' : DFxFK ::p' : p". 

XVIII. Si abbiano due parabole DAG, dag descritte sullo stesso asse AL e con 
lo stesso parametro , ma con fnoco diverso; e sia condotta comunque e dovunque net- 
la parabola esterna la corda BE : determinare il rapporto delle parti Bi, eE di q uesta 
corda , intercelte fra le due curve , e il valore del rettangolo BÒX^E fallo da una di 
else parti Bi, nella rimanente porzione bE della corda. 

Rii. Poiché le due parabole hanno un parametro eguale; tutti i diametri che 
bell’ una e nell’ altra sono ad egual distanza dall’asse , e perciò coincidenti , avranno 
pure un egual parametro, e saranno incontrati sotto uno stesso angolo dalle loro coor- 
dinate (962 1"), le quali perciò in tutti i pnnti comuni a due diametri coincidenti, do- 
vranno esse pure ueeessariatneute coincidere. Sia dunque HK un diametro della pa- 
rabola esterna che passi per ni, sulla metà di BE. Sarà BE Ordinata a questo dismetro' 
Sul punto m, e be sarà ordinata sul medesimo punto al diametro AK nella parabola in- 
terna. Di qui facilmente si dedurrà BA=eE. Di più condotta nell’ esterna la cordar 
Oo tangente all’interna sull’ origine h del diametro hK, chiamato p 1 il parametro co- 
mune, e fatte HA suA, A/tour, avremo BòxBE=(Boi — Am)(Bm-t-A/n)=Bm* — 
bm 1 =p'(x-\-b) — p’xz=p'b=£)h * , prodotto costante qualunque siasi la corda. Di 
qui può anche inferirsi , che le due curve son fra loro asintotiche, cioè che prolunga- 
te tenderanno sempre ad avvicinarsi senza incontrarsi giammai. 

XIX. Nell’ ellisse e nell’ iperbola il prodotto degli assi è sempre minore del pro- 
dotto di due diametri Coniugati qualunque. 

Rit. Nell’ellisse si ha (974.3°) nmséri(f-i-<o)=aò; nell’iperbola (996.V1*) 
miuen(if — u):=a&.Di qui chiaramente tanto per l’una che peri’ alba curvamn>a5. 

XX. L’ asse trasverso 2a è maggiore nell’ ellisse , minore nell’ iperbola d’ ogni 
diametro trasverso 2m. Ma l’ asse coniugato 2A è minore in ambedue le curve d’o- 

diametro coniugato 2 n. 

Rii. Supposte x,j le coordinate all’ origine del diametro ni, si troverà sr p Hf 
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|* una dia per l' altra cor»» — (964.980.94(5) a* )l 9 

poiché nelP ellisse é sempre r<a, nell’ iperbolax>a, dunque in quella a>m, in 
queste a<n». Ciò Tele per il diametro trasverso : quanto al coniugato , poiché por 
ambedue inaiente le curve abbiamo n*±i»=3>t*±: »* (974.4«,996.IX*), dunque è 
manifesto che sì nell’ ellisse ove fl>m , che nell’ iperbole ove «<m, sarà 4<V 

XXI. Nell’ellisse e nell’iperbole le somme e la differente degli assi sono respet, 
tjvameute l’una minore, l’altra maggiore della somma e della differenza di due 
qualunque diametri coniugai;. 

Ris. Poiché nell’ellisse (974.4°) ed irmeli (teor.XlX.) ? 

sarà dunque (tlH-f»)'>(«-+-*) * . ('»—») ' <(“—*) * »' 9 nlndi m+n>a-+i. ed m— 
ix£a—i. E poiché nell’ iperbole m*— ri*=a*—A» (#96. IX), ed n^i.mn^oi 
(teor.XIX.XX.), sarà 1°. m » * -+-i • , **.(»*+■»»)*>(<•-»-*)», quindi m-+- 
f)Se44 >" onde avendosi (m-H*)(m — n) ~ (a-+-ò)(<JT— ò), m — 

XXII. Ai vertici A, a di qualunque diametro Aa di un’ ellisse o di un’ iperbols p. (79 
si conducano le tangenti AD, mi, che incontrino in D, d la retta Dd tangente nel 
punto qualunque M j determinare il valor del rettangolo AD Xad. 

Ris. Prolungato il diametro p lg tangente Dd fino al loro incontro in T, e con- 
dotta l’ordinata MP, dai triangoli simili PTM, ATD, aTd avremo AD : AT :: MP : 

MP* 

PT, ad : aT :: MP : PT, onde AD)<ac/=:^^-XAT)<:aT, cioè applicati i noti va. 



lori (975.S?6.995) AD Xad=n\ 

XXIII. Poste le stesse cose, e soltanto cangiato in asse il diametro, P angolo che 



fanno fra loro le rette /D, f(jt condotte da uno qualunque dei luoelti/ all’ estremità 
D ,d delle tangenti AD, ad, sarà retto. 

Ris. Avendosi in questo caso A.DXad=A'==AfX/a (947), i triangoli DA/", 
fad saranno simili (581), c quindi eguali gli angoli AD/, a/d. Dunque afd-hAJD^z 
AD/-+-A/D=90“ (561.3°), e perciò anche D/£=90° (505). Può anche osservarsi 



che Dd* = 



fu*. 



e’* 1 ) 



2(tH-e)(fl*-i-e-r) D . ^2(a— e)(a* -f-ex) 



oq. 



i 



de D d * =/ìf 1 -+/D 1 , e perciò I* angolo D/d retta (659). 

XXIV . Se dal fuoco /di un’iperbola o di un’ellisse si conduca sulla tangente 
Dii la normale/E, e le rette AE, pE dai vertici Api, l'angolo AEc sarà retto. 

Ris. Rinnovate le superiori costruzioni (XXII.XX1I1.) , e immaginati descritti 
due circoli, l’uno agl diametro D/ l’altro sul diametro /W, il primo passerà 
per i vertici A, E degli angoli retti DA/ DE/) 1’ altro per i vertici E, a degli angoli 
retti /E d,/ad. Quindi i due angoli DEA, D/A iscritti nel primo sulla corda conite- 
ne AD, e i due angoli dEa, dFa inscritti nel secondo sulla cornuti corda ad saran- 
no respett riamente eguali fra loro. Dunque DEA-HlEas=Q/’A-+-t(/q=: (teof- pive .) 
90°, c quindi anche AEa=90°. 
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XXV. Poste sempre le stesse cose, e condotta inoltre dal centro C la CE al 
piede della perpendicolare^ E, determinare il valore di CE. 

Ris. Il circolo deacritlo sul diametro A a passa per E ; dunque CE=CA=a se- 
miasse trasverso. ,*•* t : ■ , ■ 

XXVI. Nell* ellisse e nell' iperbola il quadralo della normale condotta dal fuo- 
co sulla tangente sta al quadrato del semiasse minore, come il raggio vettore che par- 
tendo dal medesimo fuoco va al punto di contatto, a quello che vi va partendo dall’altro. 

_ . „ b % ,z 

Rts. .Sostituito in < 7 = — (969.1°,987.3°) ropportuuo valor di n (968.2°, 986), si 



, b*% 

avra (j a = w ; di qui la proporzione assegnata. 



XXVII. Nelle stesse due curve, le normali condotte da ciascun dei fuochi sulla 
tangente, son proporzionali ai raggi vettori corrispondenti. 

t > 1 z (ili 

Ris. Per P una di queste normali si ìi»qz= , per P altra q' =—(969.1 °,987) 

Di qui, operando come sopra, avremo la data proporzione. 

XXVIII. Nelle medesime curve il prodotto dei raggi vettori condotti all’ estre- 
mità di un diametro eguaglia il quadrato del semidiametro coniugato. 

Rit. Chiamati z, z' i due raggi vettori, si ha zz'= (965,981) (a-f-... 

5 ~)(±*cp— )==±?» * ^:-^-=(teor.XX.)±àJ » » +i » =n » (974.4°, 996.IX*). 

U OL fl* 

180 XXIX. Nell’ ellisse se uua secante HM incontri esteriormente in H il diametro 
FE prolungato, il rettangolo del diametro prolungato IIF nel prolungamento HE, sta 
a quello dell’intera secante HM nella sua parte esteriore HO, co me fi quadralo di esso 
diametro al quadrato del diametro parallelo alla secante. 

Rii. Ripetuta la stessa costruzione che al uum°- 977, ritenute le stesse denomi- 
nazioni, e rinnovati gli stessi calcoli o raziocini, si perverrà parimente all’ equazione 

, j> j> 

z *—«*=— (r 1 —x*), ovvero u* — z 1 — — X(*’— r J ). Ora u* — z*=(tH-z )X 

(„_z)=(HN-t-MN)(IIN— MN)=HM xHO, ed x'—r* =(z+r)(x_r)^(HC+ 
CF)(HC— CE)=HF X HE . Dunque HFxHE : HMXHO :: r* : s*. 

484 XXX. Nell’ iperbola se una secante HM parta da un qualunque punto H del 
diametro FE, il rettangolo delle due patti FU, EH del diametro sta a quello della se- 
cante nella sua parte esteriore, come il quadrato di esso diametro al quadrato del dia- 
metro parallelo alla secante. 

Ris. Ripetuta qui pure la stessa costruzione che al num°. 999, e ritenute le stesse 



denominazioni, si giungerà nel modo medesimo all’equazione z* — u *=—(** — »'*) 
s * 

da etti nasce l’ altra u * — z 1 = — -(r » — * * ). Ora, siccome è facile ritrovare, it * — • . 



S.^MHXHO, ed r‘— z.=FHXHE, dunque FHXHE : MHXHO V. r* : s*. 
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XXXI. Supposto che le corde MO, PDsi taglino iti un punto H dentro l’ellisse, p jgj 
o dentro una delle due iperbole opposte, assegnare il rapporto fra i rettangoli MHX 
HO, PHXHD fatti dalle parti in cui ciascuna corda è divisa. 

Ris. Condotto per H il semidiametro AC=r, fatto CH~r, e chiamali s, t i se- 

*» 

midiametri paralleli alle corde,avrcmo per la prima (977 .999) HOXHM=— 1 zp 

l * 

jr*), perla seconda PIÌXHDsì — {—r e il rapporto richiesto sarà di «* : 

r* 

!’ ■ Quindi se 1' ellisse si cangi in un circolo ore x=t, i rettangoli ti eguaglieranno, 
come già si sapeva (588). 

XXXII. Supposto che le due corde si cangino nelle secanti MH, DH, determi- 
nare il rapporto dei rettangoli MHXHN, HDxHG, latti da ciascuna secante intera 
nella sua parte esteriore. 

Ris. Unito H col centro C della curva , posto r il semidiametro AC, s, t i se- 
midiametri paralleli alle secanti , richiamali i teoremi XXIX, XXX. e operando nei 
resto come al precedente problema , il rapporto corcato si troverà di s * : ( * ; oudo 
riguardo all’ ellisse, se questa si caugi in un circolo , i due rettangoli si eguaglieran- 
no, come era già noto (589). 

XXXUI, Due tangenti condotte da un punto stessa sull’ iperbola o sull’ellisse , 
stanno fra loro come i diametri paralleli. 

Bis. S’ immaginino le due secanti del probi, prec. convertite in tangenti j i ret- 
tangoli di quelle diverranno quadrali di queste ; di qui il teorema attuale. 

XXXIV. Due ellissi o iperbole simili , cioè con gli assi la, ib, ! la', 24' respet- 
tivamente proporzionali , hanno proporzionali anche i diametri corrispondenti , os- 
sia quei diametri che ialino ira loro, ò con l’asse un angolo stesso; in generale han- 
no proporzionali tutte le loro dimensioni omologhe. 

Bis, Soprapposte le due curve in modo che i centri coincidano in un sol punto, 
c gli assi in una medesima retta, anche i diametri corrispondenti coincideranno. Sia 
BEs=2m 1’ uno, P'F=2m' 1’ altro, condotte sull’asse le ordinate FR^y’, 

4 4' 

chiamate x, x' le loro ascisse CM, CR, e riflettendo che dall’ ipotesi abbiamo — — r 

a a 

i triangoli simili CRF, CME daranno m* : m' * :;i’ :x' 1 ;yr* \y' * 

rta ' 1 ;:a 1 : a ! 1 ::4* :4' * . Di qui manifestamente il teorema, che noi modu 

medesimo può estendersi a tutte le dimensioni omologhe. 

XXXV- Date due ellissi o due iperbole , concentriche, e con gli assi coinciden- 
ti , se nella curva esteriore si conduca una corda NO che passi per l’ interiore , le par- 
ti NI, HO di questa corda, intercetto fra le due curve , aarauno eguali j e il rettango- 
lo HOXHN di una di queste parli nella rimanente porzione della corda, eguaglierà 
il quadrato LP* della tangente LP, condotta alla curva interiore sull’ origine P del 
diametro PF , che divide in mezzo la corda , e terminala ali’ incontro in L con la 
curva esteriore. 
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Rìs Coli raziocinio analogo a quello tenuto nel probi. XVIII. si proverà ehePF 
diametro divide in messo la corda Ili; d’onde NI=HO. Quindi chiamata x l’ascis- 
sa CD, m, m' i due semidiametri CB, CP, n, «' i ior coniugali , e riileUendo elio 
la similitudine delle curve interna ed esterna dà ni : m' ::n : avremo (973.1°) 

OD* ;HD*::±m*^t* :±/n'*rpx* , ed OD* iQD»-^HD» i:±m*;p*» ; 

' ::OD* :LP* (ito). Dunque LP* =(OD-+-DH)(OD-— -DH)=NHxHQ. 
<84 XXXVI. Condotta fra le due opposte sezioni di qn* iperbola equilatera la retta 
AD parallela all’ asse BK, ed unite l'estremità A, D della medesima con nno dei 
vertici B, dimostrare che P angolo ABD sarà rettq. 

RU. Si conducano le ordinate AP,DQ e la Ungente GB, Si troverà GB* ==AP* 5?s 
PQ»= 3 = (980) F,P X BPs=BQ X QE=GD x AG, e perciò retto l’angolo ABD (582.2°), 
<85 XXXVII, ProlungaU fino agli asintoti CT,C{ dell’ iperbola MAm la Tt Un- 
gente in qualunque punto M, dimostrare che la superficie del triangolo TCt sarà 
sempre costante, ed eguaglierà |1 doppio della potenza m * dell’ iperbola nel seno 
dell' angolo dei due asintoti, 

Ri s, Condotte NM,MQ parallelamente ai due asintoti, e osservando che TW= 
Mt (99<), si concluderà che sono eguali i triangoli TNM,OMt, e che perciò Of= 
Pf!H=OC. Ma OMt= • MXQC= ‘ CNXOCXsenNCt (633.846.<°)==}m*se«Xqt 
(989); dunque XCfc=TNM-+-MOt-+-MXOC=:2m*senNCt. 

<86 XXXVIII. Da due punti qualunque C f E degli asintoti AC,AE e parallelamente 
ai medesimi «lego condotte |e rette EI^CL prolungate fino al loro concorso in L; dal 
punto D, ove la prjma taglia la curva sia inoltre abbassata la PG parallela s<i AE, e 
sia infine unito il ponto A col punto L; determinar la ragione delle tre rette Al, AH, AL, 
Ris. Condotta BI( parallela ad AE avremo (9g9) ABxBH=m*==AGxGD=? 
AGxCL, d’ottde AB ; AG ;; CL : BH AL : All XP : XI ; quindi la ragion cec . 
cata è continua geometrica. 

XXXIX. Se in qualsivoglia sezione conica si la passare la tangente indefinita 
<87 px per l’ estremità dell’ordinata Flfi alzata sul luoco F, ogni altra ordinata PS pro- 
tratta fino all’incontro in H colla tangente, eguaglierà il raggio vettore FS, condotto da 
F al punto S ove è intersecata la curva. 

FMxPT pxPT 

Ru. Per ciascuna delle tre curve si ha PR=» = (945) . t ; quindi 

FI 2FT 

perla parabola, ove la sutlangente FT=}p (952) e PT=AP-4-AT=i-t-Ì/’, sarà 

-+-/I * ~j~^ 4 ^ IfX 

PR=jH- (949). Per le all”» due curve, ove FT=^-- (968,986)= — ... 

c c 

“+“a » — 2Jt 4 

(946) , PTt=±^T^CP^= (968.985) — -, e pesi— - (944), farà parimente 

c a ' 

FR = ±0^=^965,981). 

<88 XXXX. Dato un segmento L.ffiX di qualunque lezione conica, inscriver vi il trian- 
golo massimo . 

X" Condotta la corda PQ parallela alla base h!H del segmento, si faccia passar^ 
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per la metà di ambedue la retta NK ; il triangoloT NM sarà il cercato. Infatti NK sarà j,. | gg 
diametro (962.111. 979.111. 999.111.), ed NO tangeutc all’origine N sarà parallcLa ad 
LM. Perciò ogni altro triangolo inscritto sul dato segmento avrà con LNM comunu 
la base, e minore l’altezza; quindi sarà minore (632). 

XLI, Il triangolo massimo LNM inscritto nel segmento parabolico PIIML è 
quadruplo dei triangoli massimi inscritti sui segmenti terminati «lai lati LN,NM. 

Jìis. Per la metà di NM si faccia passare il diametro IID, e si prolunghi fino al- 
P incontro in B con la NB tangente in N vertice del triangolo dato. Per il teorema pre- 
cedente sarà NHM il massimo triangolo inscrittibile nel segmento NHMN. Ora aven- 
dosi NC=CM,e BH=HC (958), i tre triangoli MCH,IICN,HNB, e i tre MCD,NCB, 

NHM saranno respettivamenle eguali in superficie (640,510.2°). Dunque il triango- 
lo KNM eguaglia il parallelogrammo KB quadruplo del triangolo NCB, con cui ha 
comune I’ altezza e di cui ha doppia la base (633), e perciò KNM c quadruplo dj 
NCB e quindi di NHM. E potendo altrettanto dimostrarsi rapporto al triangolo mas. 
simo nel modo medesimo inscrittibile sull’altro latoLN, è dunque manifesta la ve- 
rità del teorema, dal quale è quindi assai facile inferire che tutta la superficie ilei 
segmento parabolico LPNHM eguaglia il prodotto di quella del triangolo LNM nella 

somma S della serie t-i — - — o c - Or poiché si ha in generala 

— X — =1 4-- — i-- — p— ;-!■ ec.,è dunque chiaro che fatta x=xi, sarà &=~: cioè 
x— 4 x x' x' 3 

4 

il segmento parabolico LPNHM è — del massimo triangolo inscritto. E poiché com- 
pito il parallelogrammo KB, e chiamala P l’area del semisegmento KNHM si ha 
3 p 

KR=2KNM=LNM=| X^Pss— , sarà JPsa’KR, cioè la superficie parabolica 

chiusa fra la curva e due coordinate è * del parallelogrammo costruito sulle due 
coordinate. E siccome, condotta da M la MS normale al diametro NK, abbiamo KR— 

NKX MS, dunque la medesima superficie equivale a -j del rettangolo dell’ascissa 
nella normale condotta dalla sommità dell’ ordinata sopra il diametro. 

XL1I. Abbiasi l’arco parabolico LPN compreso fra i due diametri NT, LO, 
all’uno e all’altra dei quali sia normale la retta OT- Assegnar 1’ espressione della 
superficie QLPNT=A. 

Ris. Condotta la corda LN, e la LF normale ad NT, e per la metà G della corda 
il diametro AE, si ponga OE=LI=A, Ohxxy, A E— y, , NT==y, , e si chiamino 
Si, S, le superficie del trapezio QN, e del segmento LANL. Avremo (634) Ai—.... 
fc( 7 r -+^ r ») , S»=t( teor. prec. ) ^LFX AG^ifiX AG ; e siccome AG— A F,— EG=n 

r>— r (y+y>) . •»« &= T r»)- Dunque A— A,-pA^=— (y-t-fyi+y,) 

Di qui ai ha il modo di misurare con molla approssimazione la superficie Adi 189 
ima figura quadrilatera, delia forma AMiNB terminata superiormente da una curva 

T. //. 8 . 
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P jgg qualunque MN. Si alzino le ordinate ortogonali P 1 M 1 , P.M>, PsMs, ec. a pìccoli ed 
eguali intervalli tra loro. Qualunque sia la curva MN i piccoli archi MM,,MiM,, 
M,Mj,ec., potranno aversi, senza error sensibile, come parabolici, eie ordinate AM, 
PiMi, P,M., ec.,come diametri. Rappresentando questi in ordine con y,y, ,y,, 
ec, e gli intervalli eguali AP, , P,P», P,Pi , ec. con h, avremo per ciò che si è dimo- 
stralo AM,=y(r-t-4jr.-l^.), P.M,==y()',-Mrj-hrt), P<M 6 xz j(js+iys-+fa), 

ec. e quindi per la snperficie totale db=y( jr-My,-t-2^,-|-4jrj-t-2/»-t-4y5-(-ec). 



Curve algebriche d' ordini superiori al secondo 
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1002. Cissoide di Diocle. Se condotte al circolo ANB del raggio CB la tan- 
gente QBiy, e le rette AQ a varj punti di essa, si prenda QM=AN, la curva MAm, 
che passa per i punti M, m cosi determinati si chiama cissoide. 

<003. Per trovarne l’equazione, conduco OM, MP, NG, l’una parallela, P altro 
perpendicolari ad AB; latte AP — r , PM=y, e AB=2a diametro del circolo genito- 
re , essendo AN==MQ, sarà AG==PB, ed AG(2n— x) : GN(|/(2ox — ■*’)):: AP(x) : 



PMCr)=- 



xVx X» 

, onde y ~ 



-, equazione cercata, da cui si vede che 



J/(2 a — x) J ~~ 2 a — x’ 

la curva è algebrica del lerz’ ordine (932); 2°. che ha due rami eguali ed opposti; 
3°. che quando x=0, anche j^=0 , e però la curva passa per l’ origine delle ascis- 
se, ove forma una cuspide (926) ; 4°. che con xxxa , si ha y=±a , cioè i due rami 
della cissoide tagliano la circonferenza in due punti in distanza di 90° dall’origine 
A; 5°. che se xcx2a,jr è infinita, e perciò BQ è asintoto della cussi; 6°. le rette 



FPz=K2 <zx_x>), APx=x, PM==r= 



xj'x 



sono in proporzione continua ; 7°. 



V (2 a — x) 

posta A M — :r ; e l’ angolo MAP=cy, sarà xxxrcosf, y=rsen<f, e l’equazione darà 

co, ? c 2 osec- V 
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rVojt® 

r’»e»*®= — , d’onde facilmente 

2u — rcosf 

zione polare della cissoide. 

1004. Se la perpendicolare indefinita BQ si inalzi non più dall’estremità del 
diametro, ma dal centro del circolo, sarà allora AG=MO=PB=az-— x, GB=zz— . 
AG=x, GC =«-+-x, NG’cxAGxGC^az’— x’ ; e i triangoli simili AGN, APM da» 

a-\-x 

')’ : a* — x’ x* :jr’=x — — x’, equazione alla nuova cissoide, che a- 



ranno (< 

vrà come l’altra due rami opposti ed infiniti dalla parte destra dell’ asse e la BQ per 
asintoto; e poiché cangiata x in 



£t— — X 

si ha yxzZÌZx J/ , reale da xxxO lino ad 

fl-i-x 



a, ove di nuovo r=0, avrà dunque dalla parte sinistra dell’ asse due rami finiti 
che si riuniranno in B', ad una distanza AB'zzm dall’origine A, e formeranno 1' ova- 
le o foglia ACB'C". 
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4005. Infine se invece del cerchio si sostitituisca un’ altra curva qualunque dell* 
equazione u=zf(z), supposta come sopra AB=2a, avremo AG=s=MO— PB= 
2 a — x, NG^=tt==/^2a— x), e i due triangoli ANG, AMP daranno 2 a—x :J(2a — 

x) :: x -y= ,f (% a — *)• E se in luogo di una curva si avesse una retta che par- 

tisse dal punto B e fosse inclinata sull’Asse con un angolo ABN=^, osservando che in 
generale BG=PB-f-PG=AG^-+*PG=AP=x , si avrebbe NG=xie/*y , e i soliti 

x* 

triangoli darebbero 2 a — x \ xsenyr.x : y=; — renm, ossia xr-j-x’tenf—2ar 

2a — x 

=0, equazione all’ iperbole tra gli asintoti (943). 

<006. Da questa curva si ha un’ assai facile ed elegante maniera per risolvere il 
problema sì famoso tra gli antichi, di trovar cioè tra due rette date a, b due medie 
proporzionali x, y; ed anzi a quest’ unico oggetto venne per la prima volta proposta 
dal suo inventore. Sia m : n il rapporto delle due rette date. Dall’ origine A della 
curva si alzi normalmente al diametro AB la AH tale che abbiasi BA : AH :: m : « 
a : 6. Si conduca BH, e per il punto I, ove questa taglia la curva, si faccia passare la 
NG ordinata al circolo genitore. Avremo dal circolo NG’:=AGXGB, e dalla curva 
(4003.6°) AG*=NGxIGj e le quattro rette GB, NG, AG, 1G saranno fra loro conti- 
nuamente proporzionali, come le quattro rette a, x,jr, b. Sia q la ragione costante 
(359) delle prime, q' quella delle seconde; sarà NGs^XGB,AG=q’XGB,lG=q 3 X 
GB, xxxaq' ,} zxxtq'*, bxxaq n . Ma i triangoli IBG, UBA danno GB : IG :: AB : AH :: 
min dunque iXGB=aX!G, ossia aq ,, xGB^m/ 1 xGB; e quindi q'=q, e 

r AG aXNG aXAG , 

GB •7 = GB’ d ° nd 8 X= -GB-’ r== "GB"’ V * Ior ' 
delle due medie cercale. 

Può osservarsi che fatto AC =a, alzando dal centro del circolo il raggio nor- 
male CE, e suppostone in R l’ incontro con la corda AK che passa per 1, e rammen- 
tandoci che AG’^NGXlG ed NG*=AGxGB, si troverà CR : AC::IG : AG::AG: 

ACxNG 

NG NG : GB ; e quindi CR= — — =x, cioè sarà CB la prima delle due 

GB 



F.4 X» 



x NG 

per conseguenza — =z 
a 



medie , e come tale Dlode la fece appunto conoscere. 

<007. Concoide di Nicomede. Se per un punto B preso fuori di una retta GH, <92 
si conducano delle rette BQM,BAD,ec. tali che le parti QM,AD, ec. sieno eguali, la 
curva MDM' che passa per i punti M,D,ec. si chiama concoide. Il punto B è il polo, 
la vetta GH la diiettricc, e prese sotto GH le parti eguali Qm, Ad, ec.,l» curva mdm' 
è la concoide inferiore o la parte inferiore d’una stessa concoide. Onde <°. GH ne 
è l’ asintoto; 2°. D d normale a GH ne misura la massima larghezza; 3°. se BA^xIA, 
la curva è qual si vede alla Cg. 492; se UArfdA, ha un nodo B ndn\ e allora si chia- <93 
ma concoide annodata; se BA— dA, il nodo svanisce e resta una cutpide in B. 

4008. Per aver l’equazione di questa curva, si conduca PM perpendicolare ad 
AP,e sia AD=QM=za, AB=A, AP=ar, PM==y ; si avrà PQ : PM :: AQ : AB, ov- 
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F. 402 vero j/(o»— y*)i y.-.x— j/(a» --y*) : A, onde xy=(b+-jr)V(a' —?*), equa* 
zinne alla concoide superiore; lo stesso calcolo dà xy=z(A — jr) J/ (a * — y * ) p er 1 » in- 
feriore, e l'equazione è la stessa per 1* annodala; ese si facesse x=AR ed r=RM, ai 

verrebbe a cangiare x iny ed_y in x, e l’equazione sarebbe a y=(A-+-x)f/(a* x’)j 

dunque la curva è algebrica del quart’ordine. Essa può descriversi con la continua in- 
494 tcrsezione d’ una riga BCM mobile intorno a B, e d’un circolo descritto col raggia 
CM=a, che si farà muovere in modo che il centro C sia sempre in HG; basta allo- 
ra che la riga passi costantemente per il centro del circolo. 

4 009. Possono anzi formarsi infinite concoidi differenti sostituendo al circolo una 
curva qualunque CM,e al centro di esso un punto fisso Q dell’asse della medesima. 
Troviamone l’equazione. Condottele MP,AB perpendicolari alla direttrice, e fatte 
AP=riPM=g',CP=*,CQ=a,AB=J, sarà PQ(z — a) :PM ( /) :: AQ(x- 4 -a — z);AB 



(A); onde z = i 



*r 

A-t-r 



, valore che sostituito nell’equazione della curva CM, dà queir 
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la della concoide MD. Per esempio, se la curva CM è un circolo il cni centro sia Q, 
si ha jr * = 2 az — z* , che dà xjrz=(&-+y')j/(a* — jr*) come sopra; e se la curva CM 
è una parabola dell’ equazione allora jr'-t-Ay ) —pjr(a+xy=apb è l’equazio- 

ne della concoide parabolica. 

4010. Lemniscata. Tale è il nome dato da Ciò. Bemoulli alla curva dell'e- 
quazione (x 1 -fy 1 ) * =<z ' (y 1 — x 1 ). Risolvendo si ha J/ (2<z 1 —4x 1 rt2aX 

1 /(«*— 8 x’)) 1 quattro valori di_y son reali finché abbiasi x^ 8 <^a, e si riducono a 

due soli se xj/ 8 =±a, nel qual caso si ha j/ - , e l’ordinata divien tangente 

(926). Al di là di questo punto le ordinate divengono immaginarie e cessa la curva. 
All’origine ove x=0 si hanno due valori di Jf—0, e due altri che sono y=.±a. 
Cangialo x in —x l’equazione non varia; onde la parte negativa è in tutto eguale 
alla positiva. La curva è dunque simmetrica, rientrante, e dotata di un punto dop- 
pio all’ origine che dà nascila a un nodo (929), e di due ovali. 

4044. Parabole superiori. Oltre la parabola conica, detta ancora parabola Jfpol- 
loniana o ordinaria, vi sono due parabole cubiche che hanno per equazioni y'xcp’x, 
/’spx 1 ; ve ne sono due del 4°. grado con 1’ equazioni jr*— /? ì x, ylr=pxL L’equa- 
zione ^•'xcp’x’ quadralo dell’ altra 1 xrpx non rappresenta che il complesso di dite 
parabole ordinarie (933). In generale tutta quanta la famiglia delle parabole è rap- 
presentata dall’ equazione y m +*—p<*x n , rapporto alla quale non altro può qui os- 
servarsi se non che 4°. se m ed nson pari, posto /n4-m=j21t,avrcmo yz=zt:f/(p m x" k , 
equazione che somministrando due valori reali ed opposti di jr per qualunque va- 
lore di x, dando in oltre y =0 con x= 0 , e rimanendo infine la stessa col cangiarsi 
204 di x in — x, mostra che le curve di questo genere avranno quattro rami infiniti etl 
eguali che s’ incontreranno all’ origine, ove formeranno un nodo; 2 °. se n ed ni so- 
no impari, m+n rimarrà pari, e potrà come sopra eguagliarsi a 2k, d’ onde y— ifc 

|/(p*x l, )t , equazione che dando in questo caso j' immaginaria quando x sia UQ,-. 
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gali va; tnoUra che le curve non avranno allora che (lue soli rami infiniti dalla parte P. 205 
positiva dell’ asse, i quali si riuniranno all’ origine; 3°. se n è pari ed m impari , 

sarà impari la somma m -Hi, che eguagliata a 2à-M, dar» jr—(p™x* , equa, 

tione la quale non porge che un sol valore reale di y per qualunque valore di x, ^ 
ma ritnan la stessa cangiandovi * in — x; onde le curve non avranno allora che due 
rami infiniti ambedue superiormente all’ asse X, l’ uno dalla parte positiva, l’altro 
dalla negativa, che s’ incontreranno all’origine ove formeranno una cuspide; 4°. in- 
fine con m pari ed n impari, e perciò m-+-rt impari, avrà luogo la stessa equazione 

y ~ la qnale darà un valor reale di y per ogni valore sia positivo, sia 
negativo di X, se non che y sarà costantemente positiva nel primo caso, negativa 
nel secondo. Le curve non avranno dunque che due rami eguali ed infiniti, uno su- 207 
perionnente all’ asse dalla parte positiva, l’altro inferiormente dalla parte negativa, 
ambedue i quali si riuniranno all’origine ove formeranno un’inflessione. Si noti che 
con m+n pari le parabole si dicono di primo genere, con m+n impari di secondo. 

1012. Ellissi ed Iperbole superiori. Si dà questo nome alle curve rappresentate 
6 m +n ^ 

daU’ equazioni (-vn^jr)’, valendo il segno superiore per le 

ellissi, l’inferiore per le iperbole.E qui pure han luogo discussioni analoghe a quelle 
già latte sopra. Ci limiteremo ad esaminare il caso di m ed n impari, e quindi m+ 

. b . «. 

n—2k pari, e supporremo di più k impari. Daciò si avrebbe ■— y (a-f-x) * X 
n 

(— a +x) * , ove con x=0 il segno inferiore dày immaginaria, il superiore d'ay=c 

rt b; con x^a l’inferiore continua a dxrey immaginaria, e il superiore dà due va- 
lóri reali ed eguali di r per x positiva, altrettanti conformi ai primi per x negativa. 

Con xzxZÌta ambedue i segni danno y=0, ed infine con i^a il segno superiore dà 
y immaginaria, l’inferiore dà valori reali doppj ed eguali tanto con x positiva, quan- 
to con x negativa. Dal che agevolmente si raccoglie che nel caso contemplato le ellissi 
e le iperbole superiori hanno forme iu tutto consimili alle ellissi ed alle iperbole 
coniche. 

<0(3. Curve di genere parabolico. Abbiamo già accennata altrove (925)la na- 
tura, l’ indole e la configurazione di queste curve, che hanno in generale per equa- 
zione^r^u-t-òjr-t-ex’-Hfx’-f-ec.Qul resta solo da mostrare un bel partito da trar- 
sene, sia che vogliasi far passare una curva per un numero dato di pùnti, sia che 
occorra assegnare con qualche prossimità l’equazione di una curva delineata a caso 
sopra di un piano. Quanto alla prima ricerca si rappresentino con x, , x. , Xv, ec., 
jr,, y,, ys, ec. le coordinale che respetlivamente riferiscono ad assi noti la posizione 
dei dati punti, e delle quali, quando manchi altro mezzo, potremo aver sempre il 
Valore con l’immediata misura (919 .esegg.). Si supponga inoltre _y=a-i-éx-»-cx*-H 



Digitized by Google 




1 1 8 

rlxM-ec. l'equazione della curva cercata, presi tanti termini nel secondo membro 
quanti saranno i punti dati. Poiché per ciascuno di questi deve in ipotesi passar la 
curva richiesta, e lotti dcldxm perciò appartenerle, l’ equazione dovrà esserne dun- 
que sodisfatta da ciascuna coppia delle loro respelti ve coordinate, ed avremo quindi 
jr^a-t-ixi-t-exi’-Hfxi’-l-ec. y*=a-+ix,-\-cx, % -{-dx, % -\-e c. 

^■j=a-»-éx>4-ca'v*-Hfxi’-t-ec. jr t =a+6x t -+-cx > , -i-dxi'-k-ec. 

ec. ec. 

cioè avremo tante equazioni di primo grado quanti sono i coefficienti incogniti a, 
b, c, d, ec., e che in conseguenza varranno a tutti determinarli. Ciò latto, e sosti- 
tuiti i trovati valori nell’ equazione supposta, otterremo in forma del lutto nota 
quella della curva cercata, la qnale costruita passerà per tutti i punti dati. L’ope- 
razione potrà molto semplici zzarsi, se per nno dei due assi si prescelga la retta che 
unisce i due punti più distanti tra loro, poiché in tal caso verrà ad annullarsi sì per 
1’ uno che per 1* altro la corrispondente ordinata. 

1014. In modo presso a poco consimile dovrà procedersi nella seconda ricer- 
ca, scegliendo cioè lungo la curva data una serie di pinti, in maggior distanza fra 
loro, nei tratti ove la curva veggasi meno concava, più prossimi l’uno all’altro dove 
la concavità sia maggiore. Quindi se col metodo precedente si cerchi la curva alta 
a passare per tutti questi punti, è chiaro che questa dovrà presso a poco confondersi 
con la data, e tanto più sensibilmente, quanto maggiore sarà il numero dei punti 
prescelti. L’ equazione che risulterà per questa curva potrà dunque stimarsi esser 
quella della data. 



Curve trascendenti 

4 % 4015. Quadratrice di Dinostrato. Se la retta AG tangente al circolo AEoe 

in A si muova uniformemente e parallelamente a se stessa lungo il diametro Ka , 
mentre il raggio AC gira uniformemente intorno al centro C verso il punto E, in 
modo che AG e AC si confondano con CE nel momento stesso, l’ intersezione 
continua di queste due rette dà la curva AMO, chiamala quadratrice cui de- 
scrizione segue che uno spazio qualunque AP, percorso dalla retta AG, sta all’ ar- 
co circolare AB, descritto nel tempo stesso dall’ estremità del raggio, come un al- 
tro spazio AC percorso da quella retta, all’arco corrispondente ABE descritto dal 
rajgjio. Fatta dunque AP=x,PM=c7",AB=u,AC=r=4,ABE=90°=|7:, ai avrà 4°. 
x : u :: 4 : ^ 7T, onde uxz^itx; 2".CP : PM :: CA ; AG, ovvero i — x :jr:: 4 : tarigli , 
onde y=(4 — x)tang I JTx , equazione alla quadratrice, quando l’origine dell’ a- 
scisse è in A. 

4046. Se sia in C, cangio x in 4 — x,cd ho u= J jr(4-x) ed Yxcxlang i ir() -x)=s 
2 jrx * 7r\rt 

(7f)2.58°)xeot ' jrx-=(809)— — ■ ■ ■ — -ec.; onde quando x=0, sarà 

* ir 2.3 
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, =CD;=2 :iz e però se si conoscesse la base CD della quadratrice, si avrebbe Fig i9g 
subito la quadratura del circolo; di qui è venuto il nome alla curva. 

1017. Se sia descritto col centro C e raggio CD il quadrante DLK, sarà(62l) 

7T 2 

: DLK 1 : — ; dunque DLK=1.=CA. Così PCzsall’ arco LD , perchè 
2 tv 

: KL :: 1 : u :: 1 t *^(1 — x): onde KLsl — x=AP, e PC— LD. 

TV 2 4 

1018. Presele ascisse negative AP', e sostituito il loro valore nella prima 

equazione, avremo — (i-+-x)tang\nx , che dà l’ordinate negative P r M*. 

Quindi la curva ha un ramo AM 1 , di cui la retta QN, condotta alla distanza 
AQ=r=l, è l’asintoto; poiché fatto x=l , viene 2 oo . 

Ben si vede 1 ° che la retta AG e il raggio CA seguitando a muoversi dopo 
essersi confusi in CE, formano la parte Da della quadralrice; 2.° che se la curva 
fosse geometrica, si avrebbe qualunque angolo d’un dato numero di gradi, come 
4 90° 

di , poiché divisa AC in P in modo che sia AP : AC :: 1 : m , e condotta 

tri 

90° 7T 

PAI e il raggio CB, l’angelo ACB sarebbe= — iufatli x : i :: u : •— .* i : m. 

rn 2 

1019 . Cicloide. Se un circolo AG giri sopra una retta Aa, finché il punto 197 
che toccava sul principio questa retta in A, la tocchi un’ altra volta in a, que- 
sto punto descriverà una curva chiamata cicloide. La porzione Aa della retta 
compresa fra il primo e secondo contatto di essa col punto A, si chiama base ; 

ed è chiaro che questa eguaglia io lunghezza la circonferenza intera del circolo 
generatore della curva. Alla BC alzata normalmente sulla metà C di A a, si dà 
il nome di asse o altezza della cicloide; B ne è il vertice, che corrisponde al 
luogo su cui cade il punto primitivo A allorché il circolo genitore è giunto alla 
metà del suo giro. 

1020. Posto ciò, condotte MP normale a BC, le corde MN,OC ai punti di 
contatto N,C, ed NE normale in N alla tangente AN, sarà NE un diametro eguale 
e parallelo a BC; saranno inoltre eguali e parallele le ascisse NQ, CP, ed eguali in 
conseguenza le ordinate MQ, OP, e quindi eguali i triangoli rettangoli MQN, OPC, 
eguali e parallele le corde MN, OC, ed eguali io ultimo le MO, NC, comecché 
parallele comprese tra parallele. Dunque poiché NC=AC — AN=BIOC — NKM= 

BlOC — OLC=BIO, la parte MO dell’ordinata MP è sempre eguale all’arco cor- 
rispondente BIO del circolo genitore. Inoltre il resto OP è il seno del medesimo 
arco; dunque^facendo MF=i , BlO-= u, si avrà per equazione alla cicloide ordi- 
naria y zszu-\-senu; e se il circolo è del raggio a, y-z=au-\-asenu f ove i valori di 
« e di senu dovraii prendersi nel circolo del raggio 4. 

1021. Che se si faccia BP=x e in conseguenza OPzxsenuz^y (2x — x*), 

DP ~cojm= 1 — x, d’onde u=arc.senf/(2x— x*)z=arc.cos(1 — x), sarà r= 
arc.senY(2x — x*)-f ~y (2x — x*)=arc.cos( 1 — x)-f-J/(2x — x*), che dà immedia- 

t. li. 8 * 
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Fig.197 tamenle il rapporto Ira le coordinale x ed y sempre suppostoli il raggio del 
circolo genitore. Clie se il raggio sia a, il valor di y dovrà moltiplicarsi per a. 

1022. Le principali fra le mirabili proprietà geometriche di questa curva 
verranno esposte nei calcoli differenziale e integrale. Qui avvertiremo che se men- 
tre il circolo ruota sopra A a, questa retta abbia un moto di traslazione o nel 
medesimo senso o in senso contrario, nasce allora una nuova specie di cicloide 
che chiamasi cicloide allungata nel primo caso, accorciata nel secondo, a distin- 
zione dell’altra già contemplata a cui si dà il nome di cicloide ordinaria. Dicesi 
poi epicicloide se il circolo ruoti sul perimetro d'un circolo o d’un’ altra curva 
qualunque. 

198 1 023. Logaritmica o Logistica. Preso sull’indefinita IIG un punto A e al- 

zate dell’ordinale PM che abbian per logaritmi le loro ascisse AP, la curva BMm, 
che passa per l’estremità di queste ordinate, dicesi logaritmica. Sia AP=x, 
PM scjr, A il modulo, e la solita base dei logaritmi iperbolici ; sarà x=Aly=xxle, 
onde y^=x.e x , che dà yxxe x ' ^ , equazione della logaritmica . Essa mostra 
I* che questa curva è trascendente (931) ; 2 " che l’ascisse x, x' della stessa or- 
dinata y in diverte logaritmiche, o i logaritmi dello stesso numero in diversi 
sistemi, son come i moduli A, A'} 3.° che quando x=0, si ha y=l=ABj 
4° fatto e 1 "^=ui, saia y=a X ; e perciò se le ascisse forman la progressione 
aritmetica 1, 2, 3, 4, ec., l’ordinale formeranno la geometrica a, a’, a 5 , a*, ec., 
e però la logaritmica va all’infinito di là da AP. Ma prese verso AQ l’ascisse 

negative x= — 1, — 2, ec., l’ordinate diverranno — , — , ec. , cioè la curva 

a a* 

ha un ramo infinito BO, di cui la direttrice o asse GH è l’asintoto. 

1024. La più rimarchevole proprietà di questa curva è di aver la suttan- 
genle costante , ed eguale al modulo A . Si prendino infatti sull’ asse le due 
ascisse AP=x, A^j=x-H>>, ed alzate le corrispondenti ordinate PM= r, pmc=y', 
si conduca per M, m la secante mMS, e da M la Mr parallela ad A p. Sarà 
rm=y ' — y=e' X ~^ r ’^ — e x "^c=e x "^{e u — 1 } ; e i triangoli SPM , 

Mrm daranno PS : PM :: rM : rm , d’onde P Sxxyoi : e X e W — 1 

(461). Fingiamo adesso il punto m trasportato in 

M; in tal caso <a si annullerà, la secante mS si convertirà nella tangente MT, 
e la PS nella suttangente PT ; sarà dunque VTzxA. 

208 1025. Curva de'Seni. È cosi delta la curva dell’equazione yx=b.arcsen—, 

nella quale cioè qualunque ordinata y è proporzionale all’arco che nel circolo 
x 

del raggio 1 ha — per seno . Su di che è da osservarsi che siccome ad un 
c 

medesimo seno corrispondono infiniti archi (793.8.*), coti ad ogni valore «1 ■ 
X corrisponderanno infiniti valori di y t positivi e negativi, i quali, iuppoato 
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n il minimo fra lutti gli archi predetti, verranno espressi i primi da yxrb{niz-±u), 
i secondi da j-= — è(jiì rrpr) presi i segni inferiori quando n sia impari 
(794.68 *70.*), se si considerino positive le ascisse ; se poi si considerino ne- 
gative e quindi si cangi u in — u e n in —iz, i valori positivi dell’ordinale 
saranno dafi da rx=J>{mr^u ) , ed i negativi da >= — b(nit-±u) presi i segni 
come sopra. Dal che segue 1 .° che ogni valor di «^>0 darà sempre per ogni 
ascissa x quattro ordinate, due positive e due negative, ineguali per altro fra 
loro ; 2 ° che le ordinate positive insistenti sopra una stessa ascissa x e risul- 
tanti da un valor qualunque dato ad n, eguaglieranno le negative insistenti 
sull’ascissa — x e date dal medesimo valor di n; 3.° che la differenza fra due 
ordinate successive insistenti sopra una medesima ascissa sarà costante ed eguale 
a i ( tt — 2u), se la prima o minore verrà data da n pari, eguale a 4'jr-<-2u) se 
da n impari; 4.° che questa differenza si annullerà allorché avremo x=c, nel 

qual caso — =1, ed ur=f7T (781. 4.°), e quindi 2 ti=jr ; la curva perciò non 

potrà in quei punti venire auraversata nei suoi rami successivi dalle ordinate, 
le quali in conseguenza si cangeranno in tangenti (926) ; 5.° infine non poten- 
do verun arco nel circolo del raggio < aver un seno maggiore dell’unità , non 
potrà dunque aversi x^>c , e quindi la curva sarà tuUa compresa tra x=c ed 
x= — c. Si rileva perciò che questa curva avrà una forma serpeggiante com- 
posta di porzioni successive tuUe eguali tra loro, contrariamente situate, e 
chiuse fra due tangenti normali all'asse delle x, come la vediamo rappresen- 
tata dalla figura. 



Curve Spirali 

1026. Le curve spirali son cosi dette dai ripetuti ravvolgimenti che fanno 
intorno a un centro o polo. Si rappresentano analiticamente per mezzo d’equa- 
zioni polari (901). Le ordinate sono i raggi vettori CM (902), condotti dal 
polo C ad un punto qualunque M della curva. Tengon luogo d’ascisse gli angoli 
direttori ACM che ciascuna ordinata CM fa con l’asse AC di posizione arbi- 
traria, o come più ordinariamente useremo, le lunghezze lineari degli archi 
AL, che presi sopra un circolo di raggio arbitrario AC, misurano gli angoli 
ACM. Condotta per C la TN normale all’ ordinata CM , MT tangente in M , 
ed MN normale ad MT in M , le porzioni MT , MN della tangente e della 
normale vengon considerate 1’ una per tangente , l’ altra per normale al punto 
M (934); e in conseguenza la CT, e la CN sono l’una suttangente , l’altra 
«innormale. Le più celebri fra le curve spirali si riducono alle seguenti. 

<027. Spirale d’ Archimede. Si chiama cosi la curva CKMA descritta da 
un punto C che si muove uniformemente lungo il raggio CA, mentre il raggio 
stesso si muove uniformemente intorno al centro C, in maniera che quando U 



Fig 208 
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Fig.l99 raggio ha percorsa la circonferenza intera , questo punto si trovi confuso col 
puuto A. Se prolungalo il raggio CA, gli si faccia (are una seconda rivoluzione, 
mentre il punto C continua ad allontanarsi dall’origine del suo movimento, si 
descriverà una seconda spirale , poi una terza , ec.; o piuttosto queste spirali sa- 
ranno una soia curva, le cui rivoluzioni possono accrescersi in infinito. 

Premesso ciò, e supposto che il raggio CA=a, abbia percorso Parco ALz=ax , 
e che frattanto il punto mobile sia giunto iu M, fatta CM ~jr, la natura Mia 

ax 

spirale darà luogo alla proporzione r : ax :: a : 2an :: i : 27t e quindi >, 

2n 



equazione della curva , nella quale i i la lunghezza lineare dell’ arco che nel 
circolo del raggio 4 misura l’angolo MCA (677); e perciò 4 ° la curva è tra- 
scendente; 2 ° passa per il centro C, poiché x—0 dò ^=0; 3.° passa altresì per 



A, poiché 



x='l7T dà r=n ; 4.° fallo x=27r-4-x', l’equazione diventa y=a 




e perciò dati ad x 1 i valori che son tra 0 e 2sr, la spirale fa una seconda rivo- 
luzione che termina all’estremità d’un raggio doppio del primo ; e ne fa una 
terza, una quarta, ec. se x=4r-t-x'', x=6 sH-x", ee. 

200 4 028. Spirale Parabolica. Presa sulla direzione di un raggio CL una me- 

dia proporzionale CM tra l’arco AL e una retta data p, la curva che passerà 
per i punti M determinati così, sarà la spirale parabolica. Sia dunque AL=x, 
CMz=y : avremo y'=px , equazione in cui sostituendo 2jr-4-x, 4sr-4-x, ec. , 
in luogo di x, troviamo che questa curva può fare un’ infinità di rivoluzioni 
intorno al centro C, e che perciò é del numero delle spirali. 

204 4029. Spirale Iperbolica. Suppongo che dal punto C preso per centro sull’in- 

definita CP si descrivano degli archi AG, QM, PO, ec. eguali in lunghezza, e che 
per le loro estremità G, M, O, ec. si faccia passare una cuiva CKGMO. Questa 
sarà una spirale iperbolica ; e ben ai vede che presa CB=AG:=QM=:PO, ec. 
ed alzata BR parallela a CP, questa ne sarà l’ sàntolo, perché può solamente 
incontrarla quando il raggio CM sia infinito. 

Sia dunque il raggio CA— a, AL—nx, CM= r, AG=QM, ec =i; si avrà 
ox : 4 :: a : v, onde x =A. Ora sostituiti ad x i valori 2jr-4-x, 4tr-4-r,.... 2mzr-4-x, 

. , b b b 

si avra successivamente )• _ = — , >■=-—— ; onde crescen- 

J 2jH-x j 4*4-x j 2ni7r-Hx 

do l’ascissa, scema l’ordinata, senza poter mai annullarsi; dunque la spirale 

iperbolica fa un" in fini’ a di giri intorno al centro ni W giunge giammai. 

202 4030. Spirale Logaritmica o Logistica. Si chiama spirale logaritmica la 

curva che taglia sotto uno stesso angolo tutti i raggi CM condotti dal suo cen- 
tro C, cosicché la tangente MT fa sempre un angolo stesso col raggio CM. In 
questo senso U circonferenza d’un circolo sarebbe una spirale logaritmica. Da- 
remo in breve il modo di stabilir l'equazione di questa curva (4647). 
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Altre nozioni generiche sulle curi*, e loro particolari applicazioni 

1031. Oltre le considerazioni gii (atte (925.e seg.) intorno alla diversa natura 
ed indole dell’ equazioni delle curve, ed alle varietà che •’ incontrano costruendole, 
altre molte ne resterebbero per compimento totale di questa vasta Teoria. Daremo 
qui luogo a quelle fra le più essenziali, che con maggior fuciliti si deducono dai prin* 
cipj fin qui stabiliti, tra le quali alcune ne incontreremo notabilissime pel numero e 
qualità delleloro applicazioni. Di queste parleremo alquanto più estesamente; men- 
tre per servire quanto è possibile alla brevità, non passeremo che di volo sull’ altre. 

1033. Curve simili. Così vengon chiamate due o più curve della medesima 
specie, nelle di cui equazioni tutte le costanti, o come con più universale denomi- 
nazione si appellano , tutti i parametri sieno respett tv;, mente tra loro in una stessi 
ragione. Così due ellissi saranno simili se essendo a, 5 i semiassi deli’ una, a 1 , 4' quelli 
dell’altra, abbiasi a:a! r.b :b'. Non sussistendo quest, condizione le curve ti chia- 
mano affitti, sempre inteso perù che sieno della medesima specie. 

1033. La più notabile singolarità che presentano le curve simili si ripone in 
questo, che se si prenda un’ ascissa x nell’ una ed un’ascissa x' nell’altra, tra le quali 
sussista la ragione 1 : n comune a tutti i parametri, anche le corrispondenti ordinate 
y, y' saranno nella stessa ragione di 1 : i*. Infatti si suppongan dell’ ordine m ,imo 
le due curve, e sieno I y m -> r Ay m -'-C-By m — — M-ec.=0, II*. y' 
A'y Jm ~‘-C-B'y' m — *-\-Cy ' m — J -)-ecz=0 le respeltive loro equazioni, I’una coi para- 
metri a, b, c, ec., l’ altra coi parametri a', b 1 , c 1 , ec. respetiivamenle omologhi ai 
primi, e che stiano a quelli nella suddetta comune ragione di 1 : ». Poiché le due 
curve sono della medesima specie, e le due equazioni debbon esser necessariamente 
omogenee, è chiaro 1°. che A, A', B, B\ C, C, ec. saranno funzioni relativamente 
simili delle due variabili x,x' e dei parametri omologhi a, a', b, b',c,c',ec; 2°. che 
in A ed A' le variabili ed i parametri dovranno trovarsi in termini separati e di- 
stinti, ed in modo da non dar luogo che ad nna sola dimensione (689 2°), mentre 
(ormer-nno due dimensioni in B,B' , tre in C,C , ec; 3°. che dunque avendosi in 
forza dell’ ipotesi a'=utn, b'=bn, c'=en, ec, se prenderemo x'=izr , e tutti questi 
valori si sostituiscano nella II*., verremo a trovare A , ^zAn,B‘z=-Bn' 1 ,0—Cn^, ec., 
con che la U*. si cangeràin y' m -t-Any' m — — 1 -+-C»V'* — ’-t- ec.=0. 
Ma i valori di y 1 in quest’ equazione equivalgono a quelli di j- della I*. moltipli- 
cati per » (275); dunque y'—ny, e perciò y :y' :: 4 : » x : x'. Del rimanente 
questo costante rapporto che regna tra le coordinate delle curve simili regnerà del 
pari,come è evidente tra tutte le altre quantità omologhe, e si convertirà in 1 : »* 
per le superficie (642). Può anche osservarsi di passaggio che tutte le curve di una 
stessa specie saranno simili se le loro equazioni non sieno fornite che di un solo 
parametro, poiché supposto a questo parametro in un’equazione, a' in una qualun- 
que delle altre, ed 4 : n la loro ragione, non altro abbisognerà che porre x'=nx. 
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forche immediatamente ne risulti y'sssny. Cosi tutti i circoli, tutte le parabole, come 
pure tutte le cissoidi, cicloidi, ec., saranno curve simili. 

1034. Diametri delle curve, e curve dotate di centro. Trattando delle se- 
zioni coniche abbiamo usat;t la voce diametro per indicare una retta che divide in 
due parti eguali tutte le corde parallele* Ma più in generale sotto il nome di dia* 
metro nelle curve algebriche d’ ordine qualunque deve intendersi una retta, la quale 
in tal modo divida le parallele stese tra due o più rami, che la somma delle palli 
positive eguagli quella delle negative. In tal caso è chiaro che l’equa rio ne delia cur- 
va riferita ad lino di questi diametri, ordinata per y , e ridotta a zero, deve mancare 
del suo secondo termine , il cui coefficiente rappresentando per ogni valore di x 
la somma dei corrispondenti valori di y (285.3°), è necessariamente nullo quando 
la parte negativa di questi valori eguaglia la positiva. 

1035. Polendosi tracciare per entro una curva qualunque infiniti sistemi di 
corde parallele in ogni direzione, infiniti altresi potranno esserne i diametri. Ma 
i diametri che più specialmente sì considerano son quelli che essendo nel tempo 
stesso assi ortogonali della curva, la dividono m due o più parti simili ed eguali. Per 
riconoscere se una curva abbia o no diametri di questa specie convien distinguer 
Ite diversi casi ; poiché o si vuole che la curva sia divisa in due parti eguali dall’ u* 
ilo o dall’altro dei due assi X, Y, o si vuole che sieno respetti vamenle eguali ir» 

P. 209 f° ro due porziomi della curva contenute nelle regioni 11, S, cioè tra i due assi e i 
due loro prolungamenti , e le due contenute nelle regioni Q, T tra P uno degli as- 
si e il prolungamelo dell’altro, o si vuole infine che tutte queste quattro parti sie- 
do eguali tra di loro. 

1036. Nel primo caso è manifesto che se la curva debba esser divisa in parti 
eguali dall’ asse X , dovrà quest'asse dividere in parti eguali ciascuna doppia ordi- 
nata. L’equazione dovrà dunque rimaner la stessa qualora si cangia in — -y ; non 
potrà in conseguenza contener veruna potenza impari di y, come per la stessa re- 
gione non potrà contenere potenze impari di x quandp la curva debba esser divisa 
in mezzo dall'asse Y . Agli assi o diametri che in tal guisa dividon la curva in 
due parli interamente ed esattamente eguali e simili, e per metà le doppie ordi- 
nate, si dà il nome di diametri ortogonali o principali . Così la parabola, la 
cui equazione non contiene potenze impari à\jr, ha un diametro ortogonale che è 
l’asse delle X. 

<037. Nel secondo caso è del pari manifesto che P equazione non dovrà su- 
bir cangiamento alcuno, qualora vi si permutino insieme x ed y in — x e — -y. 
Queste coordinate dovran dunque trovarsi in tal modo mescolate fra loro, che o in 
tutti quanti i termini formino o una dimensione di grado pari , o in tutti quanti una 
dimensione di grado impari. Infatti nel primo supposto la permutazione simulta- 
nea dix,^ in —x, — -j non farà cambiar di segno alcun termine, e lascerà l'equa- 
zione nello stato suo primitivo; nel secondo tutti quanti i termini cambieranno dr 
segno, ma se poi lo cangcremo a tutta quanta l’equazione, ciascuno riprenderli 
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nuovamente quello che gli apparteneva. Niuno dei due assi sarà diametro ortogo- 
nale, poiché le parti in cui ciascuno divide la curva non sono tra loro eguali, se 
non considerate inversamente, né veruna doppia ordinata è divisa dagli assi per 
metà. Bensì divise saranno per metà tutte quante le rette, che passando per l’ ori, 
gine A, si stendono da uq punto della curva al suo opposto. Intatti supposte eguali 
e tra loro contrarie di segno le due ascisse AP, A p, e quindi eguali iq virtù dell* 
ipotesi le loro ordioate parallele PN, pn, se si coqduca Nn, i due triangoli che ri- 
sulteranno da questa costruzione dovranno essere eguali e simili , e quindi dovrà 
la retta Nn passare per A, e quivi rimaner divisa iq due parti eguali. Ciò ha fatto 
dare il nome di centro al punto A. 

1038. Nel terzo caso P equazione dovrà rimaner la stessa comunque ei piaccia 
di cangiare o unitamente o separatamente x in — a, ed y in — -jr. Dovrà dunque iq 
un tempo stesso mancare inaiente di tutti i termini tanto eon x, quanto con Y a 
potenza impari; il che verificandosi , gli assi ortogonali deila curva saranno altresì 
suoi diametri ortogonali , e la curva avrà per centro l’ origine A, 

1039. Da tutto ciò si apprende 1°. che una curva algebrica avrà nn diametro 
ortogonale, se la sua equazione sia funzione razionale di x ed j’"* , odi x 1 ed y e del* 
le respettive loro potenze : tale è il caso della parabola, della cissoide e della concoi- 
de; 2°. che arra due diametri ortogonali, e di piu sarà dotata di centro se la sua 
equazione non contenga che potenze pi ri di x e dir; tale è il caso dell’ ellisse c del. 
l’ iperbola ; 3°. non ayrà diametri ortogonali, ma sarà bensì dotata di centro se la 
sua equazione contenga x ed y a potenze pari ed impari, ma in modo che le dimen- 
sioni formate in ciascun termine da queste variabili sieno o tutte quante di gvaciq 
pari,o tutte quante di grado impari. Tale sarebbe il caso dell’ equazioni * 

r +-iyx * -t-cx=0, yi+axy-y-bx 1 4-e==Q. 

1040. Secargli rettilinee. Rapporto alle secanti rettilinee ciò che può maggior- 
mente interessare è la determinazione del numero dei punti, nei quali incontrano q 
attraversano i diversi rami di una curva data; il che è ben facile a concludersi. Sap- 
piamo infatti che col mezzo de(lc opportune trasformazioni (903) ogni retta secan- 
te può cangiarsi in asse della curva data, e che l’ equazione riferita a questo nuovq 
asse conserva il grado della sua derivatrice. D’ altronde la curva non tocca nè attra- 
versa l’asse, se non qualora le sqe ordinate ai annullano, e perciò tante volte quanti esser 
possono i valori reali di x che sodisfanno all’ equazioney=0. Or come questi va- 
lori non possono eccedere il grado dell’ equazione, concluderemo dunque che una 
curva dell’ ardine non potrà incontrarsi o tagliarsi cqn una retta che in m 

punti. Così le rette comecché linee di prim’ ordine (932), non possono incontrarsi 
O tagliarsi che jq un sol punto. Del pari qualunque delle tre sezioni coniche non 
può aver comuni con una retta più di due punti j dal che particolarmente s’inferisce 
Che se una retta seghi i due rami d’ una delle due iperbole opposte, non incontrerà 
in verun punto i rami dell’allra, c se da un punto dell’ una passi ad un puptq dell’al- 
tra, nou incontrerà mai più né questa nè quella- 
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(04), Tangenti. In ciascuna «Ielle Ire seiioni coniche, come pure nel circolo, 
abbiamo dato il modo di condor la tangente, e ne abbiamo determinato il valore per 
vie sempre particolari e dipendenti dalle individuali proprietà di ciascuna curva. II 
metodo che siamo adesso per dare è generico ed applicabile a qualunque curva. 

F . I5( Sia ABC la curva, MT la Ungente, l’ equazione dell’ una r'=p(x), u=ai-+-A 
quella dell’ altra (9(4.4°), riferite ambedue alla stessa origine A, e ai medesimi 
assi AX, AY. Poiché il punto M di contatto è comune alla curva e alla Ungente, 
ai rende primieramente chiaro che per questo punto avremo u==r, Z—x, e quindi 
y^=ax-+i. Or si prendano sull’asse X le due porzioni piccolissime e tra loro eguali 
pP, Pp', e da p,p' s’inalzino le pm , p'm' ordinate alla curva, e si protraggano fino 
all’incontro in n,n' con la Ungente. FatU pPzxp'P x= &>, avremo pm = p(x4-«) = 
(439)p(x)-Hap,(x)-Hu*p,(a:)-Ho , pj(x>+-ec.; p'm '= <p(x— to)z=f(x) — «y,(x)-p. 
*»*p,(x)— «u’pifxj-i-ec. ; pn=a(xH-w)-I-d=^+awx=p(x)-Hjin; p'n' =a(x — «o)- 4 - 
bxxy— a&»=xp(x) — aai. Ma se MT è Ungente, i punti n,n' sono al di sopra della cur- 
va, e «piindi si ha pn^>pm,p'«'^pW; sarà dunque 
f (x)-4-uw^>y (xJ-Ha? I (x)— (-« * p»(x)-i-ec., d’ onde <j>p,(x)-f-6j^,(x)-Hw * pj(x)-4-ec . 
f(xj— <ta)>p(x)— 4ipi(x)-|-6» a p,(x) — ec; a<p«(x)— «y,(x)-|-*>*ps(x) — ec. 

Dunque per il noto principio (808) a=p«(x); cioè a, o la Ungente dell’ angolo MTP 
(9(4.5°), eguaglia la derivata prima di y(x) (439), o il coefficiente di « nello svi- 
luppo di p(r-Ha)- Trovato perciò con alcuno dei metodi conosciuti questo coef- 
ficiente, avremo il valor di a. e quindi quello della suttangenle PT=a 

ton^MTP a 

d’ onde in seguito la sunnormale PNsìjjj; , la Ungente MT=Ji' PT (PT-f-PN), e la 
normale MN^j/PN (PT-4-PN). 

(042. Abbiasi per esempio 1’ equazione alla parabola f=J/px j sarà p(x)= 
j/pr, ? (x-Ha)=Vp(x-Hn)=(x-l-a)) T |/p =(2(6) { x 1 -+-}x » <a— }x 1 <u* 
-4-ec. ll/p, avremo ®,(x)=<z= \ j/ — , e di qui PT —2y]/ — =2|/^ — =2*, 

ì X p p 

y* 

PN= — =ì p, come già si trovò (952). Abbiasi P equazione alla logaritmica((023) 
2x ‘ 



x-.A (x-t-»):a< x.A a: A x:A.- t t \ 

yz=e } sarà p(x-Ha)=e =e X® =e 



( x:A y 

(4SI); d’onde p«(x)=a= — e , e quindi PTc= come pur si trovò 

((024). 

(043. Ma sia ys=«M-scnit, equazione alla cicloide generaU dal circolo del raggio 
j 97 DB»( ((020). Come u e seno, son funzioni dell’ascisaa r=BP, potrà porsi jrxxf^x). 
Per aver p,(x) si suppouga che col cangiarsi x in x-He, P ai-co usi cangi in u-H», ed 
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Y divenga /. Poiché ti ha 1—x=casu, sarà 4_(x-Ha)=cor(ti-f-9) = (809.3°) y (a ; 

. 9» 9 1 Q. 

oatu — Osenu — — cosu-4-— jen«-f-ec; d’onde &i=9sewH oosu — ec. , e inver- 
no U serie («7) 9= ec. Avremo ino,. 

tre + 9-4-*en(u-+-9)=(809.3°) u-l-ic/m-|-6(4-t-cosu) — ec; posto dunque 

ii valor di 9, e arrestandoci alla prima potenza di u (1044), otterremo per deriva- 

ta prima di y, p,(x) = - +C '“ -, e quindi a=tangMTP:= ~ — 

semi OP 

tangCOP=ta«gOBP. Dunque MTP=OBP ; donde si ha che la tangente MT è pa- 
rallela alla corda OB del circolo , e quindi con ogni facilità si conduce. Sarà pure 



la normale MN parallela all’altra corda CO; ed avremo inoltre PT= — — T*enu~ 

a 4+eosu 

_rV ( 2x — *•) x jr xy 

~7(2x-x‘)'l^’ <,U * rU P ro P° , '* ionale do P° °P, PM, PB. 

1044. Nel ragionamento precedente (4044) abbiamo supposto in generale che 
la curva volgesse all’ asse la sua concavità. Tutto suderebbe nel piede stesso se vi 
volgesse invece la sua convessità ; se non che in questo caso si avrebbe pn^pm, 
pn' S ’ incontrerebbe poi del pari «=?.(x). Frattanto nella prima ipotesi ab- 

biamo tt<p,(x) wp,(x)-H»*p5(x)— ec.(t041),e nella seconda si trova a> ?1 <x)_ 
wp.(x)-hw*pj(x)— ec. , se dunque m=p,(x)dovrà aversi 0<_f,(x)-H»J>i(x)_ee. 
nell’ima, e <T>-p »(x)-Hapi (x) -ec. neU’ altra. Or poiché ii valor di aié arbitrario, e 
SI può prender tale che il termine p,(x) superi la somma di tutti i rimanenti (807), 
è chiaro che la prima ineguaglianza non potrà sussistere , né perciò la curva potrà 
rivolger la concavità all’asse, se p.,(x), o la derivala seconda di p(x-j-«a) non sia ne- 
gativa, come non potrà sussister l’altra se p,(x) non sia positiva. Da questo crite- 
rio ravviseremo dunque se la curva rivolge all’ asse la sua concavità, o la sua conves- 
sità. Così nella parabola, in cui per l’asse principale si ha y=ypx, si trova per 

derivala seconda di j/p(x-Ha), ?»(x)=— £(4042)negativa , mentre nella loga- 
i x\A 

ritmica si ha ?*(*)= e (ivi) positiva. Dunque la parabola volge all' asse 
la sua concavità, eia logaritmica la sua convessità, 

4045. Passiamo adesso a supporre che y—f(x) sia un’equazione polare (902), 
e in conseguenza l’ ordinala^ „„ raggio vettore CM, ed x l’arco che nel circolo del 2,0 
raggio 4 misura 1’ angolo direttore TCM. In tal caso se si supponga la curva concava 
verso l’asse, condotte e prolungate fino all’ incontro in n,n' con la tangente TM le 
ordinate C m, Cm‘, in modo che l’una e l’altra facciano con CM uno stesso e piccolo 
angolo u, è chiaro che saianuo Cn>Cm,Cn'>Cm' . Ora poiché TCM=x dà TC«x= 
x— u , TCis'sbx-H», primieramente dall’equazione della curva si avrà Cm=f(x— o>) 
Cm' = =p(x-Ki) } ed in oltre, chiamato 9 l’angolo TMC,i triangoli «CM.MOi' da- 
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F. 2)0 ratino (839) Cn=—^ , C ln '= — ? dovrà dunque aversi ** — “Si 

' «e/t(fj+w) sch ( 0 ~ m) ^ ten(0-Har 



K x — “)> 



y. icufl 



^>y(x-+-w), d’onde, posto il valor di^x=p(x), jeu6.y(x)^» 



ie/t(0 — w) ' 

se«(6-Hu)p(r — «), e se«8.y(x)^5e«(6 — w)y(x-Ha), ossia (809.3°.439). 

6>* 

sen8.y(x) ^ (senS-hueosO -se«8— ec.Xy(ar)— wp,(x)-faj* y,(r)_ ec.) 

»en8.p( x) (senO— wcos8— ~ s<n0H-£c.)(p(x)-Hay,(x)-t-M * p,(x>4-ec.), 

cioè sviluppando, ordinando per o* e riducendo 
0^(eos8.p(x) — »en8.pi(x)) — -w(ien8.p(x)-l-2coi8.pi(x) — 2sen6.f,(x))-|-ec. 

0^(eos8.p(x)— seo8.y.(x))-+- ^ u(senQ.s(x)-+-2eoi8.y,(x) — 2 sen8.y,(x)) 

A 

Dunque per il solilo principio (808) cosO,?(x)-seìi8-p,(x)tzOj e quindi tmig^~^y 3 

— d’ onde facilmente il valor di CT — (839)-^— = — £ — — 

p,(x) se«(8-+-x) tangtlcosx-y-senx 

*•* 

— . • ■ , dacuipotremo al solito (1041) concluder quelli di MT,CN,MN, 

ycarx+y i(x)renx * 

199 1046. Nelle spirali, ove TCM=90° (1 026) , e quindi CT z=jftang&, si avràdun- 

que CT^*— — ■ , MT= — — i j/((r,x)»-h^*) > CN=sp.(x), e finalmente MNa 

?>W T'( x ) 

ax 

V Cosi nella spirale d’ Archimede, ove > je=*(x)=r— (1027), equina 

In 

a 2nr 

di p,(x)s=— sarà CT— — — xxyX — -—yx, valore della lunghetta lineare del- 
2jt a a 

l’arco x=MQ che misura l’angolo QCM nel circolo del raggio CM==y (678); e so 
la tangente sia condotta al punto A, avremo yxxa, e CT;=2aTr lunghezza lineare di 
tutta intera la circonferenza ALBI). Potrà ancora osservarti che ttwg CHtTx?ta7*g6.=5 

— — = — =x, arco che misura 1’ angolo MCQ nel circolo del raggio 1. 

?■(*) « 

Nella spirale parabolica , ove _y»=px(l028), avremo (1042) fi(x)=: j y ~ s 

e CT= 2 p*y — — 2x)/px=c2x/-^2.ai'c.MQ. 

P 

ab a& 

Nella spirale iperbolica ove y —(<029), poiché ai t»x>va y*(x):= — ^ 

x* 

sarà GT= X— r == " a ^> c *°® qu® 513 curva ha come la logaritmica (1024) co-» 

x* ab 



stanti tutte le sue sutlangenli. 



?(*), 



1047.11 valor generico di tangfli— ——-(1045) ci dà campo di trovar l’equstaio.* 

?‘\*7 
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ne dell» spirale logaritmica (1030). Si faccia tantfl=c, (piantila costante per condi- f. 202 
rione della curva {ivi), e si supponga v= v(x)-A-{-Ili+Cx x cc.la richie- 

sta equazione; sarà p,(jr)=ff-t-2Cx+3/?x’-4-ec.,e perciò A+Bx+Cx'-\- f)x’-t-ec = 
(fl-^-2Cx-+-3Dx*-t-ec)e; di qui applicato il noto metodo (41 9) dedurremo facilmen- 

te B=±, C=^L, «=•> onde y=A (1^+ ^-+_^ec)= 

(464) Ae X ° equazione cercala, che non in altro differisce dalla logaritmica comu- 
ne (1023), se non perchè ambedue i termini dell* esponente son qui funzioni circo- 
lari. Se ne deduce frattanto 4°. clic questa spirale fa mi’ infinità di giri intorno al 
centro, sia per discostarsenc, sia per accosta rvi si, senza però potervi inai giungere; 
infatti comunque si cangi x in x-Hr, x-f-2;r, x-f-37r, ec, ovvero in — x, — x — n , 

— x 2tt, ec, y risulta sempre reale. 2°. Che in A, ove x=0, si ha Q'ÙxzyzszA. 

1048. Punti d’ inflessione. Nei punti d* inflessione (930) la Ungente attraver- 
sa per condizione necessaria la curva; c se questa dopo aver rivolto all’asse la sua 
concavità, passi a rivolgergli la sua convessità, dovrà a versi />«> pmjJtC ^p'm' , men- 241 
tre nel caso opposto sarà pn<pm > p ì n''^p l m! . Posti dunque per le quattro ordinate i 
precedenti loro valori (1014), e riflettendo che per natura della tangeule deve aversi 
a=^,(x) (iVi), fatte tutte le riduzioni , la prima ipotesi darà 

0^^a(x)-+-w^i(x)-H*> a ®4(x)-H*c. ; la seconda 0 <^x)4-M©i(x)-4-<u a pi(a:)-f-ec. 
ó ^ f»»(x) — w^v(x)-H») a — ec. 0 f j(x)— 6)^i(x)-4-w a y *(x) — ec 

In forza del noto principio (808) sarà dunque in ambedue i casi y 4 (x)=0, equazio- 
ne che dovrà perciò sempre verificarsi, e quindi dare per x dei valori reali, qualun- 
que volta abbia luogo nella curva una o più inflessioni dell’un genere o dell’altro. 

E se per ogni valore di x si prenderà sull* asse delle x un’ ascissa equivalente, e in 
seguito si eleveranno le respettive ordinate, 1’ incontro di esse con la cuna deter- 
minerà i punti del flesso. I valori poi di x sostituiti nell* equazione y=y(x) da- 
ranno quelli delle ordinate che salgono o discendono ai flessi. 

1049. Quanto al modo di distinguere ìl genere d* inflessione osserveremo che 
con^ a (.r)=0, la seconda «Ielle «lue ineguaglianze spettanti algenere primo si cangia 
in 0^^'x)— - &)^ 4 (x)-t- cc., eia seconda delle duespellantial secondo si cangia inO^ 
^*(x)— M^ 4 (x)-+-ec. Ora è chiaro che siccome può darsi ad o) un tal valore, che il pri- 
mo termine ©v(x) superi iu valore la somma di tutti i susseguenti (807), nè quella 
potrà verificarsi se yi(x) sia positiva, nè questa se ^i(x) sia negativa. Avremo dunque 
inflessioni «lei genere primo per tutti quei valori di .r, clic sodtliafacendo all’equa- 
zione 3 >,(x)= 0 , e introdotti in ^*(x) rendono questa derivata negati va, ed avremo un* 
inflessione del genere secondo per quelli che la rendono positiva. 

1050. -Sia per esempio la curva dell’ equazione y=lH-se//x. Poiché (809.3°) 

to 1 (M* , , 

ie/t(x-1-to)=JC//x-4-toco$x — -scnx — — casx-f-ec., saia y»(x)=-jscnx, yi(x)= 

2 2 .3 

T. 11 <>. 
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— —cosx. La derivata p*(x) egaagliaU a zero dà x=nn (794.72*), cioè successi- 
vamente x=0, =7T,:=27r,=37r,ec., infiniti valori, che posti in q?v(x) rendono questa de- 
F.242 rivata alternativamente negativa e positiva. La curva dunque avrà un’infinità d’infles- 
sioni del primo genere corrispondenti alle ascisse x=0/=27r,=47r,ec. ed altrettan- 
te del secondo corrispondenti alle ascissexz=7r,=3rr,=57r,ec.Tutti questi punii poi 
saranno ad egual distanza dall’asse, ed avranno per ordinata y=H, onde la curva an- 
derà serpeggiando come vedesi nella figura. 

t05t .Può accadere che i valori di x tratti dall’equazione ^ a (x)=0 annullino la 
derivata ^v(x). Questo caso, in luogo di toglierci, come sembra, il mezzo di distin- 
guer 1’ una dall’ altra inflessione, ci rende anzi avvertiti che non ha allora luogo in- 
flessione di sorta alcuna, a meno che contemporaneamente non si annulli 9 *(x). In- 
fatti i due primitivi sistemi d’ineguaglianza (4048) darebbero allora 0^<p.i(x)-f- 
wys(x)4-ec.e 0^y*(x) — M? 5 (x)-+-ec. perle inflessioni di primo genere; 0^y*(x) 
-H»y 5 (x)H-ec. e 0^ — «ysOO-f-ec.per quelle di secondo, con manifesta con- 

tradizione sì per l’un caso che per l’ altro. Ed è poi chiaro che se f»4(x)=0, la con- 
tradizione svanisce ; ma siccome essa unicamente dipende dal trovarsi ^(x) con un 
medesimo s^'gno in tutte le ineguaglianze, così di nuovo ricomparirà se con 
sia ps(x)=0 e non f>6(x)=U, se con ^6(x)=0 sia ^ 7 (x)=0 e non ^g(x)=0, ec. In 
generale, se si abbiano inflessioni, è necessario che l’equazione ^ a (x)=0 dia valori 
reali per x, e che questi introdotti nelle derivate seguenti, o nou ne auuullino ve- 
runa, o le annullino in numero pari. 

1052. Ordinate massime e minime. Si chiamano massime o minime quelle or- 
dinate che sono maggiori o minori di tulle le precedenti e seguenti comprese o fra 
due successive ed opposte inflessioni , o fra due successivi tragitti della curva per 
2 1 3 l’asse. Dovrà dunque insieme aversi e se PM sia massima, 

e PM <f)m, PM ^ [p'm ' se PM sia minima ; e quindi nella prima ipotesi 
9>(x)^y(x)H-W3>i(x)-hw a y a (x)-HJ^i(x)-l-ec. ossia 0^> f, (x)-Ha?t(x)-H* 9 f)(x)-i-ec . 
K*)>?(x) — (*)■+*>*?*(*) — w'pi(x)-f-ec. 0 ^y.(x) — w?>(x)-H*>*2>?(x) — ec . 

e nella seconda 

^(x)^y(x)-K>a>i(x)-l-&>*y a (x)-4“W , y3(x)-l-cc. ossia 0 <^y.(x)H-w^ a (x)-f-w^3(x)-t-ec- 
f(x)^y(x)— «^(xJ-f-w^OO — w^3(x)-*-ec. 0> ?i(x) — tof»(x)-hw a f}(x) — ec. 

Il solito principio darà dunque per l’ un caso e per l’altro y,(x)=0 ; se perciò han 
luogo nella curva unao più ordinate massime o minime, i valori dell’ ascisse corri- 
spondenti dovran trovarsi fra le radici dell’ equazione yi(x):=0, e questi introdotti 
nell’equazione della curva daranno quelli delle richieste massime o minime ordina- 
te. Per distinguer 1’ une dall’ altre, applicalo il raziocinio precedente (1049), si tro- 
verà che avremo ordinate massime se i valori reali di x dati da ^i(x)=0, sosti- 
tuiti in y a (x) rendono negativa questa seconda derivata; avremo poi ordinale mi- 
nime nel caso opposto. Che se con questi valori risulterà y t (x)'=0, non avremo or- 
dinala massima, nè minima, se pure non risulti inoltre ^3(x)=0, ec. 



Digitized by Google 




1 3 1 

Et. Si cerchi la massima o minima ordinata nella curva dell* equazione = 

£x— x*. Posto x-H» in luogo di x , troveremo y t (x)=ò-2 r, y*(x)=— <.Da à— 2x= 

0 si ha X=JA; valore che introdotto in quello di y darà , ordinata massi- 

ma, perchè y a (x) è negativa. Del resto il Calcolo differenziale facilitando immen- 
samente , siccome vedremo , la ricerca delle derivate , rende altrettanto facile la 
soluzione dei quesiti tanto di questo genere che dei due precedenti . 

<053. Parametri. Già si è detto (<032) che sotto il nome generico di parame- 
tro intendonsi tutte le linee costanti, che accompagnano sotto la forma di coefficien- 
ti le coordinate dell’equazione , e riducon queste alla necessaria omogeneità. Ora è 
chiaro che mentre i valori delle coordinale x, r variano l’uno con l’altro, da uno 
ad un altro punto della curva , i parametri conservati sempre lo stesso valore , e 
ciò finche la curva si mantiene identicamente e per ogni guisa la stessa. Non così se 
da una curva si passi ad un’altra della medesima specie, purché di dimensioni di- 
verse, o se si cangino gli assi, o se restando fermi gli assi si cangi la posizione 
della curva. In tutti questi casi i parametri , dai quali appunto e le dimensioni c la 
posizione delle linee unicamente dipendono, cangiano o tutti o in parie di valore, 
ne acquistano uno novello proporzionale al primitivo , se dalla curva data si fa pas- 
saggio ad una curva simile (<032) ed egualmente situata; comunque diverso se dal- 
la curva data si passa ad una curva affine, o se si cangi la posizione della curva rap- 
porto agli assi, o quella degli assi rapporto alla curva. Da ciò deriva che quando la 
curva è data, sia di dimensione, sia di posizione, o quando si cercano le proprietà 
di una curva di specie e d’equazione data , astraendo affatto dalla sua posizione e 
dalle sue dimensioni, i parametri sono allora , o si suppongono noti , o, salvi i rap- 
porti che alcuni di essi debbono per legge della curva aver talvolta fra loro, posso- 
no stabilirsi ad arbitrio ; dal che il nome di costanti arbitrarie con cui frequente- 
mente si appellano. Ma se supponendosi in tutto e per lutto nota la curva, si cer- 
cano le dimensioni e la posizione che delthon darlesi, affinchè soddisfaccia a delle 
condizioni assegnale, come sarebbero a quelle di passar per dati punti , di esser tan- 
gente a curve o a rette clate,ec., allora i parametri sono altrettante incognite da de- 
terminarsi coerentemente alle condizioni volute, le quali però come è ben chiaro 
non potranno mai superare in numero le costanti dell’ equazione. A mostrare frat- 
tanto come dobbiamo condurci in queste ricerche bastino i seguenti esempj, che 
hanno inoltre il vantaggio di palesare importantissime relazioni. 

<054. Vogliasi l’ equazione di nna retta obbligata a passare per due punti dati 2H 
B, C. Sicno x\y J le coordinate del punto B, x M , y ,f quelle del punto C, che deb- 
bon supporsi note appena che i punti son dati (899); e sia y=^ax-\-b l’equazione 
cercala ; dovran dunque determinarsi a, h. Or poiché i due punti appartengono ne- 
cessariamente alla retta che passar deve per l’ uno c per l’altro, sussisterà ira le lo- 
ro respeUive coordinate la stessa equazione di rapporto clic sussiste tra quelle di cia- 
scun altro puuto di questa retta. Avremo dunque j'=^ax , -+-b, y , z=zax ,, -+-ò. Di qui 
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y'*—— y** x f -x^V* 

p 2|4 ■ c 4 = — -jj— , valori che soslitu ili in rz=ax-\-b, daranno per l* 

x' — x ,f X — x" 

equazione cercata r(*'—x") — x(y'—y' ')=* V'— x'y . 

t (155. .Si noli 1°. die se iossc slato «lalo un sol punto per cui dovesse passar la 
rella cercala, non avremmo potuto iustituire che la sola equazione y'xxax'-y-b, dalia 
quale tratto il valor di bxxy' — ax '> e sostituitolo nell’ equazione generale, si avrebbe 
avuto y—y'x=a(x — x 1 ), equazione che contenendo l’ indeterminala a, mostra come 
iniinile possono esser le rette sottoposte a passare per un punto dato; 2°. se uno dei 
punti, per esempio B cada sull’ asse X, avremo ^=0, e l’ equazione della retta di- 
verrà y(x'—x")=y < \ x ' — *)» se cada sull’ asse V avremo x'xxl), e l’equazione di- 
verrà x"(y — y')x^x(y"—r'); se poi cada nell’origine A, avremo x'xxy'xxO, e per 
equazione yx"xxxy" ; 3°. se la retta sia tutta compresa tra i due punti B,C, chia- 
mata r la lunghezza BC, e condotte BD, CD respeltivamcnle parallele ai due assi, 
avremo BD=x"— x',C l)=xy"—y', e quindi BC;=r=:J/((x"— x 1 ) * 1 ) , 
espressione che denuterà pure la distanza fra due punti situati nel piano delle x y, 
e aventi per coordinate l’ uno x',y\ l’ altro x", r ". 

<056. Vogliasi l’equazione di una retta che da un punto dato scenda perpendi- 
colarmente sopra una retta data di posizione. Sienu x 1 , r J le coordinate del punto dato, 
j fi’x—y b' l’equazione della retta data, > xxax+b quella della retta cercala . Saran- 

no cognite x',jr' come pure «' e b', Inoltre poiché il punto dato appartiene alla retta 
cercata che nc discende, avremo <*. y'xxax'-y-b. Di più poiché la retta cercata deve 
esser normale alla data, l’ angolo clic l’asse X fa con quella supererà di 90° l’ angolo 
cache fa con quest i , e sarà di 90°-t-<u. Dunque 2*. ar=:(9H. 5°) tang (90°-H<j):x; 

— oof<u=— -j- valore che sostituito nella <“. e nell’ equazione generale , darà facil- 



mente per la cercata jr— y'xx ^ (x— x'). E qui pure si noterà che qualora il punto 

di partenza della perpeudicolarc non fosse sialo assegnato , non si sarebbe ottenuta 
che la sola equazione ott. ; , ossia aa'-+- lc=0, che contien dunque la condizio- 

ne necessaria perché liquazioni yxxax-t-b,yxxa'x-i-b' appartengano a due rette 
reciprocamente normali tra loro. 

<057. Supponendo di nuovo dato il punto di partenza della perpendicolare, 
potranno anche trovarsi facilmente l’ equazioni del punto ove essa incontrala data. 
Questo inlalli deve appartenere in comune alle due rette, llapprcscntando dunque in 
particolare con x,y le sue coordinate, dovrà rapporto ad esse verificarsi tanto liqua- 
zione j^a'x-t-i 1 della retta data, quaulo l’altra y — ,(x — x 1 ) della perpen- 



dicolare trovata. Di qui ) xx 



a\a'y'A-x')->rb' «'(r— i')-t-x' 



, equazioni richie- 



ste. E se questi valori di x,y si pongano iu luogo di x",y " in r=J/((x"— x') J -l- 
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( >■" — >') 1 ) , r rappresenterà allora la distanza del punto dato al punto d’in- 

... ... . . » . «'()' — — <i'x') 

contro, o la lunghezza delia normale. Avremo lrattanto x —x — — ’ ■ . 

e a'a-H ’ 

r '_A'_aV 

a'»-H ’ ' ^ |z(a'»-M) ' 

1058. Si cerchi l’ equazione di una retta che debba passare per un punto dato 
parallelamente ad una retta data. Ritenute le superiori denominazioni (t (156) avre- 
mo primieramente y=.ax'-\-b. Di più la condizione dei parallelismo darà (9(4.6°) 
<z=u. Dunque (( 055) y — .>-'=aa'(x — x 1 ). 

(059. Vogliasi infine l’equazione di una retta rclie partendo da un punto dato in- p 
contri una retta r 1 parimente data, sotto 1’ angolo rr 1 (903). SicnoG,DC il punto eia 
retta data; si supponga GL la cercata, e si ponga tangrr'=a". Avremo come sopra 
y'=ax'+b, d’onde i==v'—nx'. Avremo inoltre a—tnng MLX(9(4.5'‘)=tan^(MDL-f- 
tn/ieMDL-K<m*DlV1L a'+a" 

DML)(789.40 ) ■ — ' — — ; e quindi peri equazione cerca- 

( — fan jMDLtan^DML (—«'«"’ 

ta y — y* ss — - (x — x'). E qui pure si noterà che se il punto di partenza non 

* 1 — a 1 a" 

fosse stato assegnato, sarebbe mancato il mezzo di determinar 6 , e avremmo avuta 
a'-t-n" . 

per equazione J r=m j — spettante in comune a tutte quante le rette paral- 

lele inclinate sulla retta DC sotto uno stesso angolo CMC. Perciò 1* equazione 

— Ì— -, oP altra identica a — a ' — a}' = a a.' a" contiene la condizione analitica, posta 
4— a' a" 1 

la quale, due rette qualunque delP equazioni j =<*x-+-£> x-\-b' lormeranno tra 

loro P angolo che ha per tangente a n . 

... a — a 1 

•1060. Stesservi 1°. che dalP ultima equazione avendosi a = • ..perciò 

1 4 -\~a a 1 1 

l°.sc l’angolo dato sia retto e quindi /x n = oc (7 81 .4°), dovrà aversi a n f + 1=0, come pur 
vedemmo di sopra (1056) .Si troverà egualmente a <i n -4-4ssO ed a 1 a M -+- 1=0 nei casi 
elico P una o l’altra delle due rette sicno normali all’asse X , e quindi infinita la 
tangente a 1 , o la tangente a (781.4°). 2°. Che se le «lue rette son date per mezzo delle 
loro equazioni ^v=«'x- c se ne voglia l’angolo rr\ l’equazione «— 

a 1 — fl ,, =aaV l darà immediatamente a n ^=.tansn A zz =. — , dalla quale con tutta 

3 1-f -aa' n 



facilità potremo anche dedurre seiirr =( 787.9*)- 



• . 3°. Volendo in- 



fine determinare il punto d’incontro, supposte x", y JI le sue coordinate, osserveremo 
al solito che il punto spettando insieme all’ una e all’altra retta, dchhono rapporto 
adesso sussistere le due equazioni r ,f =ax j’"~a'x ,, -+-b , 9 le quali ci darauuo 

, h'~b lf ab'—a'b 

dunque per equazioni del punto (899) x"= ■ , r— — . 

a — a' a — a 

4 OC < . Vogliasi l’equazione di una retta che sia taugcnleiu un punto dato aduna 
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curva dell' equazione Y =f(r). Supposta r=ax-\-b l’equazione cercata, e<l x\ y J 
le coordinate del punto di contatto, siccome è questo uu punto per cui deve passar la 
retta, cosi avremo (10.5) (x— x 1 ), e poiché «=J>.(x)(1041), sari dunque 

y-r'=.(x-x')?,(x). Quindi seia curva data è un circolo deH’equa 2 Ìonej= j/(r’ -_r>) 

per cui si trova p,(x) = - 
/y+xi'ssr*. 



y( r t — ~> * a tangente avrà per equazione 



1 062. Si cerchi adesso l’equazione di un circolo che debba passare per tre pun- 

ti dati lì, l.,D. Seia posizione degli assi è data, c suj'poogansi .r’. y 1 , x ,, , r Jl , x MI , y MI 
le coordinate die vi riferiscono i tre dati punti, queste sostituite nell’equazione ge- 
nerale del circolo (9 f f)( y — — a) ’ = r 1 daranno luogo a tre equazioni, per 
mezzo delle quali potremo determinare il raggio r , ed a, ecoordinale del centro. 
Ma se possiamo disporre gli assi comunque, si ponga la nuova origine sul punto delle 
coordinate x , > , e si faccia passar l’asse X per quello delle coordinate x", y ; 
avremo x , "= r"" , = r ,| 5=0, e le tre equazioni diverranno (r 1 — 6) 1 -t-(x' — ->)* — ■ 
r ’ ^ d“( r a ) s== t**» C’-f-x*— r’. Eliminando r, dalla 2*. e 3°. avremo v — ’ x 1 ', 

dalla l\ e 2*. ? = *• — , dopo di che la 3*. darà r =—7 J/ ( (j ~’ 1 -+- 

x' ‘ — x'x" )* -f-x" * r 1 * ). 

1063. Si osservi f°. che se _v'=0, nel «piai caso i tre punti sarebbero tutti 
sull asse A, e quindi in linea retta tra loro, r risulterebbe infinita, ed il cerchio 
indescrivibile; 2°. se i punti dati sieno due soli , mancherà una delle tre equa- 
zioni , e quindi rimarrà arbitrario uno qualunque dei tre parametri, onde infi- 
niti saranno i circoli che posson farsi passare per due dati punti. Per altro sic- 
come allora dalle due equazioni residue si trae l’altra 2 G(j’ — y") -f- 2a (x 1 -x") 
— A * — j ” * + x' 1 — x" * del primo grado rapporto alle due coordinate a, e 6 del 
cenilo, cosi i centri di tutti i circoli che passano per due punti dati si trovano tutti 
in una stessa linea retta (913). È poi chiaro all’ incontro che se uno dei parametri 
è dolo, come per esempio, se la lunghezza del raggio fosse determinata, la terza 
equazione non potrebbe rimaner soddisfatta dai valori di a, 6 che soddisfanno alle 
altre due, e quindi il circolo noti potrebbe farsi passare che per due punti. 

1061. Vogliasi infine far passare una Sezione conica per cinque punti dati A, 
C, D, lì, E. Per due di questi punti conduco AB, e dagli altri punti le perpendico- 
lari CF, DII, EG sopra di essa ; e poi suppongo che l’equazione della sezione co- 
nica corcala sia y'+bx Y-\-cx'+dx+f r-t-£=0 , e fo AF=qt», FC=q, AG=y>', 
kE=q , ,AH==p ,, l DH=q", AB=^>'". Quando x=0 sarà > =0, onde g=0, e pelò 
l'equazione si riduce ad y % +òxy+cx'-\-dx-{-f yrxxO. Quindi secondo che x= 
P> —p'> —, p"i = p"\ *i ha y=q, — — q', —q u t — 0 : sicché si hanno le quattro e- 
quazioni q'+bpq-hcp'+<lp 4-//x=0, q'q'-bp'q'+cp'p'-lrdp'—fq'zxO , q"q"-h 
^P 1 ~^~ C P 'p' ■+*ip ,, -\-J'q v z=Q , cp"'p’"-t-dp'"=0 , da cui si avranno i valori di 
c t djj , che sostituiti nell’equazione supposta daranno quella della curva cercata. 
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In simil guisa, per dirlo qui di passaggio, date più quantità a, a', a",ec. b, 4' ( 
4" ec. respettivnmen la legate Ira loro con rapporti ineguali, potremo trovar la legge die 
tutte le riunisca sotto un rapporto comune. A tale eletto consideriamole come coordi- 
nate di una curva ignota dell’equazione r=A-\-lix- 1 r-Cx'-\-ec. Se col metodo che 
sopra si trovino i valori dei coefficienti A, B, C, ec. è chiaro che l’equaziona per tal 
via pienamente determinata darà il rapporto cercato ; come pure che lo stesso rap- 
porto si estenderà fra qualunque altro valore piacerà dare ad a: e quello che ne risulterà 
per j'. Con che potremo interpolare fra le date qualsivoglia numero di quantità. 

Problemi indeterminati del secondo grado 



1065. Si chiamano cosi quei problemi geometrici i quali han per oggetto di 
trovar la curva o luogo geometrico (909. 2. ') a cui appartiene una data proprietà 
esprimibile per mezzo d’un’equazione indeterminata di secondo grado. E chiaro che 
la curva richiesta non potrà essere che una sezione conica (943) facile a deter- 
minarsi con le regole esposte» Eccone degli esenipj. 

I. Dati i due punti A, B, trovare il luogo di tutti i punti M tali che l’angolo Fig.248 
AMB sia sempre lo stesso. Condotta MP normale ad AB, sia AP=x, PM =y, AB=m, 

tangAMB=( ; avremo (846) tangAMP=-, e ra;igBMP=— — — . Dunque (789.40. 1 ) 

I —~ t — ’ ** ’+ar* — m.r=:0 equazione ad un circolo (942). Vo- 

lendo descriverlo basterà trovarne il raggio a e le coordinate a, 6 del centro. Ora 
avendosi qui b=z0,d=—~,fzx — m,gxx 0, sarà ( ivi 2.‘ 3.’ 4.* ) €=— ,ocxx—, a — 



a’4-6’=- 



I .Alzata dunque sulla metà di AB la uorroale FE=-r- . saranno 

v 4t* 1 2t 

E il centro, ed AE il raggio del circolo cercato. Ed infatti le corde AM, BM, for- 
mano l’angolo inscritto AMB eguale all’angolo centrale AEF, il quale d’al- 
tronde eguaglia il dato, come è facile concludere, qualora si osservi che 
senAEF : cos AEF : : AF : FE : : t : I , d’onde tangAEF=t. 

II. Data la retta AB, e il circolo TGD col centro in C trovare il luogo M dei cen- 
tri di tutti i circoli tangenti al dato ed alla retta AB. Condotte da C la CM, e la CA 
normale ad AB, e da M le ME, MP normali l’nna ad A B, l’altra a CA, ti ponga CA=A, 
APsr, PM=y, e CG=r. Sarà MG=ME=x, MC=r-f-*, PC=A — x, e il triangolo 
rettangolo MPC darà (r-+-*)*=^’-t-(4 — x)', cioè y' — 2x(4-4-r)-+-i’ — r’=0, equa- 
zione trasformata alla parabola (939), cogli assi X, Y, o meglio X, Y' per costruzione 



ortogonali, e nella quale 4 .* 1 



2.< cJI-^=0, 3.- p JV-‘> p = 

9‘ 9' 9'' 9" 



2(A-+-r), 4.* F= =A’— r'. La 4 .* mostra paralleli gli assi X, X’ (944), e per 



T. II. 



9* 
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Fig.2f9 conseguenza anco gli asai F, F*; quindi (939) p=i , p'~Q, <?=0, tf'=i . La 2/ darli 
dunque 6=0, cioè t’aase principale X coinciderà coll’asse X, ossia colla retta AC, 
e la parabola avrà quindi il suo vertice in un punto di questa retta ; la 3.* darà il pa- 
rametro a=2(5-+-r); la 4.* finalmente darà per l’ascissa che riferisce l’origine A al 
vertice della curva »=s— j (b — r)= — j AF, quantità che essendo negativa, mostra co- 
me A si trova alia sinistra del vertice, il quale dunque cederà nel punto V preso sulla 
metà di AF. Sarà poi facile il vedere come il fuoco e la direttrice che debbono tro- 
varsi ambedue distanti dal vertice di una quarta parte del parametro (946, 949), os- 
sia di y(i-t-r), cadranno l’uno sul centro C del circolo dato, l’altra in H ad una di- 
stanza AH.=r, dall’origine A. Questa osservazione verifica la soluzione del proble- 
ma. Infatti condotto il raggio vettore CM, e da M la normale MQ sulla direttrice, 
avremo (949) MQ=CM; e poiché EQ=AHc=r=CF sarà dunque ME=MG come 
esige la condizione del quesito. 

220 III. Sulle rette ad angolo AB, BC sieno prese le porzioni qualunque AP, BE nel 
rapporto fra loro di 4 :m. Si unisca quindi A con E, e da P si conduca parallela- 
mente a BC la PM che incontri in M la retta AE. Si cerca il luogo del punto M. 

Fatta AP=x, PM=/, AB=a, avremo x :jr BE :: a : mx. Dunque x'= 
ar : m equazione alla parabola (94f. 955). 

221 IV. Abbiasi il semicircolo AGQ inclinato di un angolo qualunque 6 sopra 
il piano AQRS, e da ogni punto della circonferenza sia calata sul piano una nor- 
male. Determinar la curva che le normali descriveranno sul piano. 

Condotte PG, PM normalmente al diametro AQ, intersezione comune del se- 
micircolo e del piano, fatta AP=x, PM.— r, e supposto f il raggio del dato se- 
micircolo, il triangolo GPM rettangolo in M, e in cui l’angolo GPM=0 (70t), 
darà v' , =cos , 9xPG’= (9t0) co»’0(2x — x'), equazione all’ellisse (942). 

222 V. Supposta AB perpendicolaie al piano MPB, e condotta sul piano per B la 
retta PB, e da qualunque punto P di questa la PM normale a PB, determinare so- 
pra PM un tal punto M, che l’angolo MAP sia eguale ad un angolo dato *h. 

Fatta AB=u, BP— x, PM=r , i triangoli ABP rettangolo in B (693) ed MPA 
rettangolo in P (704) daranno x'=r , col“l l — a*, equazione all’iperbola (942). 

223 VI. La data retta DE si muova nell’angolo BCA in modo che due suoi punti qua- 
lunque A e B stiano sempre sui lati dell'angolo dato: cerco la curva descritta da un 
dato punto M di AB. Condotta PM parallela ad AC, sia CP=x,PM=3f, AM=ot, 
BM=n, coiACB=cojMPB=c : avrò BP=nx : m, e il triangolo MPB darà (845} 

v-_" — n'=0, equazione all'ellisse, poiché c<f dà — — - (942) Se 

m m m ' m 

l’angolo ACB sia retto, l’eqnaziooe diventeràjr*— — ( to’— x*), e apparterrà a un’cl- 

m * 

lizze dei semiassi /«, il. Quindi dati gli assi potrà descriversi l'ellisse ; essendo il mag- 
giore 2a, il minore 24, prendo AM=u, MB=4, e muovo AB tra i lati d’una squa- 
dra; il punto M descriverà il quarto dell’ellisse richiesta. 
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VII. S’ immagini che la squadra NMK sia fatta strisciare coi suoi lati NM, MK F.224 
sul perimetro di una parabola qualunque NAK. Cerco il luogo di tutti i punti per i 
quali auderà scorrendo il vertice IVI. Condotta MP, KL, NQ normale all’ asse AQ , 

sia AP=r,PMs:r,NQ=3, KL=u, sarà AQ=AT(952)= — , AL=AS= — .Dai 

2z* 

triangoli simili TPM, TQN, ed SPM, SLK avremo le proporzioni I*. •' * :: 

P 

!> 2(1 * Il * z * z 

— — x : » : II*. :u :: x — — ; che divise P una per l’ altra daranno — •' — 

/» J f> /> u* u 

: 1 . Di qui facilmente px=tiz. Ma dai triangoli parimente simili NQT, 

px — ri 1 

2z» 2/i * 

LKS si ha NQ. QT ::SL: LK, cioè z: - — .* w, e quindi uzz= J/?* , dunque 

pxzzzjft 1 , ed .r= dal che si ha che l’ascissa x della linea cercata è costante, e 
perciò 1’ ordinata >' è una retta parallela all’asse Y (9l4), che sorgendo normal- 
mente ad AT in distanza di dall'origine A, si confonde dunque con la direttrice 
della parabola, la quale sarà perciò il luogo cercalo. Quindi il vertice della squa- 
dra scorrerà continuamente lungo la direttrice. Tutto cioè anche conlormc a quan- 
to vedemmo altrove (1001. XII). 

Si noti che se l’angolo NMK fosse obliquo, il vertice tracccrcbbc allora 
un’iperbola. Infatti posto e osservando che NMK=NTQ-H\SL , e 

chefnwifNTQ= , <n/i^K.SL= si troverebbe (7 89.40*) *== ^ . Ma le 

2z 2u 4 uz — p 1 

proporzioni I*, II*. danno z = y-t-f/ ( j a -4-px), u = — J > d’onde u-f* 

Z=z2^/(j‘*-{-px) f e come sopra uz=px ; si avrebbe duuque sostituendo , t = 

^ — — d’onde r -+-nx(yt*-|-l)— —t»/>»=0 equazione all’ i- 

4x — p 1 6 

perbola (942). 

Vili. Sia pvoposta la stessa ricerca per il caso che la squadra strisci sul perime- 
tro d* un’ellisse, o d’ un’ iperbola. 

Condotte, come sopra, sull’ asse CT dell’ ellisse le normali NQ, KL, MP, si pon- 
ga CQ=z, CL=iì, MP=>, CPr=xj avremo PT— CT — CP= (968) , SP=: 

2 

x —■ — , eil il triangolo SMT rettangolo io M darà (582 2") i * = PTXSP — • •• 

(a* — xiYux— a*) a*x nl 

= (u+t) — x* — — . Orn dui triangoli . NQT,MPT, 

uz uz uz ° simili 

KLS, MPS, si ha NO» :QT* ::MP* :PT», LK» :LS* .:MP* :PS», cioè I*. 

41 (u »— 2»)* (a*— xz)* A» . (n*— 11’)» 

a ’ z* J z» a* 1 - u» 



(ux— a')’ 



; di cui la I*. , fallo per comodo 4 * x * +a*_jf’=/n, y* — 6*x=n, dà 2— 
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j jf 

(- — y * ), e la II*. con le stesse sostituzioni , dà u= — — — 

m m ni 

a % j 2a*A*x o*« 

— yCmn-yb^x 1 )- Dunque u+z= — ; uz= ; valori che sostituiti in 

m m ni 

„ .. 24*i* m 

quello di y*, daranno »•*= , ossia n( y* -f-x *) = m — 

J J n il 

24*x*, d’onde restituendo i valori di m, n,e riducendo, si avrà infine x*-+- 
,7"*x=a*-i-4*, equazione al circolo del centro C e del raggio J/ (« 1 -4-4 J ) , luogo 
cercato. Operando nel modo stesso sull’ iperbola si troverebbe un circolo del rag- 
gio |/(«*— 4*). Quindi o la squadra strisci sopra un’ellisse, o sopra un’ iperbo- 
la , il suo vertice descriverà sempre un circolo. 

IX. Fra i lati AC, CB dell’ angolo qualunque ACB sia condotta comunque e 
dovunque l’ obliqua FD ; trovare il luogo geometrico dei punti M tali , che con- 
dotta da F la FM, e per M la GP parallela ad FD, si abbia FM=GP. 

Pongasi CP=x, MP==/, FD=4, FC=a, cosDFC=e. Avremo FM*=(843) 

4*x* 

^-*-4-(x — a)* — 2c> (x— o)=GP*z= — — : d’onde si dedurrà (942.939) che il 

luogo cercato è un’ ellisse se fatto se7/DFC=s, sia as> 4, un’ iperbola se as <^4, 
una parabola se as — b. 

X. Sull’asse AP di una sezione conica, o sul di lui prolungamento AO , sia 
preso un punto qualunque O, e condotta da O la OQ a qualsivoglia punto Q della 
curva , si faccia pass <r per Q la PM normale all’asse. Determinare sopra PM il 
punto IVI tale che si abbia PM— OQ. 

Fatta AOsni, OP— x, PM— i , AP = z = xzfcm , si troverà _y*=.OQ*=x* 
■4-Pn * — (z-pni) * -t-PO * ; quiudi perla parabola, ove PQ * — pz , avremo _y* =5 

4* 

equazione all’iperbola (942) ; per l’ellisse, ove PQ*=— *(2az — 
z * 4 * 

z*),avremo v*= — (a * — 4 * )-+-2z ( ■ — ipm)-pni * , e quindi un’ipcrbola se l’as- 
*■ a 1 0 . 

se AP è il maggiore , un’ ellisse se è il minore, ed una parabola se <t=4, cioè se 

4* 

l’ellisse si cangi in un circolo. Infine per l’ iperbola , ove PQ*= — ( 2os -+- 

a * 

z* 4* 

z*), avremo^ *= -(a*-4-4*>+-2z( a -^^n)-+-m*, il che darà in ogni caso un’ 
iperbola. 



Problemi determinati fino al quarto grado 



1066. 1 luoghi di due equazioni indeterminate del secondo grado posson co- 
struirsi sulla stessa retta dell’ ascisse , con la stessa origine e nello stesso angolo 
delle coordinate. In tal caso le due curve si taglieranno in punti tali che l’ordina- 
te corrispondenti a questi , saranno le radici dell’equazione determinala che si 
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avrebbe riunendo U due equazioni in ima, che non contenesse altro che x o Re- 
ciprocamente se un’equazione determinata del terzo o quarto grado si divida in due 
che contengano x ed y , cosicché eliminando x o > si ritrovi la data, è chiaro 
che costruendole come sopra, i punti d’intersezione delle due curve avranno per 
coordinate i valori dell'incognita :co»i se nell’equazione x*-y-ax*-ybx*-t-cx-+-d—Q 
si faccia x*= pjr, sarà p*j*-\-apx y-\rbpy-)-cx-\-d =0, equazione a una sezione 
conica che costruita con la parabola dell’equazione x'^py, taglierà questa curva 
iti punti, le cui ascisse corrispondenti saranuo i valori di x, 

4067. 1. Date due rette a, b t trovar tra esse due medie proporzionali x, y\ 

« Risolvemmo questo problema con la cissoide (1006); ma può risolversi piu sempli- 
cemente con l’intersezione di due parabole. Poiché per ipotesi a :x :: x : y y : b, 
sarà x % ssay ed y*x=bx; onde costruite le parabole di queste equazioni e tali 
perciò che l’asse dell’ordinale nell'uria sia asse dell’ascisse nell’altra, e reciproca- 
mente, esse daranno con le loro intersezioni i valori cercali di x, j\ Ma meglio è 
ioliodurre il circolo, curva tanto piu comoda a descriversi. A tal effetto sommo 
le due equazioni x* — ayxz0,jr* — 6x= 0, ed ho — av — 8x=0, equazione 

al circolo (9 1 2) del raggio rs=fp (a'-hb*), e il cui centro C è determinato dalle Fig 227 
coordinale AB='6, BC=y<z (iVi). Costruita dunque una parabola AM del pa- 
rametro b sull’asse AP, essa saia il luogo deU'equazione p*=£x f e descritto il 
circolo del predetto centro C e raggio r, questo taglierà la parabola in un punto 
M tale, che condotta la perpendicolare PM, le coordinate AP, PM saranno le 
due medie proporzionali cercate. 

Si noti che da x’=«/ si ha x^xza* , % z=à*bx, d’onde x , =n’3. Quindi se 
b=:2a, si avrebbe x'=2 «*, cioè il cubo di AP sarebbe doppio del cubo a \ ciò clic 
lisolve con poco il problema della duplicazione del cubo, sì famoso tra gli Amichi. 

ma 

Anzi può generalizzarsi il problema prendendo b=z — * per trovare un cubo 

3 

AP’= — che sia ad un dato cubo a * nella ragione di min. 

n 

4068. II. Dividere in tre parti eguali un arco di circolo FB. 

Suppongo MF il terzo dell’arco BF, e oltre le normali BOG, MPm sul raggio 228 
AF, conduco B/ned mR normale a BG. Poi f..tto AP=x, PM == y , AM— fl, AO =zd 9 
BO=c, i triangoli siinili AMP, BmR daranuo x : jr :: c-h r : x — d, cioè jr % — x’-+- 
cy-\rdxx=. 0, equazione all’iperbola equilatera (943. 2.°), 1» quale, secondo la quan- 
tità che fra le sei a, 5, «, 6, p , q assumeremo per arbitraria (App. 943. 2 °) e 
secondo il valore che ad essa daremo, potrà variare in infiniti modi sia di di* 
mensione, sia di posizione, ma il cui tragitto pel dato circolo avrà costantemente 
luogo nel punto M che noi cerchiamo. Si scelga frattanto per arbitraria p e si 
ponga pxx.i.Sn rà xx f =0 , cioè l'asse principale x della cui va sarà parallelo ad 
A F. Inoltre poiché gli assi dell’equazione sono per costruzione ortogonali, sarà 
pure yy*=0 (943. 2.°), e quindi <7=0 1 onde dovendo aversi nx^h non resteranno 

t. //. «) • 
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Pig.228 * determinarsi che le incognite a, a, 6, >1 che suppliranno le tre equazioni 
Ci = c, D=<f, F=0 (942), le quali, posti i valori corrispondenti a C, D, F, osser- 
vando che q'=l, p’=» 0 e rammentandoci che a=i, daranno ot= — ^d, 6=xje, 
a=-iy(d'-C). Q uindi poiché a e 6 riferiscono l’origine delle coordinate 
della trasformata a quella della derivatrice (939), presa AD=yC, DC=yd, 
l’iperbola equilatera costruita col contro in C e col semiasse CK=yJr(<i' — e’) 
attraverserà il circolo nel punto cercato M. Inoltre poiché presa ar=AO =d 
('equazione dà /•■-4-cya=0, cioè J'asO, y — ■■■■ c, la curva adunque passerà per la 
metà O e per l’estremità G della corda BG, e quindi taglierà pure la circon- 
ferenza nel punto G e determinerà l’arco FG, di cui, comecché eguale a BF, è 
parimente terza parte l’orco FM. L’iperbola opposta M'LM 1 1 taglia il circolo in 
due punti M' ed M" che, come é facile dimostrare, determinano gli archi F'M', 
F'M" ed M''F, o anche BM 1 , respeltive terze parli degli archi BM'F 1 , BM'F', 
BF I M"F ai quali spettano io comune la due coordinate AO, BO. Si noti t.° che 
dà x=d, come si é veduto, ed x=0, cioè l’iperbola opposta passa col 
ramo superiore per il centro A del circolo; 2.° se d=e sarà a=0, e l’equazione 

a' all’ iperbole cercata, si convertirà in y ■ i x , cioè in luogo del- 

1’ iperbole avremo due rette che s’ incroeerannn nel centro A formando col- 
l’asse X un angolo di 45° (9(4. 5.° e 6.°); 3.° se c"^d sarà <z* negativo, l’equa- 
zione si cangerà nell’altra x'—y' — a’ ad una nuova iperbola che avrà lo stesso 
centro della precedente , ma che avrà Y per asse dell’ ascisse , X per asse del- 
l’ordinato e che io conseguenza volgerà i suoi rami l’uno dall’alto al basso, 
l’altro dal basso all’alto. Può osservarsi che a questa iperbola ci saremmo con- 
dotti se in principio avessimo posto p—0, come d’altronde è manifesto. 

230 <069. III. Dividere lo spazio parabolico ACB con una retta CM in due settori 

eguali ACM, BCM. Condotta MP normale ad AC, sia AP=z, PM==r, AC =o, 
BC=Ò, il parametro della parabola r ~p ; avremo (<001 . XL1.) jXi+ì.»(o — x )— 
ACM= JACBa=yai, ovvero xy-y-ìay=~lab, equazione all’iperbola tra gli asin- 
toti (943). Prolungata AP verso F, onde sia AFz=3AC, e condotta FK perpen- 
dicolare ad FA, tra gli asintoti FK, FA si descriva nn’iperbola equilatera della 
potenza 2 ab\ essa sarà il luogo dell'equazione xjH-3<yx=2ai, e taglierà la pa- 
rabola nel punto richiesto M. 

V'olendosi servir del circolo, poiché b'xxap , ed y'xxpx , sarà r x* ■ =: 

P 

— , valore che sostituito nell’equazione xj -4-3a j^lab, la cangerà io 7 M- 3 ÌV— 



2£ 3 =0 : la moltiplico per > , e diviene y * da cui, sostila ito 

b'x 2<T 

• — ad y , ricavo ar*-+-3ax — • — — > ==0 : a quesia aggiungo v*’— pxxzO f ed ho 
a b 

* 2 o.*Y t .. 

^ 4-x*-4-(3 a — p)r— •—-=(), equazione al circolo. Alzala dal punto A norma l- 
6 . 



f 

\ 
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mente ad AP una retta AU=? 7-, si conduca ad AD dalla parte opposta al punto M 
0 

una perpendicolare DC'=* (3a— p) ( qui si suppone 3a^>/?) , e col raggio C A c 
centro C 1 si descriva un arco di circolo j quest’arco taglierà la parabola nel punto 

richiestoM; e sarà PM=A(J/(l-f-(/2)— J/(— l-l-J/2)). 

1070. IV. Trovar le radici dell’ equazione del quarto grado x*— /?*x*-f-/» a qx 
-f-pV=fl per mezzo d’un circolo e d’ una parabola. Fatto al solito x a =y?r, viene 
^'•-f-qx — py'-\~pn=0 ; vi utiisco x a — pjrssÒ 9 e nasce l’equazione al circolo x a -f- 
— 2py-\-qx-t-pr=zi0. Descritta dunque col parametro p la parabola M f AM ri 11 che 234 
abbia AQ per asse perpendicolare ad AP, e presa AD=y>, DC=^ uormalead AD 
dalla parte io cui è nella iigurn (si prenderebbe dall’ altra se fosse negativo), si tro- 
verà che nn circolo del centro C e raggio J/ (CA * — pr) taglierà la parabola nei pun- 
ti M, IVI’, M", M m , die determineranno le radici dell’equazione, due positive, 
cioè MQ, M'Q', P altre negative. Se l’equazione da costruirsi fosse x*-\-p % x % — 
p 1 7x-H/>V=0, presa al solito x *=/? r, si avrebbe y a -+-x 1 — qx+pnzz.0, equazio- 
ne al circolo coaie nel caso passato , ma più fucile a costruirsi. 

Si cerchino ora le radici dell’equazione x*— pqx % -\-p*rX‘+-p*m*=0 per 
mezzo di un circolo e d’ un* iperbola tra gli asintoti. Presa x y —=p m , viene x*— 

p % r prr 

pqx a -\-p a rx-f-x » =0=x * - 4 - y * —pq -+- - — =x a ■+ -j % —pq~ h , equa- 

X ììl 

zionc al circolo. Tra gli asintoti perpendicolari QAQ 1 , P M, AP' descritte l’iperbole 



equilatere della potenza pm f prendo sotto AP la retta AC= — ; il circolo del 

2m 

centro C, col raggio j/(AC a -4 -pq) , taglierà I’ iperbole opposte nei quattro punti M, 
M 1 , M", M ,M , i quali determineranno come sopra i quattro valori di x con le a- 
scisse AP, AP’, AP", AP"'. 



Geometria Analitica 



f07t. ilei Trattato die abbiamo adesso percorso, i punti, le rette e le curve 
sono stati sempre da noi supposti nel piano degli assi X,K. Se sicno al di fuori di 
questo piano, e situati comunque in mezzo , come suol dirsi, allo spazio , i pro- 
blemi correlativi divenendo allora assai più composti, non possono altrimenti risol • 
versi coi soli dati fin qui posti in uso, ed esigono l’ intervenzione d’ uua nuova e 
assai piu estesa Teoria, di cui la precedente non forma che un semplice caso par- 
ticolare. Noi ne daremo i soli primi principj; ritenendoci eia necessaria brevità, e 
la sublimità stessa delle materie dal più oltre avanzarci. E secondo il più moderno 
costume procederemo per via pi(i che potremo analitica j motivo appunto per cui 
abbiamo apposta al trattato attuale la denominazione coti cui vetlesi intitolato, de- 
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nominazione die avremmo potuta estendere ed applicare anche al trattato antecedente, 
se trattenuti non ci avesse il riguardo di non troppo con ciò vincolarci, e perdere 
ogni diritto all’ uso libero di quella sintesi che vi abbiamo sparsa , e che dannoso 
sarebbe stato ai nostri Alunni di non far loro opportunamente conoscere. 

Equazioni del punto nello spazio 

.232 <072. Sia B un punto preso non più sopra nna data superitele piana, ma nello 

spazio assoluto, e se ne voglia la posizione rapporto al punto A, comun concorso de- 
gli assi AX,AY, che per maggior semplicità supporremo in principio Ira loro ortogo- 
nali. Se da Bsi cali sul piano XAY la normale BC, e da C, che chiameremo projezio - 
ne del punto B sul piano delle xy, si conduca su questo piano la CP normale ad AX, 
è chiaro che partendo da A e procedendo lungo AX fino a P, quindi volgendo lungo 
PC, e risalendo fino in C, e da C elevandoci per CB fino in B, verremo cosi ad incon- 
trare necessariamente, ed esclusivamente da qualunque altro punto, il punto B. Dun- 
que nel modo stesso che le due coordinate AP, PC, le quali conducono da A a C fis- 
sano la posizione di C relativamente ad A sul piano XAY (900) , le tre AP , PC , 
CB che conducono in pari maniera a B, fisseranno la posizione di B nello spazio. E 
se chiamate x, r, z le tre coordinate, ne sieno m, fi, p gli assoluti respettivi valori, 
ar=m, > =«, Z=xp saranno le cercate equazioni del punto qualunque B (899). 

1073. Se sull’origine A normalmente al piano XAY si alzi l’indefinita AZ, que- 
sta sarà pure normale agli assi X,Y (693), e parallela alla nuova coordinata z. In for- 
za di quest’ ultima circostanza l’ indefinita prende il nome d' asse delle z , e verrà 
da noi rappresentata con Z; come chiameremo piani delle xz, o delle > 2 i piani 
stesi per gli assi X,Z o per gli assi Y,Z. In forza poi dell’altra circostanza i tre piani 
saranno ortogonali fra loro, e quindi nel punto A del loro concorso comune for- 
meranno un angolo solido composto di tre angoli piani , ciascuno dei quali sarà 
retto, ossia formeranno l’angolo d’ un esaedro regolare (723.4°). Questi piani, che 
denomineremo pure piarti coordinati , posson poi immaginarsi stesi come gli assi 
anche oltre il punto di concorso , nel qual caso questo punto sarà il comun vertice 
di otto angoli solidi , tutti tra loro eguali e dell’ indicata qualità. Chiameremo ango- 
lo positivo quello di qnesti otto angoli che riman compreso fra le tre parti positive 
degli assi (899); negativo l’angolo opposto al vertice del precedente ; misto qua- 
lunque dei sei rimanenti. 

4 07 J . Del resto invece di far uso delle tre coordinate x,y, z, può determinar- 
si la situazione del punto B rispetto ad A anche mediante la distanza diretta AB=r, 
e gli angoli BAC^=9, CAX=o>, fatti 1’ uno da AB con la retta AC, che partendo da 
A passa per il piede C della normale BC, e l’altro dalla retta AC con 1’ asse AX, o 
con l’asse AY. Infatti l’ angolo CAX determina la direzione del piano normale elle 
passa per B lungo la retta AB ; l’ angolo BAC determina su questo piano la dire- 
zione della retta AB luugo la quale trovasi il punto B, e la retta AB determina con 
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la sua lunghezza r il luogo occupato da B alla sua estremità. I due angoli G ed u Fig 232 
c la retta r prendono in questo caso il nome di coordinale polari (900} ed è 
poi facile averne il valore da quello delle coordinate ortogonali, o inversamente 
dedur questo dall’altro. Infatti i triangoli rettangoli ACB, ACP danno AC=rcosO, 

BC =*z=r senti , CP= r—ACscnMz=rcosQsento , AP=x=:ACcoiw=rcoiOcosw : 

Z Y 

d’onde assai agevolmente r=J/ (x’4-/*’-!-:,’), senti—- , tango *— — . 

4 075. E qui gioverà dar luogo ad alcune belle conseguenze che immedia- 
tamente fluiscono da questi valori, e specialmente da quello di r, il quale può 
direttamente riguardarsi come Pespressione analitica di una retta stesa dall’ori- 
gine fino al punto qualunque B, e quindi comunque diretta e comunque lunga; 
o si v vero come Pespressione analitica della diagonale d’un parallelepipedo ret- 
tangolo che abbia le ire coordinate x , y, z per lati (725). Primieramente si 
prenda sull’asse Y una porzione AE=)^, e s’immaginino condotte da B le rette 
BP, BE. I piani triangolari BPC, BEC saranno normali a quello delle xy (703), 
e quindi respetti vamente (704) anche alle rette AP, AE normali per natura alle 
intersezioni PC, EC del piano x y coi due piani triangolari. Dunque (693) BP 
sarà normale ad AP, e BE ad AE; e rappresentando con rx, ry , rz (903) gli 
angoli che la retta r fa con gli assi X , Y, Z s i triangoli rettangoli APB, AEB, 

ACB daranno x—rcosrx, yx^rcosry, z—rcosrz, d’onde, quadrando e somman- 
do, e introducendo il valore di r, avremo cosVx-+-cos , ry-f-co.?Vs;=4 ; pei ciò 
la somma dei quadrati dei coseni dei tre angoli , che una qualsivoglia reità 
condotta dall'origine nello spazio fa respetlivamcnte con gli assi, e sempre 
costante , ed eguaglia il quadrato del raggio 4. Due di questi angoli non per- 
ciò arbitrar]', il terzo dipende dall’uno e dall’altro. Può anche untarsi che tra- 
sformati i coseni in seni, si ha sen'rx+sen'r y -+-scn % rzz=2. 

*1076. In secondo luogo l’angolo BAC=0 , per cui abbiam trovato sen 0= 



z 




rappresenta l'inclinazione della retta AB, o di qualunque sua parallela 



sul piano delle xt (695). Ora è chiaro che se la normale BC che si è condotta 
sa questo piano, si fosse condotta piuttosto su quello delle xz, o delle jrz, fatto 
per distinzione BAC^G 1 nel primo caso e BAC^O 1 ' nel secondo, avremmo tro- 
X x 

vitto senO { — -, senti 11 =>—. Quindi quadrando e sommando, se/i s G-f-jew a G l -t- 
, x'+v’-j-i* 

sen G”= — , ■^■■■=4 , cioè la somma dei quadrati dei seni degli angoli 



d’ inclinazione di una retta sui tre piani ortogonali , e costante ed eguaglia 
il quadrato del raggio 4. E qui pure ponendo in luogo dei seni il valore dato 
per i coseni, troveremo coj‘ , G-H?os , 0'-f-co* , G ,, =2. 

4077. In terzo luogo se si rappresenti con p la retta AC, che denominere- 
mo projezione di AB sul piano delle xy, econ p\p n si rappresentino le consimili 

T. IL o* 
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Fig 232 proiezioni sugli altri due piani, .iccorac abbiamo p=AC=rcosO(!974), cosi «ari 
p'=rcosV, p"z=rcnsQ"; d’onde P'-hp''+-p ll '^r\cos’Q+cps'6'-i-eos'fì")—2r\ 
cioè U quadrato della retta eguaglia la temisomma dei quadrati delle tre 
sue projezinni. 

<078. In quarto luogo se condotta la BD normale sull’asse Z, ,i pQn „ a 
avvertenza ai tre triangoli APB, AEB, ADE, facilmente scorgeremo che le tre 
coordinate x=AP,^AE, z=AD posson riguardarsi come equivalenti alle 
projeziont della retta sugli assi, operate mediante i piani dei tre triangoli Poi 
cbè dunque rW+^M-a’ (1074), perc.ò il quadrato della retta eguaglia 
altresi la somma dei quadrati delle sue proiezioni sopra i tre assi il che 
come vedremo in breve (1082), si verifica d’ogni altra retta, anche’ qualora’ 
non parta dall’origine A. 

<079 Infine la distanza r appartenendo non tanto al punto B, quanto a 
qualunque punto della superficie di una sfera che abbia per centro A e per 

raggio r, cosi l’equazione r^y (x'+jr'+t') spetterà alla superficie di una 
sfera . « 

<080. Tornando adesso all’ equazioni del punto (<072), rimane tuttavia da 
osservare < “ che considerati come positivi i tre assi, debbon considerarsi co- 
me negativi i loro prolungamenti al di là del punto di concorso (899); e per- 
ciò anche le coordinate x, ;,i,oi loro valori m, n, p dovranno assumersi 
per negativi, allorché il punto dato si troverà non dalla parte degli assi, ma 
da quella dei prolungamenti. Che se questo punto sia per rispetto ad un’asse 
Hall» parte positiva, e per rispetto ad un altro dall, parte negativa o del pro- 
lungamento, in tal caso risulterà positiva la coordinata corrispondente al primo 
asse, negativa quella corrispondente al secondo. In generale tutte le coordinate 
di un punto situato in uno degli otto angoli (1073) hanno segni centrar) • 
quelle di un punto situato nell’angolo di vertice opposto. Qualora oon all* si 
avverta, supporremo il punto situato dalla parte positiva degli assi, e riguar- 
deremo perciò come positive tutte le sue coordinale. 

Le coordinate x, r, z, o i loro valori m, «, p equivalgono alle respetlive 
distanze del punto dato ai tre piani . Quindi se il punto cada sopra uno dei 
pian, , j>er esempio su quello delle * 5 , sarà nulla 1» distanza n, e la seconda 
equazione (<072) diverrà r= 0. Se cada sopra ano degli assi, come per esem- 
pto su quello delle x, siccome in tal caso si trova insieme e sul piano delle 
X r > * *" ^ ,,ell ° ‘ ,elle saranno nulle nel tempo stesso le due distanze n, p, 
e l’ultime due equazioni diverranno perciò .> =0, *=0. Se infine coincidesse col 
punto di concorso degli assi, trovandosi allora in ciascuno dei tre piani , sa- 
ranno nulle tutte le tre distanze, ed avremo per equazioni x—Q, y— 0, z=0. 

<08! . Si concepiscano adesso tre nuovi assi X', T, Z' paralleli ai tre primi, 
e concorrenti in un punto A' comunque diverso da A. Avremo insieme tre nuovi 
i P ' an ' or ‘ <, g° ua l' «he saranno paralleli ai tre primi ; e se si suppongano et, 6, x le ro- 
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spettile distanze degli uni. e degli altri ? ed quelle di ciascuno dei nuovi piani p 233 
al punto B, saranno, a, x le coordinate che ri feriscono il punto A al nuovo punto 
A j , ed xr,y t z ] saranno o potranno considerarsi come quelle che vi riferiscono il 
punto B (1072). Ed è poi chiaro che qualora il punto A f sin nell’angolo negativo 
(1072) degli assi X y Y,Z t avremo x'z^a-hx, z’^x-f- z 7 e quindi x= 

X 1 — x,yx=y J — 6, z=z'— x; mentre all’ opposto se A 1 sia nell’angolo positivo, sarà 
x =x , -f-a,^==K , -H>, z=z'-f-x, ed x'=x — a, > f = r— ■§, z f =z — x. Che se A’ ca- 
desse in uno qualunque degli angoli misti , i segni delle tre coordinate a, 6, x 
varierebbero a tenore della regola che abbiamo superiormente accennala (1080). 

1082. Ritenuta frattanto la prima ipotesi osserveremo, ohe introducendo i nuo- 
vi valori di x, r, z in r^:(/(x 1 + r J +8 1 ), espressione della distanza del punto B 
al punto A (1074), si ha r=f/'((x l — a)*-t-( > 6)*-H(z i — x) a ). Ora B ed A pos- 
soQ considerarsi come due punii comunque situati nello spazio, o riferiti al punto 
A', l’uno con le coordinate x\ y\ z\ l’altro con le coordinale et, *>, x. Se dunque 
per simmetria cambieremo in x n , v* ,f , z ,r le coordinale a, 6, x, ed r in d, avremo 
dz=f/((x’ — ’J e sari questa l’espressione an .litica 
della distanza reciproca di due punti situati comunque nello spazio , che abbiano 
per coordinate 1’ uno x', y x a z\ l’altro x'\ y xx a z M . Chiamando poi r f ,r ,f le distan- 
ze dirette di ciascuno dei due punti all’origine, avremo ancora dz=\* (j* *— * 

2(x , j |, +/y , +a , * l, )),a motivo di r x a z=x ' * * -+-& 1 1 , ed r" a =^r"»- *H- 
z xx% . E poi ben chiaro 1°. che questa stessa espressione verrà egualmente a rappre- 
sentar la lunghezza di uua retta interposta Ira i due dati punti ; 2°. che sarà l’ equa- 
zione di una sfera che abbia per centro uno dei punti dali, e per raggio d ; 3°. che 
x 1 — x", > J — r- r", Z 1 — *z" corrisponderanno alle projezioni della retta data sopra cia- 
scuno dei tre assi ; onde anche nel caso che la retta non parta dall’ origine si verifi- 
cherà ciò ebe di sopra accennammo (1078), 

1 083. Ma sicno i tre nuovi assi X l i V , a Z x non più paralleli , ma bensì in dire*" 
zione comunque inclinata su quella dei primitivi, e di più obliqui fra loro, e vo- 
gliosi i valori delle coordinate primitive x f jr, z, dati per le coordinate X , f j rX a z x % 
che riferiscono il punto B ai nuovi assi. Distingueremo due casi , cioè clic j nuovi 
assi abbiano comune l’origine A coi primitivi, q che l’ abbiano differente. Nel pri- 
mo supposto, le coordinate x, y, z dovran dipendere dalle nuove por mezzo di re- 
lazioni lineari dello forme generiche seguenti: x=xix x -\~a x y '-+-a M z f , J xzhx x -\-b x y* 
-+-£ ,r z f , zxzcx x -+-o x j J -{-e xx z x % Infatti poiché facendo x x zxz v '^z'i^OjCÌoè supponendo 
il punto B trasportato all’origine A, deve egualmente aversi x:=> =^z=0, è chiaro 
che nei valori di x, y, z non potranno esser contenuti termini costanti. Inoltre 
siccome al punto unico B non compete che una sola ordinala nel senso di ciascuna 
dei sci assi , così 1* equazioni di rapporto dell’ une coordinale con 1* altre debbono 
esser tali, che per qualunque coordinata sivno risolute, non sommi uislri no se non un 
solo valore; il che non potrebbe accadere qualora le coordinate vi si trovassero ad 
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un grado maggiore dell’ unità , ossia l’ equazioni non fossero lineari. Non allro dun- 
que rimarrà die conoscere il valore delie costanti a, b, c,a', b\ c', a", 4", c". 

1084. Or queste quantità, comecché appunto costanti , hanno sempre uno stes- 
so valore qualunque sia la posizione del punto B. Posto ciò si supponga che B ca- 
da in qualche punto M dell’asse X'. Avremo y'=0, z'=0, d’onde x=ax', y — - 
bx\ z z—cx . Ma i'r:AM può considerarsi come una retta stesa dall’origine A al 
punto M, e perciò deve aversi (1075) xxx'cosx'x, yxy'cosx' y, z—z'cnsx'z; dunque 
per questa, e quindi per ogni altra situazione di B, saranno az=cosx'x, b—cosx'y, 
cz=cosx'z. Nel modo medesimo, supponendo B trasportato in un punto dell’asse 
e poscia in un punto dell’asse Z’ proveremo a’=cns y'x,b'^cos • 'y,c'=:ao3y'z, 
a"=cosz'x, b"=:cotz'y, e"—cosz'z; per il che le tre relazioni supposte diverranno 
x =: x'cosx' x-t-y' oosy' x -i-z' cosz' x Y = x'cosx 1 y-y-y'cosy’y-Y-z'cosz'y 

zzxx'cosx'z-Y-y'cosy'z-Yz’cosz'z. 

1085. Se accada che uno dei nuovi assi, come per esempio Z', mantenga lasitua- 
zione dell’asse Z, e i due A', Y ' si conservino nel piano degli assi X, ¥, in tal ca- 
so sarà z'z=0, z'xsz 1 r=sx'z-= r'z==90°, ed jr’r -=90° — > 1 X, d’onde x=x’cojx'jc 
-+- r'cotr'x ; y=x'cosx' r+y , coty , _yz=x'eotx < i +y'stn> 'x ; txxz'. 

1086. Questa trasformazione dell’ uno nell’ altro sistema di coordinate , da- 
ta per mezzo dagli angoli fatti dagli assi fra loro , non è sempre la più opportuna. 
Giova , nell’Astronomia specialmente, piuttosto averla per mezzo delle inclinazio- 
ni dei piani , e per gli angoli che le loro intersezioni fanno con gli assi. A tal elet- 
to, supposti gli assi ortogonali , si osserverà che se col centro in A, comun concor- 
so di tutti gli assi, s’ immagini descritta una sfera di raggio qualunque, i piani 
delle coordinale si cangeranno in piani di circoli massimi (750), le loro inclina- 

234 zioni in angoli sferici ( 859 ), le loro intersezioni e i loro assi in raggi. Sia dunque 
SPYZ la sfera, e i raggi AX, AY, AX', AY' rappresentino gli assi X, Y, X' , Y' , 
Descritti gli archi X'X, Y'X, X'Y, Y'Y, YX, Y'X', prolungati i due ultimi fino 
al loro incontro in V, e condotto il raggio AP, è manifesto 1°. che l’ arco X'X mi- 
aura ed eguaglia l’angolo al centro XAX', fatto dagli assi X',X,onde si ha X' X r 
x'x ; come per In stessa ragione si avrà Y'Xxxy 1 x , X'Y =r'y. 2°. Che gli archi YX, 
Y'X' contenendo l’angolo degli assi 1, X ed , X’, saranno ambedue di 90°. 3°. 
Che i settori PAX, PAX 1 essendo nei piani degli assi Y, X, ed l",X',ii raggio AP 
rappresenterà l’intersezione di questi piani, e l’angolo XPX 1 la loro inclinazione. 
Si chiami frattanto 6 quest’ inclinazione , e f gli angoli che gli assi XjX* fanno 
con l’ intersezione AP : avremo XPX';=0, PX— PX'=iji,PY=ip-(-90", PY'=f-+- 
90»; e i quattro triangoli PXX', PXY', PYX 1 , PYY' daranno (870.11*) 

I*. cosx'x = cosQsenpsenf-Y-cospcosy II*, easy' X — cos&sempcosy — cos'bspny 
III*. cosx'y—cotOcns j/seri? — senf'cosf IV*. coi y'yzxcnsOoos-ficosf+seiysenf 

235 .Si rappresentino adesso coi raggi AZ, AZ’ gli assi Z, Z\ e si conducano gli archi 
X'Z, y'Z, XZ', YZ', PZ,|PZ' . Sarà qui pure evidentemente X'Z = x’z, Y'Z =y'z. 
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Z'Xcsz'x, Z'Yszz* 1 ^. Inoltre dovendo gli assi Z, Z' eseer normali l’uno al piano Fig.235 
XAY, l’altro al piano X'AY', e quindi alla loro intersezione AP (693), ai avrà 
PZ=90 o =PZ',XPZ=90 o =X l PZ', e perciò X'P2L=90°— S, XPZ , =90°+6. Quin- 
di ritenuti gli altri precedenti valori, i quattro triangoli X’PZ, Y'PZ,XPZ I , YPZ' 
daranno V.’cosx’xcxsenOseap; VI.*eorr's=ses8eoip; VII.' eosz’x= — senOsemp; 

Vili.* cosz’j x= — senQcos\f>. 

Infine P angolo degli asai Z, Z' essendo eguale a quello dei loro circoli 
massimi (862), avremo IX. 1 cosz'z—cosù. Or sostituendo questi nove valori nelle 
formule precedenti (t 084) , si otterranno espresse nel modo che si cercava le 
coordinate x, y, z del dato punto B, o le sue nuove equazioni. 

1087. Applichiamole ad un caso semplicissimo e nel tempo [stesso di rile- 
vanza somma per cose che dovremo esporre in appresso; cioè che il nuovo asse 
X' zi» nel piano delle xy, • il nuovo piano delle x'y 1 passi per il dato punto B. 

Jn queste supposizioni avremo s'=0(4080. 2.°), l’asse X 1 si confonderà con l’in- 
tersezione AP, e sarà per conseguenza p=0; dunque (1084) 

x^y'cot6sen>b-¥-x'cot p , y=y'cos&cofJ/ — x'senty, zszj 'senQ. 

1088. Rimarrebbe adesso da esaminare il caso in cni i nuovi assi X', I’, 

Z' diversificassero dai primitivi con solo nella direzione, ma ancor nell’ ori- 
gine (1083). A tale effetto, supposta la nuova origine in A' dentro l’angolo po- 
sitivo degli assi X, V, Z, s'immagini un terzo sistema d’assi X 1 ’, Y", Z" 
paralleli ai primitivi, e concorrenti in A 1 con gli assi X', Y', Z' ; e si suppon- 
gano x", y" , z'I le coordinate cbe riferiscono ad essi il punto B. È chiaro che 
nel caso attuale spetteranno a queste coordinate i valori che nel precedente 
spettavano alle coordinale x, y , z. Ma supposte tz, 6, x le coordinate cbe 
riferiscono il ponto A 1 al ponto A, abbiamo (1081) x=«-+-x'i, ysx 6-+y'', 
sscx-hz" ; dunque nell’ ipotesi che alla diversità della direttone si aggiunga 
pei nuovi assi anche lo spostamento d’origine, non altro abbisognerà che retpet- 
tivamente aumentare i superiori valori di x, y, z delle quantità a, 8, x, prese 
coi segni cbe loro si competono a seconda delia situazioni cbe avrà il punto 
A 1 relativamente al punto A (1081). 

1089. Riprendiamo, per darne un esempio, il caso di sopra (1087), e sup- 
poniamo l’origine dei nuovi assi in un punto dell’asse primitivo X; saranno 
visibilmente nulle 8 e x, onde delle tre formule non cingerà che la prima, per 
la quale avremo xsxt-hr'eotOsen'fi-t-x'onrj*. E se infine si vuole che l’asse X* 
rimanendo sul piano delhs xy sia parallelo all' asse X, saranno nulli p , t 
la coordinata x, ed avremo xasot-f-* 1 , y'=x6-+-y'ces6, zxxy'senQ. 

1 .1 i. . i *» V •*.!'» !... "• 'ItnnWll:. : ’J ' " ' - - 

Equazioni della linea retta nello spatio 

1090. Abbiasi non più un punto, ma una retta indefinita AB con l’origine 232 
in A, della quale si vogliano ^equazioni. S’ immagini che sul piano XAY delle 
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Fig.232 xy scenda per AB un piano normale, a cui daremo il nome di piano projettante, 
e aia AC la comune intersezione di questi due piani. Se da un punto qualunque 
B di AB si conduca la BC normale ad AC, e quindi da C la CP normale ad AX, 
saranno AP, PC, BC le tre coordinate x, y, z del pnnlo B. Chiamati frattanto 

01, 0 gli angoli PAC, CAB fatti dalla projezione AC con l'asse AX e con la retta 
proposta AB, i triangoli ACP, ACB daranno le due equazioni 4 .* yxxxtangoi, 

2. * z=xsectùlang6. Or la prima spetta visibilmente alla projezione AC (914. 3.°), 
e dato o) stabilisce In posizione del piano projettante, che dovendo sorger nor- 
malmente al piano nella direzione di AC è obbligatamente determinato quando 
è determinata AC. La seconda, dati &> e 8, fissa sul piano projettante la posizione 
di AB j ed è dunque chiaro che ambedue prese insieme determinano la situa- 
zione delia retta data, e ne son perciò l’equazioni. 

1091. Se in luogo di sceglier per piano della projezione il piano delle ir si 
fosser prescelti quelli o delle xz , o delle yt , chiamali to', a" gli angoli fatti 
dalle due nuove projezioni nel primo caso con l’asse Z, nel secoodo con 
l’asse Y, e fl 1 , 8" quelli fatti con la retta data, avremmo avuto nell’uno dei 
casi x=ztangoi' , y— zieeoi' tangf)' , e nell’altro z^ytangoi", x=ytec<ù" langO" j 
due nuovi sistemi d’equazioni atti a rappresentare del pari che il precedente la 
retta data. Ma qui possiamo osservare di più che le prime equazioni di ciascuno 
dei tre predetti sistemi , cioè y^zxtangoi, x=ztango>', z=ytango>" spettando 
alle projezioni di AB sopra ciascuno dei respettivi tre piani , determinano 
anche le posizioni dei tre piani projettanti , che tutti s’ intersecano in AB. 
Quindi due qualunque di esse determinano AB ; essendo chiaro che supposti 
dati di posizione due piani, deve aversi come data anche la loro intersezione 
comune. Perciò combinando insieme a due per due le riferite equazioni, po- 
tremo ottener tre altri sistemi , i quali comecché più semplici dei tre prece- 
denti, saranno anzi quelli di cui faremo più uso. 

1092. Attenendoci dunque a questi, si supponga per maggior generalità 
che la retta data nou passi per 1’ origine A. Preso un suo punto qualun- 
que A' riferito al punto A dalle coordinate a, 6, x, vi ti facciano passare 
tre nuovi assi X', Y', Z' paralleli ai tre primi. Fra le coordinate che ri- 
feriscono il punto B alla nuova origine A 1 sussisteranno manifestamente, come fra 
quelle che lo riferivano alla primitiva, l’eqiiazioni y'^x' tango i, x'sx zz'tangoi 1 , 
z'=zy'tangta". Ma, supposta la nuova origine nell'angolo positivo degli assi 
primitivi, abbiamo (1081) x'zxx - — a, y'=y — S, z'=z — xj sostituendo dunque 
avremo Y—C x — a)langoi-h6 , x=(z—r)lango>'-\-a, z=z(y—e)tangoi"-hx J ove 
le coordinate x, y, z continueranno ad esser quelle che riferiscono il punto B 



alla origine primitiva. Or qui si osserverà 1 che avendosi dalla 1 .* tangoiz 
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Condizione analitica che deve aver luogo ogni qualvolta le tre equazioni apparten- 
gono ad una medesima retta. 2°. Che se la retta sia parallela al piana delle dty, la 
sua projezione sul piano delle yz risulterà parallela all’ asse delle > ; d* onde w"^=0, 
e quindi per una delle equazioni 2 =x. Che se di più la retta coincida col piano , 
nel qual caso x=0(l 080.2°), la predetta equazione diverrà z=0. Nel modo stesso Sé 
Sia parallela al piano delle xz, la sua projezione su quello delle ±y sarà parallela 
all’ asse delle x, il che darà w=0, e quindi e di più j =0, qualora la retta 

sia sui detto piano. Come pure si troverà x=ot, o x=0, quando la retta sia parelle- 
la al piano delle y z, o sia Cou esso coincidente. Quindi 3°. se la retta sia parallela 
ad uno degli assi , o normale ad uno dei piani , e per conseguenza parallela agli al- 
tri due , avremo per equazioni x=a, y =6 nel caso che l’asse parallelo sia Z , x=a, 
*=* nel caso che sia yz=$, z=x nel caso che sia X. 4°. Se il punto A della 
retta sia sopra uno qualunque degli assi, per esempio sull’ asse Z, le sue distanze 
et, 6 dai piani delle xz, e delle yrz (1080.2°) saranno nulle, e allora le tre equa- 
zioni si ridurranno ad jr=xtangto y x=(z— -'/)tangtù‘j z=> tangto"-+-Y.. 

1093. Si chiamino <p, <p" gli angoli che le diverse projezioni nei piani del- 

le xy 9 delle xz, delle yz fanno con gli assi delle y 9 delle x, delle z. Sarà y=90° — 
«, ?'=90°— y n =90°— a»' 1 , e quindi w=90°— y, «'=90°— 6> f '=90°— p", 
valori che introdotti nellé precedenti equazioni, daranno x=z(y — f>)Z«7igp-l-a* z= 
(x — a)£on^p'- f-x, ,y=(z — x)tan$f'‘- f-6. E come queste nuove equazioni non sono 
che le primitive sotto diverse forme * perciò anche due qualunque di esse condii na- 
te fra loro, o una qualunque di queste combinala con una qualunque delle prime 
( escluse l’ identiche, ossia quelle fra le medesime coordinate ) , daranno luogo ad 
altrettanti sistemi d’ equazioni , tutti in un modo medesimo atti a rappresentar la 
retta proposta. 

1094. Concluderemo perciò in generale, 1°. che una retta AB è determinata 
da un sistema di due equazioni di primo grado; della forma xzx:az- y zz=a 

o dell’altra xz=az-+-ò, xxxa\ V-f-i 1 , ciascuna delle quali c fra due coordinate, l’u- 
na comune ad ambedue, l’altra in ambedue differente; 2°. che ognuna di esse rap- 
presenta separatamente la projezione della retta data sopra uno dei piani ortogonali; 
3°. che questo piano; a cui daremo il nome di piatto dell 1 equazione , è deno- 
talo dalle due coordinate che sono in equazione fra lóro; 4°. che i coefficienti 
<7; a 1 equivalgono alle tangenti degli angoli fatti dalla projezione con l’asse cor- 
rispondente alla coordinata che ciascun di èssi accompagna. Dipendon dunque sol- 
tanto dalla direzione della retta, e perciò 5°. sono eguali per tutte le rette parallele, 
o per la stessa retta allorché passa da una in un’ altra posizion parallela ; 6°. son poi 
Sempre nulli, allorché la retta è normale al piano dell’equazione, nel qual caso, come 
abbiam veduto (1092.3°), la coordinati del secondo membro sparisce, e I* equazio- 
ni divengon determinate. Infine 7°. debbon considerarsi per noti, allorché la dire- 
zione della retta sia data, per incogniti quando la direzione si cerca. 
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<095. Quanto alle costatiti A, A 1 , siccome stanno a rappresentare o l’un» o l’altra 
delle tre espressioni (1092) — *fang&»+6, — xtaugu'+ a, — 6ta/ig«"+x , perciò 
i°. dipendono insieme e dalla posizione e dalia direzione della retta; 2°. so n sempre 
nulle quando la retta passa per l’ origine delle coordinale, il che non solo si rileva 
dalla natura delle equazioni che trovammo per questo caso (1091), ma anche dall* 
osservare che allora con x=0 deve aversi insieme ^=0, z=0 (1080.2°); 3°. che se la 
retta passi semplicemente per uno degli assi, allora è nulla quella delle due costanti, 
che appartiene all’equazione, le cui coordinate corrispondono agli altri due. Cosi se 
Passe di cui si parla è quello delle z, sarà nulla 5' nell’ ultima equazione del secon- 
do sistema , dovendo in tal caso aversi y=0 con x=0. 4°. Generalmente i valori 
di b t b { equivalgono, come è chiaro, a quello che la coordinata del primo membro 
di ogni equazione ha nel punto, ove la coordinata del secondo si annulla, vale a di- 
re in quel punto ove la retta proposta inconLra il piano formato dalla coordinata 
del primo membro, e da quella che manca nell’ equazione. 5°. Infine debbon que- 
sti valori assumersi come noli quando la reità sia data di posizione, come incogni- 
ti allorché la posizion della retta si cerca. 

1096. Del resto il metodo già dichiarato (1091), col quale possiam determi- 
nare la posizione di una retta per mezzo di due sue projezioni o delle loro e- 
quazioni, è visibilmente applicabile al perimetro di qualunque poligono, come pu- 
re alle curve, sussistendo evidentemente anche pei* questi due casi lo stesso princi- 
pio sul quale noi lo fondammo ( ivi ). Stabiliremo perciò che i perimetri dei po- 
ligoni e delle curve hanno per equazioni quelle di due qualunque delle loro 
projezioni. Deve escludersi il caso che il piano della curva sia parallelo ad uno di 
quelli di projezione ; poiché le projezioni sugli altri due piani degenerando allora 
in linee rette, le loro equazioni non sarebbero altrimenti idonee a specificar la qua- 
lità della curva , e potrebbe soltanto dedursene la situazione rapporto al piano pa- 
rallelo. In tal caso dovrà falsi uso di una di queste , e di quella della projezione sul 
piano parallelo. 

f097. Le superficie costituite dalle normali che dalla curva scendon sui piani 
di projezione si chiamano stiperfìcic prò jettanti cilindriche , attesa la loro analo- 
gia col cilindro, sia per parte della forma prismatica , sia per quella della base cur- 
vilinea , benché non circolare. E come le normali costituenti queste superficie ter- 
minano in ciascuna di esse alla curva data, cosi la curva dovendo trovarsi in amen- 
due , sarà dunque rappresentata dalla loro intersezione comune. 

Equazione del piano 

4998. Abbiasi il piano indefinito CBD, e sia B il punto ove imo qualunque 
degli assi, per esempio quello delle z, lo incontra; BG, BD ne rappresentino le 
tracee su i piani delle xz 9 e delle J z, cioè le inlerseAÌom con questi piani ; infine 
sieno 6), gli angoli dell’ una traccia con l’asse delle x, dell’altra con quello del- 
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léj. Condotta per un punto qualunque E di BD la retta EF parallela all* altra trac- 
cia BC , e supposte y 1 , z ' le coordinate di BD , x, y, z quelle <li EF, e 
fatta AB avremo fra z x ed y x F equazione z , =y , tangO) , -+-C (9t4.4 A , 109:1.3°), 
e fra z ed x l’altra equazione z=xtangùì-\-b (914.4°), ove b rappresenterà ciò die 
diviene z al punto E (1095.4°); ma in questo punto, comecché comune ad EF e 
a BD , si ha z=z r , e di pia y=rj dunque £==3Z r =~> tango? -\-C; e quindi zs=s 
xtangbt-hytatigtó'+C, equazione che essendo fra le tre coordinate x , r> z di qual- 
sivoglia punto F della parallela qualunque EF, spetta perciò a qualunque punto del 
piano, ed è per conseguenza l’equazione del piano. Potremo rappresentarla con 
Ax-+-By-+-C, oppure con jrxz A x-\-Bz-\rC, o ancora con xz=Az-+-B y-t-C, le qua- 
li due ultime forme nascono dalla prima, permutate fra loro le denominazioni 
delle coordinate, cosa, siccome è chiaro, quivi del tutto indifferente; e in tal caso 1°. 
A y B saranno le tangenti degli angoli che le tracce fanno con gli assi corrispondenti 
alle coordinate, alle quali A y B servono respetti vamente di coefficienti, e C sarà il 
valor dovuto alla coordinata del primo membro, al punto ove le due del secondo si 
annullano , ossia dove il piano incontra l’ asse corrispondente alla coordinata del 
primo. Quindi 2°. per un altro piano parallelo al dato i coefficienti A y B rimarran- 
no gli stessi, e non varierà che la sola C. 3°. Se il piano passerà per l’origine , C 
sarà nullo. 4°. Se è parallelo all’asse X f sarà nullo il coefficiente di x y e l’equazio- 
ne del piano diverrà zxzlB y-\-C, oppure jrzxBz-\“C ; se è parallelo all’asse Y sa- 
rà nullo il coefficiente di y, ed avremo z?=zAx-\-C y oppure x~Az-ì-C; siccome 
avremo x=xBy~\~C, oppure ys=zAx-{-C y se il piano sarà parallelo all’asse Z. 5°. 
Se è parallelo al piano delle xy, e per conseguenza ai due assi X> Y, saranno nulli 
insieme i coefficienti di x e di y, e l’equazione z=Ax-+-By -f-C si caogerà in z=C; 
come si cangeraono in x^=C, y=-C le altre due, se il piano sia parallelo a quello 
delle yz, o delle xz. 6°. Se è tutto steso sul piano delle xy , saranno nulle insieme 
A y B, C; onde z=0sarà l’ equazione del piano delle xy, come x^O, i =0 sareb- 
bero quelle dei piani delle yz, e delle xz. 7°. I coefficienti A y B y C dovranno 
al solito riguardarsi come quantità note, quando il piano è dato, e come le inco- 
gnite del problema , quando il piano si cerca. 

1099. Le tracce sui piani coordinati offrono il modo il piu naturale bensì, ma 
non l’unico per determinare la posizione di un piano. Essa rimane egualmente de- 
terminata mediante una retta di nota origine, di nota posizione, di nota lunghezza 
e normale al piano ; il che è ben chiaro. L’equazione che allora se ne deduce di- 
versifica molto dall’altra nel valore e nel significalo dei suoi coefficienti. Per con- 
cluderla nel modo il più speditivo, supporremo che la normale abbia l’origine nel 
comun concorso A dei tre assi , e che ne sia r la lunghezza contata dall’origine fi- 
no all’ incontro del piano. Immaginiamola prolungata altrettanto di là dal piano fi- 
no in B in modo che si abbia AB=2r ; c sieno x’, y\ z* le coordinate dell’ estre- 
mità B. Siccome il piauo divide in mezzo la normale AB, è chiaro che ogni suo 
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punto M sarà equidistante dalle due estremità A,B; e poiché chiamando x, v, ile 
coordinate di questo punto qualunque, si ha J/(x 1 -f» per la disianza di 
M da A (407 4), c f/((x' — x) *-t~(^* f — i)*) per la disianza da B, do- 
vrà esser dunque f/(x* «+•/* * 4* i 1 ) =x j/((x'— x) 1 -+-(^ J — ^)* -d-(x'— z)*); 



d’onde xx'-f- ^^• , -f-xx f ; 



— . Ma (1092) x'*-f-y«-Kx'* = (2r)*, e 



(1 075) x'=lrcosrx 9 y=2rcosr r, z‘~2rcos/ Z, dunque xcosrx-h ) cosry-i-zcosrz 
sc=r, equazione cercala, nella (piale per quanto appariscano quattro costanti , a dif- 
ferenzi? della precedente (1098) ove non erano che tre sole; pure sia perchè una puh 
sempre togliersene col mezzo della divisione, sia perchè tra le tre prime esiste la re* 
la z io uè (1075) cos* rx+cns ^/y+cos */\=l, che rende una di esse dipendente 
dall’ altre due, esse non sono in sostanza che sole tre. Quest’ equazione che nelle 
applicazioni si trova più opportuna della precedente, pei* quanto men semplice , si 
suole ordinariamente rappresentare con Ax-ì-Bjr-\-Cz—Dy ove dunque Dèi» lun- 
ghezza della normale,» la distanza del piano dal punto d’origine, ed A t B, C so- 
no i coseni delle inclinazioni della normale sopra i tre assi; e deve tra questi coef- 
ficienti sussistere la relazione A* -4- 

1100. Se T equazione si divida per D, e si continui a rappresentarne il primo 
membro con Ax-\-By-\-Cz, avremo Ax-hB r-+-Cs=l. In tal caso sarà A=z 9 



coxrr _ cnsrz . . _ „ 1 1 

: ■ - 7 " ’ C= “ 1 6,1 A '+ B '+ c * = “ 1)1 ^ r = ' 

ABC 



Cf,srT =y'(A'+&T(>) ’ eosrj - y(A’-\-B’-^c*)’ cosrz= y\A'±B>+c*y 

formule che danno la lunghezza e la posizione della normale, quando la posizione 
del piano sia conosciuti. 

1101. Un piano resta altresì deterrai 11 . to quando se ne assegni la traccia e l’in- 

clinazione sopra uno qualunque dei piani coordinali. Sia BC la traccia sid piano 
delle x j , ednbhia per equazione x t =^ì ì tangM-\-b (1098); sarà AC=£ (1095.4°) y 
ÀBC=w (1098); e se da M, piiulo qualunque del piauo, e di cui supporremo esse- 
re x , Yy z le coordinate, si conducano l’ordinata MP=s e la MQ normale a BC, 
da Q la QP, per P la DE parallela a BC, e infine da C la CN normale a DN, pri- 
mieramente sarà MQP 1’ angolo d’inclinazione, che chiameremo 0, del piano dato 
con quello delle Xr (701 ). Avremo poi 2:==QP/«M^.==CNltf//g0==CEcosr»>/a/ig$. 
Ma CE=AR-1-RE — ACz^x-t-ylangM — b; dunque z=(x-\-jtangto — tycosutangOy 
ovvero z — xcostotangQ^=j m scu(»)tangQ — bcoswtangQ t equazione del piano , che po- 
trà mettersi o sotto la Torma Z-*rAx-\rB ) =C della prima (1098), o sotto l’altra Ax 
-f-/? r-4-Cs=Z) della seconda (1099)»dopo averla in quest’ultimo caso moltiplicata o 
percosO, o pei* cotO. Adottando il primo fattore, avremo A-=z— senQcost», 2J=~ 
$en^senta y C=cosO, ed 2 -f*C 4 =l come nella seconda (1099). 

1102. Infine si osserverà che tanto il puuto, quanto la retta cd il piano, vengoit 
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rappresentati ila equazioni Hi primo grado. Ma il punto ne lia tre, la retta due, il 
piallo una. 

Equazioni della retta e del piano dipendenti da condiiioni assegnate 



4 403. V equazioni generali della retta e del piano, quali le abbiamo stabilite* 
lian sempre luogo qualunque sia la posizione dell* una e dell* altro nello spazio. Che 
se la posizione sia determinata da condizioni date* 1* equazioni non cambieranno di 
forma, ma le loro costanti o parametri prenderauuo dei valori particolari, che diver- 
sificheranno secondo la varia natura delle supposte condizioni, conforme appunto si 
notò trattando dei parametri delle rette e delle Curve stesa in un piano dato (4 053). 
Esporremo qui pure questa Teoria in foggia di quesiti , nei quali non faremo en- 
trare se non quei soli casi che pongono in rappoito rette con rette, o piani con piani, 
orette con piani, riserbandoci ad estendere in seguito le slesse ricerche alle rette ed 
ai piani tangenti e secanti, cioè che toccano dovunque, o comunque attraversano la 
superficie di un dato solido. E quanto alle Ire diverse equazioni del piano, adottere- 
mo la prima(4 098) come più semplice. I risultamenti che se ne otterranno potran poi 
ridursi a quelli che ottenuti si sarebbero dall* altra e più comune Ax-\-Bj‘-\-Cz=. 

A B D 

D, sostituendo — — , — — , — in luogo di A, B, C . Per comodo di discorso 
(> O C 



nomineremo i punti per mezzo delle loro coordinate, scrivendo per esempio x'jr 1 z 
per denotare quel punto che ha le coordinate x l ,jr l 9 z 1 . Supporremo inoltre ortogo- 
nali gli assi coordinati. 

4 404. I a . Trovar P equazioni di una retta che passa per un punto dato x'jdz'. 
Si suppongano x=ay+-b f y =o , r-f*ò r P equazioni cercate (4094). Come riflettemmd 
in simil caso anche altrove (4054), è chiaro che se la retta deve passare per il pun- 
to dato, può dunque questo considerarsi come uno dei punti di quella, e debbon 
perciò fra le sue coordinate aver luogo le stesse equazioni di rapporto che sussisto- 
no fra quelle d’ogni altro punto della retta. Avremo dunque x l z=zaz i -\-b 9 y ì z^4i t z*^rb % . 
Di qui i valori di b,b\ che sostituiti nelle due precedenti supposte equazioni, da- 
tanno per P equazioni cere te , e proprie del caso nostro x~a(z — t f )-+-x r , 

(?— ■ z > y+’J r '} ove restando indeterminate a , ed a',, ne risulta che la retta potrà ave- 
re un’ infinità di direzioni (4 094.4°), come è d'altronde evidente. 

4 405. 11°. Trovar P equazioni il’ una retta che passa per due punti dati x ì jr ì z ì 9 

aPy'x". 

Supposte come sopra x=uiz~\-h ì r^=ra r s-+-A l P equazioni cercale, la doppia 
condizione darà x f =riz'-+-ò, y •'.=:« 'z'-hò 1 , x' , =a- M -t-ò, > a , z ,, -4-i f . Di qui i va- 

lori di a, b 9 a\b [ 9 che sostituiti nelle due equazioni, daranno per quelle della retta 
cercata x(z r — i^^x 1 — x'^^'—xV 1 r' z "i 

ove non restando alcuna indeterminata, si conclude che la retta la quale passa per 
i due dati putiti non può esser clic uuica. 
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4 >06. III". Trovar 1’ equazioni ili ima retta parallela ad un’ altra data , e die 
posai per un punto dato xVV. 

Siano x"=flS |l ->-ò, v'txflV-t-i 1 l' equazioni della retta data , potranno sup- 
porsi x=nt-+-fi, quelle della parallela (>094.5°), con le quali attesa l’ al» 

tra condizione del problema, dovranno aver luogo le due x'=az'-h$,y'x=:a'z'-{-^ . 
Di qui i valori di 6, fi che daranno perle due equazioni cercale x=a(t — , 
r-=a'(z — :')-+- ► Se la retta data è uno degli assi , per esempio l’asse Z, saranno 
nulle a, ed a' (>094), ed avremo x=xx‘,y=rK Se il punto dato cade auH’asse X, 
saranno nulle e z’, ed avremo x=za:-+-x', yz-az. 

> 4 07 . 1V°. Trovare 1’ equazione di un piano che passa per un dato punto xly’zK 

Si supponga zz=Ax-yBy-t-Cl’ equazione del piano; per ragioni eguali a quel- 
le prodotte sopra (> >04), dovrà aver luogo altresi l’ equazione z'zzAx’-yBy*-\rC. 
Di qui il valor di C , che introdotto nell’equazione supposta darà per la cercala 
z—z'z=.A(x — .r , )-t-/f(v— I‘), ove restando le due indeterminate A,B, si compren- 
de come per il punto dato può passare un’infinità di piani. 

> > 08. V°. Trovare 1’ equazione di unpianoche passa per due punti dati xly'z', 
jHy 1 '* 1 . 

Sia come sopra v=Ax-\-B r+C i’ eqnazione cercata del piano. Dovrà aversi 
z > —Ax'-yBy'-yC,z v —Ax''-\-B r'4-C, d’ onde tratto il valore di C, e d’uno qua- 
lunque dei due coefficienti A, B, e l’ uno e l’ altro introdotti ioquello di avremo 
l’equazione richiesta, nella quale resterà un’ indeterminata soltanto. 

>>09. Vl°. Trovar I’ equazione di un piano che passa per tre punti dati x'^-'z 1 , 

x’yz", x"yv". 

Supposta la solita equazione del piano, avremo le tre altre z'zzAx'-hBy'-hC, 
z<=Ax"+B ><’+C, z m z=Ax'"+By'"-+C, che serviranno a determinare i tre 
coefficienti A,B,C, e a darci quindi la richiesta equazione senza indeterminala ve- 
runa. E qui può notarsi che se i tre punti sieno sopra i tre assi , cioè il primo sull’ 
asse X, il secoudo sull’asse K, il terzo sull’ asse Z, saranno nulle per il primo ► • 
e z 1 (>080. 2°), per il secondo x' , z", per il terzo x ,l, 1 ^ l| \ I.’ ultima equazione darà 

ali' z m 

dunque immediatamente C—z’", e quindi le prime due A— — — , Bzz — . t j 

con che l’equazione del piano si cangerà in |-yx's m =rxl i'V". Che 

se inoltre i tre punti sieno equidistanti dall’origine, uel qual caso il piano è 
base d’ima piramide tetraedro regolare, di coi x 1 , y\ s 1 sono gli spigoli eguali , a- 
vremo per equazione di questa base x-+-rH-z=zx '. Ora x, y, z sono in questo caso 
tre normali , che da un punto qualunque della base scendono sulle facce della pi- 
ramide ; si concluderà perciò che te da un punto qualunque della base di una pi- 
ramide tetraedro regolare si conducano tre normali sulle tre facce, la loro 
tornimi è costante , ed eguaglia la lunghezza il’ uno degli spigoli o lati. 

>>>0. VII”. Dati di posizione due piaui non paralleli, trovar l’ equazioni del- 
la loro cowuue intersezione. 
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Sia S = Ax -4- B y -)- C 1’ equazione dell’ uno dei dati piani ,U- A'x 
-f - H *•-(." quella dell'altro; le quantità A, B, C, A', B', C' aaranuo tutta 
note, supponendosi nota la posizione dei piani (1098.7°). Inoltre poiché l’interse- 
zione è una retta comune ad ambedue , spetteranno perciò a ciascun punto della me- 
desima tanto la prima, che la seconda equazione; e rapporto unicamente a questa 
retta, 1 ey, x, z dell' una saranno quantità in tutto identiche ed equivalenti a quel- 
le dell’ altra. Or se da queste equazioni riunite si elimini z, avremo {A — A 1 )* :■+• 
(B — B')y-t-C — C=0; se si elimini y , avremo (#' — B)z+{A , B — 4B')x- 4- 
BO — fl'C— 0, equazioni di cui la prima rappresenterà la projezione dell’ interse- 
zione cercata sul piano delle xy (1 094.1". e 2°), la secouda la rappresenterà sul 
piano delle xz; e quindi ambedue serviranno a dar la posizione della retta cer- 
cala (1091), o saranno le domandate equazioni. 

1 1 1 1 . Se il secondo dei due piani tosse parallelo al piano coordinato delle xy, 

o a quello delle xz, o a quello delle r 2, avrebbe per equazione nella prima ipote- 
si (1098.5°) z=C, nella seconda j =C ! , nella terza x=C. Inequazioni dell’interse- 
zione sarebber quindi nel primo caso z—O, Ax-yByx^O—C, nel secondo yxx 
C, zxxAx-y-BQ-yC, nel terzo x=C', ; —By-\-AO-\-C. E se di più si l’uno che 
1’ altro piano passassero per un punto noto , con le due equazioni corrispon- 

denti al primo caso sussisterebbero l’ altre due z'=0, Ax’-j-By' = C — C ; con 
quelle corrispondenLi al secondo sussisterebbero le due r 'xxC 1 , z'=zAx'-+-BO-\-C; 
e con le corrispondenti al terzo le due x'=C, z'—By’-yAQ-y-C. La nuova con- 
dizione ridurrà dunque l’ equazioni di cui trattiamo a t.=:z' , ed A(x { — x)=B(y 
—jO se il piano sia parallelo a quello delle xr; ad_> = r', e : — z*—A(x — x') se 
sia parallelo a quello delle xz, ed infine ad x=x', e r— z‘=S( y — -y I) se sia pa- 
rallelo a quello «Ielle y z. Faremo in seguilo buon uso di queste ricerche. 

1112. Vili 0 . Trovar l’equazione di un piano che passi per nn punto dato 
x’yls 1 parallelamente ad un piano dato. 

Sia zx=Ax+By-yC l’ equazione del piano dato; sarà z=Ax+Br-yO quella 
del piano parallelo (1098.2°), ove non avremo d’incognite che la sola C« Or poi- 
ché il puuto dato deve per condizione trovarsi sul piano parallelo , dovrà dunque 
sussistere fra le sue coordinate 1’ equazione z'xxAxI+B r'-t-C 1 ; di qnì il valor di 
C 1 , che sostituito nell’equazione generale, darà zzxA(x — x!)-t-B( r- r'H*'» e - 
quazione cercata del piano parallelo. Se il piano dato è uno dei coordinati, per e- 
sempio quello delle xy, saranno uulli A, B (1098.5°), e l’ equazione diverrà z=z‘. 
E se il punto cade in uno degli assi, come sarebbe sull’asse X, saranno nulle y',z' 
(1080. 2"), ed avremo s =xA(x — r')+flr. 

1 H3. IX". Trovar l’ equazioni del punto d’ incontro o d’ intersezione di dne 
rette. 

Sieno x l =az , -yi ! r^sj'+i 1 1’ equazioni d’ una delle due rette , edx^xx.... 
az 'M-6, quelle dell’altra. Supposte x,y , i le tre coordinile del pun- 
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lo d’ inco atro , siccòirie qiiesto deve trovarsi in ciascuna delle due rette , dòvremd 
«ver dunque simultaneamente x=fl5-f*3, rz=a'z-\-b [ ì x=ocz-\-% 9 y=z:o t‘z-f-6 f . Eli- 
minando dalle quattro equazioni le tre coordinate, si ottiene («’— x')(3— 6) — (a— 
a)(£i— 6 ! )=0, equazione fra i soli coefficienti delle rette date, la quale rendendo 
uno di essi dipendente dai rimanenti , mostra , come già d’ altronde è chiaro, che 
non tutte le rette comunque situate nello spazio posson tra loro incontrarsi, ma 
qrtelle sole che hanno 1’ una relativamente all’altra una determinata posizione, in- 
dicata appunto dal rapporto o condi 'ione analitica tra i coefficienti , voluta dalla 
trovala equazione. Se questa condizione sussiste , dalle quattro equazioni superiori 

a6^o3 n'6’— 3W 6—3 6'-^ . . , , 

avremo £= — . r= - , z= , oppure z=— equazioni del 

a— oc al— a' ’ a— a ’ ,r a'— a 1 ’ 

punto d* incontro cercato. 

Si noti che se le due rette fossero parallele, e si avesse perciò a=a, a!=zd l 
(*094. 5°), l’equazione di condizione sussisterebbe, ma risultando allora x=oo 
oo, r=oo, l’incontro non può dunque in questo caso aver luogo. Ciò è anchemoslra- 
lo dai superiori valori di x ed r*, dai quali si avrebbe 6=3, 6 , =3 I , valóri contra- 
dlltoij j e che non possono aver luogo che qualora le due rette sieno coincidenti. 

* H4. X°. Trovar 1* equazione del punto in cui una data retta incontra un da- 
to piano. 

Supposte al solito x=az-f- 3* y =a'z-f-3' l’equazioni della retta, e z , = .^x , -f- 
B ì J -\-C quella del piano, dovrà nel punto d’ incontro aversi x f = x, y 1 =zy 9 z 1 = * 
e quindi : =>fx+ B I +C = A (az-\-b)-+-B (a , z-+-3 , )-4-C.Di qui per una déll’equa- 



zioni del punto, 



Ab+Bb'+C ... . . 

: — — — - ; sostituito poi questo valore in quelli di x e d’ v,- 



avremo le altre due. 



4 H5. XI°. Trovar l’equazioni d’una retta stesa sopra un piano dato. 

Poiché questa retta deve aver comuni col piano tutti ì suoi punti, supposto che 
tino di essi abbia per coordinata s, dovrà aversi, come nel problema precedente, 
i(* — Aa — Z?a')=^3-f-/?3'-4-(7,' e supposto che un altro abbia per coordinata z\ do- 
vrà aversi deipari z'(t — Aa — Ba’Ì^Ab-t-Bb'+C. Di qui (s — s r )(b — Aa—Ba') 
=0; e poiché :c:' posson esser qualunque, nè perciò può ammettersi in generale z — 
s'= 0, dovrà esser dunque \—Aa — /?a f :=0, e quindi ancora Ab-i-Bb'-t-CzzzO. Da 
queste due equazioni, contenenti le condizioni analitiche di una retta stesa sopra 
d’uo pianoy si trarranno i valori di a, b da porsi nella prima delle due equazioni 
della retta. Nella seconda )-zzx.a l z-\-b' t i coefficienti a\ 3' rimarranno indeterminali, 
il che al solito palesa doppiamente infinite di numero le rette che possono stendersi 
sopra un dato piano. 

Se in luogo dei coefficienti a , 3 spettanti alla rolla, si traggano dalle due equa- 
zioni di condizione i valori di due dei coefficienti A , B , C spettanti al piano, avre- 
mo allora 1’ equazione del piano che passa lungo una retta data; e come uno dei tre 
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coefficienti rimane indeterminato, cosi reità chiaro che infiniti di numero sono i 
piani i quali posson condursi lungo una data retta. 

1 4 <6. Xll°. Trovar l’equazione di un piano che passalungo due rette date. 

Sieno x= az+bj-zxa' z-\-b' , edx'=az'-t-G, r '= a' P equazioni delle duo 
rette; avremo (Iti 5) per P una, ed 1 — Ai c — • 

Ba 1 — 0, AS+-BS’-i-C—0 per l’altra.Frnttanto se i valori di A, B,C avuti dalle tre 
prime equazioni si sostituiranno nella quarta, troveremo (a — a ) ( A' -6')-— (a ' — a') X 
(i_§)= 0, equazione adatto iudipendente dai coefficienti del piano, e che coincide 
con la condizione analitica dell’ incontro delle due rette (1413). Ciò mostra che il 
piano non potrà passare per le due rette, se queste non s’ incontrano o non sieno pa- 
rallele, il che è per se stesso chiaro. Ammessa questa condizione, tre qualunque 
delle quattro superiori equazioni daranno il valore dei coefficienti A, B, C per P 
equazione di un piano che passa per le due rette, c che non potrà esser che unico, 

4447. XIII 0 . Trovar liquazioni di una retta che passa per un punto dato pa- 
rallelamente ad un piano dato. 

Oltre le due equazioni x=<z(; — z'J-Hc', r—a'(z— s , )"KX J dovute alla retta 
cercala in virtù della prima condizione (t 404), le apparterrà anche P altra z-ziA (x 
— x')+A*( rT-VJ-t-j’, quella cioè del piano parallelo al dato, c che passa per il punto 
dato (4 4 42). Posto in questa il valor di x preso dalla prima, e osservando chef— 

=a' (r— ), avremo 4 — AaxxBa!, equazione che non contenendo veruna coor- 
dinata del punto dato, appartien dunque in comune a tutte quante le rette parallele 
al piano, ossia contiene la condizione analitica, {rosta la quale una retta delle 
equazioni x=zaz-\-b, yxxa' z-\-b' è parallela ad un dato piano. Tratto da questa 
il valor din', e sostituitolo nella seconda delle due equazioni primitive, avremo quel- 
le della parallela cercata. Il valor di a restando indeterminalo , mostra che il pro- 
blema ha un numero indefinito di soluzioni. Infatti qualunque retta condotta sul pia- 
no p r lieto e che passi per il punto dato, è alta a soddisfarvi. 

4 4 48. XIV°. Trovare P equazioni della retta che da un punto dato x'y'z' p jjq 
scende normalmente ad un piano dato. 

La prescrizione del punto di partenza darà, come sopra (4 404), per equazioni 
della retta *=n( z — z')-+-x ' , yz=a' (c — i’)-(-i< J , e resteranno da determinarsi a 
ed a'. Sia frattanto zxx Ax-\-B la solita equazione del piano dato. Dovendo • 

questo esser normale alla retta, le sue tracce BC, BD sui piani delle xz ed rz 
(4098)saranno normali alle due projezioni della retta sopra i medesimi piani (706), 
e perciò, come è facile a vedersi, gli angoli che le due projezioni fanno con Passe 
/. saranno respettivamente supplementi degli angoli che P una delle tracce fa con 
Passe X, P altra con P asse Y. Ma questi han per langeuti A ,B (4098.4° ), quelli 
«, a' (4094.4''); dunqlie « — — A , a 1 . — B, e quindi per P equazioni richieste x=s 
-A(z~z')+«',.>=-B(r-z')-hy. 

4 4 48. XV". P. le sle^e cose trovar l* equazioni del punto, ove il piapo <5 
incontrato dalla noi male. 
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Dovendo questo punto appartenere insieme alla retta ed al piano, avranno luo- 
go contemporaneamente per esso e le due equazioni della retta, e quella del piano. 
Con queste, latto C — z’+Ax'+B r 1 — L, troveremo per le tre coordinale del punto 
L AL BL 



cercato S: 



-+- 



1-t -A‘-hB‘ " ’ " i+À'+B' +X ’ ■ > I +A'+B 

1119. XVI°. Trovar 1* espressione della distanza di un punto ad un piano, o 
della Dormale condotta da quello su questo. 

V , L , AL 

Le tre equazioni precedenti danno z — z — ^ ^ ’ x ~ x 

UT 

t— et-; dan< i ue VU*— : O’-Mr— . 



sv-hr 1 - 



1 -i-A’-i-B’ 

*')») = 



L 



-, distanza cercata inquanto che il primo membro rappresenta 



J/(l-t -A*+B’) 

quella del punto dato al punto d’ incontro della normale col piano (1082), o delle 
due estremità della normale. Se il punto dato è all’origine, avremoL=C(l 080.2°), 

A B 

epodi --g , in luogo di A, B, (1103), incontreremo l’espressione trovata 
altrove (1100) 

1120. XVII. Trovare il valor dell’angolo rr' fatto da dae rette date r ,r' . 
Supposte x=xaz-\-b, r=za'z-t-i' l’equazioni di una delle rette, ed 
y’ = quelle dell’altra, saranno 1*. xz=az, 2*. j~xzclz, 3*. x'=az', 4 . 

y’z^x'z 1 quelle di due rette c, p' condotte dal concorso degli assi parallelamente 
alle date ( 1094. 5°, 1095.1° ), e 1’ angolo delle quali sarà per conseguenza equiva- 
lente al cercato rr' . Preso sull’ una e sull’ altra parallela un punto alla distanza 1 dall* 
origine , e chiamata S la distanza dell’ tino all’ altro, avremo (1074) 3*. x % -\-y x 
-hz * =1 , 6*. x' » 4 -/ a -4-*' 1 = 1 , 7 a . (1 082) S * =(x_x') » -+-(.; — i ') * -+-(:— s') 1 , 
cioè, perla 5*.ela6*., (1— xx'— is').Ma altresì (845) <f*=à 2 — 2 cosrr' t 

dunque 1°. cosrr' z^xx' y-yy' -\-zz' ; ed introdotti i valori delle sei coordinate tratti 

l-f-na-f-aV 

dalle sei equazioni precedenti, sarà 2 °.cosrr'=—- , „ . , " 7 ~ — ~ — , „ . . 

^ 1 ’ |/(l-f-a a -(-a ll )}/(l-l-a , -l-a a ) 

1121. Quindi 1°. se l’ una delle rette è normale all’ rltra avremo cosrr’=0, ed 

iy-ax+a'x' =0, equazione dalla quale si ha dunque il rapporto analitico che devo 

esistere fra i coefficienti a, a', a, a 1 , ogni qual volta le due rotte proposte sieno fra 

loro normali. 2°. Se r 1 é parallela all’ asse X. f? coinciderà con quest’ asse ; av e- 

mo quindi r'— 0 , i' = 0 (1092.3°.), e la 6". darà x'=l.Di qui cosrx=x=aj; 

1 <z 

ma la 1*. 2 a . e 5*. danno - — , ■■ , dunque eorrx = - 



_ a a -t-a' 5 -+-l 

Nel modo stesso si troverebbe oosr > 



J/ (a '-Hi' 1 4-1) 

I 

cosr r=- ; — 1 — . 

^(«*4-« *4-1) 



y ((|t+a u +i)' 

nei casi che r ' basse parallela ali’ .asse 1, o all’asse/?. 

1122. Queslr tre formule daranno dunque i coseni degli angoli che la retta 
qualunque r la con gli assi. Si osserverà di passaggio, che quadrale e sommale ren* 
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dono la relazione già noia (1075) cos * rx+cos 1 rj -+-cos *rzx=i. Permutandovi poi 
a ed a ' in a ed a’, zi avranno parimente i coseni degli angoli r'x, r'j , r’z che fa 
con gli assi l’altra retta qualunque r 1 . Moltiplicando quindi ciascuno dei primi per 
il corrispondente fra i secondi, e sommando i prodotti, incontreremo il primo dei 
valori di cosrr' (1 <20.1°). Dunque cosrr' ^zcosrxcosr' x+oosrr cosr' j-\-cosrzeosr' z 
nuova ed importante espressione del coseno dell’angolo delle due rette; rapporto alla 
quale noteremo 1°. che se le due rette son normali, dovrà aversi cosrxcosr 1 jr-4- 
cosrj'cosr’j-i-cosrzcosr'zszO ; 2“. che se con le due rette si rappresentino due 
qualunque degli assi obliqui X', , nei quali si permutarono gli assi ortogonali 
X, V, 2(1 083), la nuova espressione darà 

cosar V 1 ss cosi 1 xcosj- 1 x+cosx 1 > cos ij J jr+cosx'zcos/ t z 
cosx'z 1 = cosa l xcasz'x-t-cosx l jcoszlr-+-cosx l :cosz'z 
cosy'z' — cosy'xcosz'x^-cosjr^ycosz^yA-cosy'zcosz'z. 
relazioni che unite alle tre altre eos’a l i-+-cos*a l t'-f-cos*a l z= 1, cos* > 
cos * r 1 > -t-cos * > l z = 1, cos * c'a-f-co» * zy-t-cos * z‘z = 1 formano tutte le condi- 
zioni relative agli assi obliqui. 

1123. XV1H“. Trovar l’ angolo 9 fatto da due dati piani. 

Sieno al solito zx=Ax-y~B z'szzA'x’-t-B 1 y'A-C l’ equazioni dei due pia- 
ni. Condotte dall’ origine due rette rjr\ respetti vamente normali ai due piani, sarà 
per l’una (Ul8)a=— .A, a'= — B, e per l' altra <ae= — A' , x’szz — B' ,e il loro an- 
golo rr' eguaglierà uno dei due che fa 1’ uno dei piani cadendo sull’altro. Dunque 



cos0 = cosi r' = (11 20 .2°) 



l-M-^4 -BB‘ 



■ ; onde se i piani 



yo+A*-i-B*)y(i+A'*+B") 
sono ad angolo retto , sarà t-\-AA'-\-BB'=.0. 

1124. Che se ano dei due piani , per esempio il secondo, sia parallelo ad uno 
dei piani coordinati, si cangi 6 in 9 1 , oppure in 9", o in 0" ' , secondo che il paral- 
lelismo avrà luogo rapporto ai piani delle jz, o delle xz, o delle Xjr, sur» 0'=/x, 

6'W/, ed avremo visibilmente (11 2 1 ■ 2°) cos9'=cosrj=^^-^—^ t — —— 



cos 6''= 



=xcosrjz=z 



'y^A-A’+B')’ 



oos6'"=oosrz— 



'y'(i+A’A-B') ’ 



valori che 



quadrati e sommati danno cos 1 B'-y-cos * Q"+cos * Q ,n x=cos 1 rx+cos * r y+cns * rzzs 
(1075) 1 ; d’onde si ha che la somma dei quadrati dei coseni degli angoli d’ iif 
diluizione d’ un piano sopra i tre piani coordinati e costante, ed eguale al 
quadralo del raggio. 

1125. Questo Teorema ci fa strada ad altri non meno eleganti, relativi alle pro- 
jezioni delle figure piane, dei quali cerone due scelti tra i principali. Sia a l’area 
di una figura qualunque segnata sul piano dato, e p\p",p"'' quelle delle sue tre 
projezioni sui piani coordinati. Se facciamo attraversar la figura «la un piano paral- 
lelo a quello delle xy, si comprenderà senza pena che l’angolo d’inclinazione e la 



\ 
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projezione (iella figura su questo piano saranno in tutto equivalenti all’inclinazione 
della projezionejj' sul piano delle x y; e che presa per asse comune delle ascisse 
della figura e della sua projezione l’intersezione della figura col nuovo piano, e 
chiamate u,u' le coordinate che nella figura e nella projezione corrispondono ad una 
stessa ascissa t , avremo u ì ^iìcosB : . Dunque altresì poiché le due aree a, p* po&son 
riguardarsi come la somma di tutte le ordinate della figura e della projezione, sarà 
manifestamente p'=>acosQ ; cioè, V area della projezione è eguale a quella della 
figura moltiplicata per il coseno della sua inclinazione sul piano. Sarà dunque 
deipari p"=acosQ n t p u, z=acosd l , 9 e quindi quadrando e sommando 

•) ssa* ; d’onde si ha che il quadrato dell* area 
di una figura qualunque eguaglia la somma dei quadrati delle sue projezioni 
sopra i tre piani coordinati, Tulio ciò è conforme a quanto già rilevammo rap- 
porto alle projezioni delle rette (1076). 

1 126. Immaginiamo adesso che l’ area a sia quella del triangolo formato dalle 
tre tracce del piano. E chiaro che questo triangolo verrà ad esser la base di una 
piramide triangolare , col vertice al concorso degli assi e rettangolare; come è chia* 
ro altresì che ciascuna delle tre facce laterali corrisponderà precisamente «''Ila pro- 
jezione del triangolo sopra i tre piani ortogonali. Potremo dunque concludere in 
generale l’altro bel Teorema, che in ogni piramide teli aedi a e col vertice rettane 
golarCy il quadrato dell * area della base eguaglia la somma dei quadrali dell % 
aree di ciascuna delle tre fiaoce. 

1127. Tutte le formule precedenti suppongono ortogonali gli assi coordinati, 
siccome annunziammo in principio (H03). Per dare almeno una qualche idea sul 
modo di trasformarle, qualora gli assi si cangino in obliquangoli , proporremo di 
ricercare qual diverrebbe in questo caso l’espressione r della distanzi di un punto 
qualunque II preso nello spazio dall’origine A (1082), indagine quanto semplice 
nel suo soggetto , altrettanto importante per le numerose sue applicazioni. 

Poiché per gli assi ortogonali abbiamo r* szx se in luogo di x, >*,s 

sì pongano i loro valori dati per le coordinate x*, j ,l 9 z 1 che riferiscono il punto B 
agli assi obliqui (1084), e tutto si sommi, e si avverta al noto teorema (1075), tro* 
veremo. ‘ 

r * =sx ; -f-5 f * -4-2 x 1 y '(eosx'xoos) ■ , x-+-cosx 'yoosy 1 } -frcojx 1 zcosy'z) 

*4-2x'w' (oosx'xcos : l x -\-cosx\ycoszlj' -f -cosx'zcosz 1 ^) 

-4-2 ► V (cosyxcosz'x -4- -oosy'j cosz'y -\-cosj , zcosz l z') 

Ora è chiaro che siccome gli assi nuovi s’incontrano nell’origine A, considerali a 
due a due potranno riguardarsi come le duo rette r, r 1 di cui abbiamo ragionato di 
sopra (H20), e per le quali si é trovato 

cosrr's=cosrxcosr^x-{-cosr ;> cosr\ y-^cosrzcosr x z 
Di qui é facile concludere che nell’ ottenuta espressione dir 1 , tutto intero il cao(U* 
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cicute di 2x l r l equivarrà a cosxty*, quello di 2x'z' a cosx'z 1 , quello di 2jrV a 
éosy 'z'i d’onde infine 

r 4 =x' * -Hr f a -H- 1 *-f'2(ar l V , -t-x , s'co5a: , s , -+-.r , * l coi k's 1 ). 

4128. E osservabile che la distanza r equivale alla diagonale d’un parallelepi- 
pedo obliquo costruito sopra i tre assi obliquangoli e coi lati o spigoli x l , y 1 , z 1 . 
Dunque nel parallelepipedo obliquo il quadrato della diagonale eguaglia la 
somma dei quadrati dei lati , piu i doppj prodotti binar j dei lati moltiplicati per i 
coseni degli angoli da essi compresi. Che se il parallelepipedo sia rettangolo , al- 
lora il quadrato della diagonale eguaglierà la somma dei quadrali dei lati. 

Equazioni generali delle superficie cilindriche , coniche e di rivoluzione 

4129. Abbiasi una superficie cilindrica, e per maggior generalità supponiamo 

che nou una circonferenza , ma una curva qualunque data ne sia la base (753). 
Potremo dunque riguardarla come generata da una retta che scorra parallelamente a 
se stessa lungo la data curva, e chiameremo quella generatrice , questa direttrice. 
Sieno frattanto xzxaz-+-b i y~a'z-{-b ì l’ equazioni della generatrice allorché giunge 
ad uu punto qualunque E della direttrice. Si sa (1095) che£,6' varieranno dì valo- 
re col punto E-, mentre a, a 1 saran costanti , giacché la retta generatrice si mantie- 
ne iu ipotesi sempre parallela a se stessa (1094. 5°). Frattanto siccome il punto E 
appartiene insieme e alla generatrice e alla direttrice, spettano dunque ad esso 
tanto le dite equazioni precedenti, quanto le due della curva direttrice (1096). Ab- 
biamo dunque per rapporto a questo punto quattro equazioni , tutte coesistenti , c 
tali perciò che le x, y y z dell’ una sono le stesse che quelle dell’ altra , comecché 
tulle relative ad un punto medesimo. Potremo dunque col mezzo di dette quattro 
equazioni eliminare queste tre coordinate, d’ onde risulterà un’equazione fra le sole 
variabili b y b\ nella quale sostituito il valor di b=x—az, e di è , ssy-—Mh f si avrà 
una nuova equazione fra le sole x,y,z indipendente affatto da b , b' , e spettante per- 
ciò a ciascun punto della generatrice in qualunque delle sue situazioni, che è quan- 
to dire a ciascun punto della superficie proposta, e che in conseguenza sarà l’equa, 
zione di questa superficie. Si supponga per esempio che la base del cilindro sia uu 
circolo del raggio r,col centro all’origine delle coordinate, e situato sul piano delle 
xy. Avremo perogui punto della sua circonferenza (1092. 2 Q .) zxxOj x * * = 
r 4 . Fatta la prescritta eliminazione risulterà b 4 -+A 1 4 * , e quindi per l’equazione 

richiesta (x — n5) 2 ^-(y^w? , r) a =r a . Che se il cilindro sia normale al piano delle 
xy, avremo (4094. 6°.) o=0, a'=.0, e l’equazione diverrà x 1 -4-y* 4 sxr 1 , cioè sarà 
la stessa che quella delia sua base, il che deve egualmente accadere , siccome è chia- 
ro , qualora pure la base nou sia circolare, 

4 4 30, Debba cercarsi adesso l’equazione alla superficie conica , per la quale in* 
tenderemo (754) quella qualunque superficie, che può venir generata da una retta 

T. IL x X 
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1.1 quale lenendosi con uno dei punii ferma ad un centro fisso , sia (alla scorrere 
luu S o una curva data , che sarà dunque in tal caso la direttrice del cono. Suppo- 
ste x, x le coordinate del punto fisso , potremo esprimer con x=a(s— x)4-ct, 
r =ut'(z— x )+G 0092 ) le due equazioni della retta generatrice allorché toccherà la 
direttrice in un punto qualunque F. Saranno a, 6, x costanti, ed u, a' varieranno col 
punto F, poiché cangiando continuamente l’obliquità della generatrice sui piani 
vana dunque altresì l’angolo delle procioni con gli assi , dal quale « ed a' 
dipendono (1091.4 ). Or se qui si ragioni come per rapporto al cilindro, conclu- 
deremo che queste equazioni spettando a tutu la retta generatrice , spettano anche 
al punto /'>! quale d’altronde appartengono pure le due equazioni della direttrice 
(1090). Dovranno dunque «, «* esser tali che i valori x,y, z delle due prime equa- 
nou, sodd, slacciano anche alle seconde; ed avremo perciò quattro equazioni coe- 
s, stenti, dalle quali eliminate x,y, z, ne nascerà una quinta fra le variabili n, a \ e 

quindi fra i loro valori 1. quale essendo indipendente da «, «l, appar- 

terrà a tutta la generatrice in ogni posizione della medesima, e quindi alla super- 
ficie cercata. Si supponga per esempio che la direttrice sia un circolo del raggio r 
steso sul piano delle xjr, e col centro all’ origine delle coordinale. V equazioni del- 
la base o direttrice saranno 0, z’+^isa-i. L’eliminazione darà (a ax)*-(- 

a *)i = r», cioè posti i valori di a,a\ (o(;— x)— x(x_<*)) *-y(6(z—x) 

r =r *)*> equazione cercala. Se il cono è retto avremo o=0, G—0 

(1 092.4°) , e quindi x 1 -+y 1 = x) 1 , ove L è la tangente dell’angolo al 

vertice fatto dalla generatrice o apotema con l’asse. 

H3(. Vogliasi cercare infine l’equazione ad una superficie di rivoluzione- e 
per maggior semplicità si supponga l’assedi rivoluzione coincidente co» l’asso 
delle s. Immaginata una qualunque sezione fatta normalmente all’ asm, ad una di- 
1 piano di lle x e suppostone p il raggio, la natura circolare del- 
ione dai a x -+y * Ma il raggio p è un’ordinata alla curva generatri- 

ce , e può quindi aversene il valore dato per ; ; sostituito dunque questo valore 
avremo un 'equazione fra x,y, r, che sarà la cercata. Così scia superficie sia quell 
la d. una sfera del raggio r, col centro in A concorso degli assi, avremo 
eper l’equazione dell, Ar. *• .+7 f come trovammo altrove (1079)’ 

8 ‘ a e,l,5solde degli «, i,c eoi centro al medesimo punto, avremo p._ .. 

a * "1 a i Sesia una paraboloide del parametro p, o 

col vertice parimente in A, avremo p» =pz, ed x'y-y* =p: . 
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Dei modi di riconoscer la superficie corrispondente ad una dola equa * 
zione , e di assegnarne la specie e la forma 

4 432. I punti della superficie di un solido non potendo trovarsi tutti in un piano, 
la sua equazione dovrà necessariamente contenere le tre coordinate, e sarà dunque 
rappresentata in generale da F(x,jr t z)~Q, oppure da r=p(x,y), e se ('equazione 
sia del grado m rapporto a r, e si dienoad j, j dei valori qualunque, per ogni cop- 
pia di questi ne avremo m di r, tra i quali quelli che risulteranno reali porteran- 
no a determinare altrettanti punti della superficie, che con tal via potrà esser de- 
scritti per pumi discreti (947), 

4 433. Questo metodo, che in pratica non è affatto fuor d* uso, non sarebbe per 
altro valevole a dare in astratto, e prima della completa esecuzione, l 1 idea della 
forma che assumerà la superficie cercata. Assai più facilmente ne comprenderemo 
il corso, 1* estensione ed anche le più rimarchevoli proprietà, se iu luogo di tcucr 
dietro a quella moltitudine di punti fra loro disciolti, immagineremo decomposta la 
superfìcie in sezioni piane e parallele, e assegneremo la qualità e specie delle curvo 
che tiesono i perimetri, e la legge con cui van desse succedendosi le une all’allre.Co-* 
sì ravviseremo esser una superficie prismatica quella nella quale troveremo che tutte 
le sezioni parallele son Ira loro perfettamente eguali; essere una superficie conica 
quella nella quale troveremo che tutte le sezioni parallele son curve simili, e i cui 
parametri crescono o decrescono in una ragione costante; e infine esser superficie di 
rivoluzione quella nella (piale troveremo un sistema di sezioni parallele tutte circo- 
lari, e coi cenlri disposti in una retta normale ai piani delle medesime. 

4 4 34, Chiameremo frattanto sezioni primarie quelle formate sulla superficie del 
solido da ciascuno dei tre piani coordinali; sezioni secondarie quelle formate da 
piani paralleli ai coordinati) sezioni oblique quelle formate da piani obliqui, di 
direzione qualunque. Ed è chiaro che se nell* equazione proposta F(z 9 r 9 3)=0 si 
porrà 0, 1* equazione F(x t y)=0 che ne risulta fra le coordinate x ,r, rap- 
presenterà la curva della sezione primaria fatta dal piano delle xr. Infatti tutti i 
punti a cui in tal caso si riferiscono le due coordinate x r y sono necessariamente su 
quel piano (408^. 2°), mentre non cessano di appartenere alla superficie a cui si ri- 
ferisce l'equazione primitiva. Spettano dunque in comune alla superficie ed al pia- 
no, e quiudi all* intersezione dell* una con l* altro. Nel modo stesso, se porremo 
y==0 9 ovvero x=0, avremo le sezioni primarie formate dai piani delle x;,o delle 
yz. Avremo poi una sezione secondaria parallela al piano delle x> , se daremo a 
z un valor qualunque k, con che 1* equazione della superfìcie si ridurrà di nuovo 
ad essere tra le due coordinate x, ì ; ma tutti i punti a cui 6Ì riferirà si troveranno 
in un piano parallelo u quello delle xy, e dislaute eh» esso dell* altezza l*equa«. 
zinne rappresenLerà dunque allora 1* iuteisezioue di questo nuovo piano con la su- 
perficie, e quiudi una sezione secondaria, Variando poi successi vaiuente il valor di 
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x, aver potremo qualunque delle rimanenti. Nel modo stesso ponendo x—«, 

si avranno le sezioni secondarie parallele ni piani delle xz e delle rz. Quanto poi 
alle sezioni oblique , supposta zz=Ax-+-Bjr-{-C 1* equazione del piano secante, 
e come sopra F[x, r*,T)=0 quella della superfìcie, ambedue riferite alla stessa ori- 
gine ed ai medesimi assi, è chiaro che preso dall’ una e posto nell'altra il valor di 
z, risulterebbe un’ equazione tra le coordinate x, r, la quale apparterrebbe alla 
projezione della curva della sezione sul piano delle xr; nel modo stesso pren- 
dendo dall' una e ponendo nell* altra il valore di r* o quello di x , si avrebbero 1' e- 
quazioni delle projezioni sugli altri due piani; e quindi col mezzo di due qualun- 
quedi quelle tre equazioni saremmo in stato di conoscere la curva della sezione (1096) 

1135. Ma volendola conoscer direttamente, e qual* è nel suo proprio piano, 
sarà indispensabile di riferirla a nuovi assi presi sul piano secante, su cui appunto 
si trova la curva. Si scelga frattanto per nuovo asse delle ascisse la traccia dei pia- 
no secante sul piano delle xy (1098), e per origine l'intersezione di questa traccia 
con l'asse X . Sia 6 l'inclinazione del piano secante o del piano della sezione su 
quello delle xy, eu 1' angolo della traccia con l'asse .Y, e si chiamino x\y' le coor- 
dinate che sul piano secante riferiscono alla nuova origine ciascun punto della se- 
zione. Sussisteranno manifestamente tra le tre coordinate x,y, r, eie due x\y l , le 
relazioni date al par. 1087; essendo chiaro che qui, come precisamente si suppose 
in quel luogo, i punti della sezione a cui in generale, come a tutti gli altri della 
superficie, si riferiscono le prime, sono tutti nel piano determinato dalle seconde. 
Cangiato pertanto^ in «, avremo x=.7L-\-x'cosrù-\-y' costisene, r~— x'-sew&H-r 1 X 
cosbcosu,z=y'senti, valori che sostituiti Dell'equazione della superficie, ne daranno 
una nuova fra le coordinate x, y', che sarà quella della sezione. Per maggior sem- 
plicità, o supporremo il piano secante normale a quello delle xy, nel qual caso 
sarà 6=r90° e quindi xzsflH-x'oosco, i = — x* senv 9 z~y\ o supporremo la traccia 
normale all’ asse X, nel qual caso avremo w=90°, e quindi x = a.-\-y' costi, yz=z — - 
x\ zzzzy 1 senti. Queste supposizioni non alterano la generalità del metodo, che po- 
tremo, qualor si voglia, applicare senza varietà alcuna ai casi d'w e ti qualunque, 
pè altro avremo di più , che upa complicazione di calcolo molto maggiore. 

1136. Le superfìcie si dicono continue , qualora formano un tutto senza in- 
terruzione di parte alcuna; all'opposto si chiamano discontinue o interrotte , 
quando son composte di parti fra loro separate , il che, come possa accadere , 
meglio si comprenderà quando ne avremo veduto un esempio. Molti però usano eli 
chiamare superficie ad nna falda le prime, superficie a due o piu falde le seconde. 
Ma per quanLo questi modi di dire sembrino esser ormai quasi consacrati dall'uso, 
purtroppo son disdicevoli ed improprj , ed hanno un significato troppo contrario 
a quello che vorrebbe»! loro attribuire, perchè non debba farsi di tutto onde elimi-; 
parli, se pure è più possibile, dalla scienza. 

1137. Le superficie, come le curve (932) si dividono in ordini; e l'ordine si 
Résumé dalla più alta dimensione delle coordinate dell* equazione. E del pari che 
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belle curve, si chiama àorda ogni retta condotta da un punto ad un altro nell’ inter- 
no della superficie,* diametro quella retta che divide in mezzo un sistema di corde 
parallele; centro quel punto, se vi è, nel quale tutti i diametri s’ incontrano e si 
dividono per metà. Si chiama poi piano diametrale quello che divide la superficie 
in due parti eguali; piano principale quello che passando per il centro incontra ad 
angolo retto un sistema intero di corde parallele. Per determinare se una superficie 
abbia o no diametri o centro, valgono presso a poco i medesimi crilerj impiegati 
per la stessa ricerca relativamente alle curve (f034. e segg.). Cosi perchè una su- 
perficie di second* ordine sia dotata di centro, dovrà mancare di tutti i termini con 
le coordinate ad una sola dimensione. 

4138. Illustriamo adesso con qualche esempio queste poche dottrine, e propò^ 
taiamoci in primo luogo di trovarla superficie delP equazione z 2 zzzax 2 -+-£> * -+-c; 
e per maggior semplicità limitiamoci in principio a considerarla nel caso che le tre 
coordinate sieno ortogonali. Primieramente è chiaro che questa superficie sarà do- 
tata di centro. In secondo luogo, poiché P equazione non cangia permutandovi z in 
•— Sj alla porzione di superficie che rimarrà al di sopra del piano delle ar i , ne cor- 
risponderà una in tutto eguale al di sotto di questo piano, il quale la dividerà dùn- 
que in due parti eguali. Altrettanto poi accaderà, e pfcr la ragione medesima, rela- 
tivamente agli altri due piani. In terzo luogo i segni che nel secondo membro accom- 
pagnano le costanli a,b,c non potranno esser tutti insieme negativi, altrimenti 3 ri- 
sulterebbe immaginaria. Potranno bensì esser lutti positivi, o due positivi e il terzo 
negativo, o due negativi e il terzo positivo. Esamineremo a parte P equazione pro- 
posta in ciascuno di questi casi, cominciando dal primo. 

4 439. Fatte successivamente 3=0, } =0,x=0i avremo per le tre respetlive se- 
zioni primarie (4 434) P equazioni ax 2 -\-b » a -f-c=0, z 2 — di 1 — c=0,r- * — fy*— * 
c = 0. La prima è con tradì tto ri it e insussistente, poiché per qualunque valore si dia 
ad x e ad y, lutti i termini del priind membro rimangon sempre positivi, nè la loro 
somma può dunque esser mai zero. Ciò mostra che la superficie cercata non scen- 
derà fino al fiiano delle xy*, nè questo potrà intersecarla. Le rimanenti danno due 

iperbole (942); e se si riducano alle forme ordinarie (980) i 4 =-(:*— £); % y a = 

•£-(c* — c), facilmente scorgeremo thè le due Curve hanno comune il centro al con- 
corso dei piani coordinati, comune il vertice àlP altezza J/c dal piano delle ir in 
un punto dell’ asse Z, ove dunque s’incrocernnno, comune per conseguenza ed eguale 

a y c il semiasse trasverso sull* asse i?; e per setolasse coniugato l'ima r ì’ al- 
tra \ 7 -. Si noti che inferiormente al piano (ielle x v , o nei prolungamenti di quelli 

delle xz e delle jrz, avranno luogo le iperbole opposte. 

4140. Quanto alle setioni secondarie (4134), da avremo per le setioni 
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parallele al piano X y, I*. 4-e — > 1 — 0, da r—% avremo per quelle pa- 

rallele al piano xz, 2*. s* — ax 1 — A? 1 — c=0 , e infine da xz=a , avremo per 
quelle parallele al piano jrz, 3*. z * — by 1 — ax 1 — <r=0.La <*. è iusimislentc, c 
non <là dunque iuLetse/àone finché sia z<^J/cj dà un punto sull’ asse Z quando 
x=yc, nel qual caso si riduce ad a* * -+-A r * =0, nè può esser soddisfatta che da 
x=z0f —0, equazioni che con l’altra z—x appartengono esclusivamente a 

quel punto dell 9 asse Z (<080. 2°) che si trova alla distanza J / c dall* origine. Si no- 
terà clic questo punto coincide con quello ove s’ incrociano le due iperbole corri- 
spondenti alle due sezioni primarie 2*. e 3*. Infine con 1* equazione ax 4 -f- 

by % -\-c — x a =0, ridotta alla forma ^ — x a ^, mostra che sempre e 

con qualunque valor di x avremo un’ellisse col centro in un punto dell’asse e coi 

semiassi J/ , J/ — , diretti l’uuo nel senso dell’asse X f 1* altro in quel- 
li b 

lo dell’asse Y. E ben si scorge che l’ellissi anderanno sempre crescendo con x, a 
misura cioè che le sezioni si scosteranno dal pii.no delle xy f e che i loro semiassi 
conserveranno sempre la costante ragione di \ b: j/<n , e saranno perciò tutte simili 
tra di loro (1032). Di più è da osservarsi come sì l’uno che l’altro semiasse re- 
spetti va mente coincidono e nel valore e nella posizione con le ordinate x 9 y delle 
iperbole primarie corrispondenti all’ ascisse :=x • d’onde si ha che nell’ alzarsi e 
nel crescere dell’ ellissi secondane , i loro qu; Uro vertici seguiranno la traccia se- 
gnata dai rami delle due iperbole primarie. 

1141. Inequazioni 2*. e 3*. mostrano che le sezioni secondarie nel senso degli 
altri due piani sono iperbole (942) come le sezioni primarie corrispondenti. Ri- 
dotte poi alla forma x % xs * — (r a — -(&€ ‘-d-c)) , r a ^= — -(s'*-(aa a -f-c)) fan chia- 
a b 

ramente conoscere che ogni iperbola proveniente dalle sezioni parallele al piano 
delle xz avrà il ceutro sull’asse 1, il semiasse trasverso dato da j/(^€ a -f-c), e di- 
bfi a -f-c 

retto nel senso dell’asse Z 1 e J/ - per semiasse coniugalo; mentre ogni iper- 

bola proveniente dalle sezioni parallele all’ altro piano avrà il centro sull’asse X 9 
y («a * -f-c) per semiasse trasverso, che sarà parimente diretto nel senso delle z , e 

,aa a -l-c . . 

y « - per senuas&e coniugato. Tutte queste iperbole saranno dunque respetti- 

b 

Vomente simili, i loro vertici anderanno sempre più scostandosi dal piano delle 
x t j , e i semiassi sempre crescendo. 

1112. Infine quanto alle sezioni oblique, dai piani secanti normali a quello 
delle x i , coi valori già stabiliti (1 1 35) avremo , omessi gli apici , y * =zx 1 ( acos 1 1 * 
*+• b seii^vì) 2«axcoiw -f-nx 1 -d-c, equazione che per qualunque valor di si 
dà sempre delle iperbole, le quali nel caso di a =0* o che il piano secante passi 
per T asse Z> avranno tutte Y c per semiasse trasverso coinè le iperbole primarie, e 
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V. ‘per semiasse coniugato .-mentre dai piani secanti obliqui a quello 

acos »4 -osca a ■ 

delle xy, e normali a quello delle xz, avremo (1135) y'(senQ — acos’8)=aa’+ 

2 «aeycoj0-t-4.r*-4-c , equazione che darà un’ iperbole, uua parabola o un’ ellisse, 

secondo che tangQ sarà o ^>, o =, o < di y a (942). 

1143. Da tutto ciò apparisce l.° che la superficie cercata non è rientrante, e 
si estende indefinitamente nello spazio, al di sopra e al di sotto del piano delle 
xy, come pure alla destra e alla sinistra degli altri due; 2.° che di pit'i è discon- 
tinua , rimanendo interrotta da z=x:J/c, ove ha principio la parte superiore al 
piano delle xy, fino a z= — ove lo ha l’inferiore; 3 ° che può riguardarsi 
come generata dal movimento parallelo di un’ellisse, la quale nel variar di posi- 
zione, varj altresì di grandezza in modo che i suoi quattro vertici striscino sem- 
pre sui rami di due differenti iperbole incrociate ad angolo retto fra loro ; nel 
qual caso avverrà che del pari tutte le doppie ordinate strisceranno esse pure con 
lo loro estremità sopra iperbole secondarie, parallele e simili alle primarie. Questo 
solido è conosciuto col nome d 'iperboloide ellittica od anche a due falde , in 
quanto che è discontinuo (4136). Si noti che se nella proposta sia b=a, le sezioni 
ellittiche avranno assi eguali, e diverranno circolari ; il solido sarà dunque di 
rivoluzione (4133). Se o=zò= I tutte le iperbole generate dalle sezioni primarie 
e secondarie diverranno equilatere. Se e=0, la sezione primaria sul piano delle 
*^•(4 439) cesserà d’essere immaginaria, e si confonderà col punto d’origine. 
Quelle sugli altri due piani si risolveranno'in due sistemi di rette dell’ equa- 
zioni — , y —- yz\ , che s’ incroceranno parimente all’origine; ma 

(Z > , 0 

tutte le secondarie (4 4 40) conserveranno le loro respettive qnalità o di ellissi o 
d* iperbole. Di piò le sezioni normali al piano delle xy, oblique all’asse X e 
che passano per l'origine, si risolveranno come le primarie in altrettanti sistemi 
di rette : dal che tutto bene apparisce che il. solido prenderà la forma di due op- 
posti coni a base ellittica col vertice comune all’origine; d’onde la sua denomi- 
nazione di conoide ellittica. Nè deve in fine omettersi d’osservare che in ciascuna 
di queste ipotesi l'angolo dell'asse trasverso con gli asintoti di tutte le iperbole 

; 4 

parallele è invariabile, ed ha per tangente \ — , 0 Vt (988), secondo che le 

et 0 

iperbole son pirati eie al piano delle xz, o a quello delle rz. E siccome tutti gli 
asintoti hanno origine al centro di ciascuna delle iperbole , e in conseguenza 
sull'asse Y o sull’asse X, così queste rette da una parte e dall’altra dei piani coor- 
dinati verranno a formare un piano continuato. 

4 444. Sieno adesso nella proposta (4438) a, b positive, e c negativa. L’equa- 
zione si cangerà in z’saji’-f-ò/-’ — c, la quale per sezione primaria sul piano delle 
xy dà un’ellisse dei semiassi \ c:b , y c : a uno sull’asse Y, l’altro sull’asse X 

T. II. 11 * 
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e col centro all’origine; e per quelle sugli altri due piani dì due iperbole col 
centro parimente all’origine dei piani coordinati, col semiasse trasverso l'nna 

c 

sull’asse delle x ed eguale a pari al semiasse coniugalo dell'ellisse della 

sezione primaria, con cui quest' iperbole si troverà dunque in contatto ; l’altra 

o 

sull’asse delle y ed eguale a J/~ , pari a quello dell'ellisse con la quale essa poro 

si toccherà ; e l’ una e l’ altra con y c per semiasse minore che ti confonderà 
coll’ asse Z. 

^ <45. In egual modo troveremo che le sezioni secondarie parallele al piano delle 
xy sono ellissi tutte tra loro simili, col centro sull’asse Z e coi semiassi 




xM-c 



reali per qualunque valore di x , e sempre crescenti con x ; e potrà 



qui pure osservarsi, che tanto gli uni che gli altri semiassi hanno respetti va mente 
i valori dell’ ascisse y, x delle due iperbole primarie corrispondenti all’ordi- 
nata z=x ; dal che facilmente si conclude che tutte queste ellissi avranno i loro 
quattro vertici appoggiati alla parte convessa delle due iperbole. Rapporto poi 
alle secondarie parallele ai piani delle ara e delle yt, troveremo essere iper- 
bole dirette nel senso delle primarie, coi centri sugli stessi assi Y, X, coi se- 
c — 46’ . c — atz* . 

mussi trasversi \ — — per l’una , y — — — per l'altra, e cor coniugati 
a o 

y (c — 46’) per quella, y'fo — 03*) per questa . Questi semiassi diminuiscono 

quindi a misura che le sezioni vanno scostandosi dai piani coordinati paralleli. 

c o ( 

Quando Sx=y —, o quando a~y — , cioè per le sezioni che cadono sull’estre- 
b a 

mità degli assi dell’ellisse primaria (1144), i semiassi spariscono, e l’iperbole 
a quel punto si confondono coi loro asintoti. Continuando poi le sezioni a di- 
scostarsi , le iperole ricompariscono, ma diversamente dirette, cioè cogli assi 
trasversi paralleli all’asse Z, e coi coniugati paralleli all'asse X per ls une , 
all'asse Y per le altre. Per le sezioni oblique avremo iperbole , parabole , ed 
ellissi nei casi che sopra (<< 42). Questa superficie conserva il nome d’ iperbo- 
loide come la precedente, ma poiché non soffre interruzioni, così vien distinta 
con l’aggiunto di continua o ad una falda. Se a=4, le sezioni ellittiche si 
cangeranno in circolari, ed il solido sarà di rivoluzione, generato dal ravvolgi- 
mento di un’ iperbola intorno all’asse trasverso. 

< <46. A questa medesima superficie, ma di posizione differente, porta il sup- 
posto di 4, o di a negativa ; poiché ponendo i*=ax’— Ay’-f-c, si hanno per 
sezioni primarie by % — ax'— c=0 ( z'—ax' — c=0, z'-yby' — cx=0, la prima 
e la seconda delle quali sono iperbole, come nel caso precedente erano la secon- 
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da e terza, e I’ ultima un’ellisse come allora era la prima. Ed altrettantoaccade rap- 
porto alle sezioni secondarie. Passeremo dunque immediatamente all’esame del caso 
di a, b ambedue negatile, o dell’ equazione s’+oz’+Jf’sc. Ora è chiaro che 
questa darà sempre uu’ ellisse o si eguagli a zero una qualunque delle sue coordi- 
nate, o si ponga 3=*, oppure > =€, o x—ol. E poiché per la prima delle tre sezio- 

, c 
a 



ni primarie si trovano i semiassi V — ■ e V ~r , e per le tue parallele |/- 



\f — ; per la seconda e j/c , e per le sue parallele Y e 

n H tl * 



bZ' 



J Q . c — U 35 

per la terza y e y c, e pei* le sue parallele y — — — e J/(c— aa * J, così con- 
cluderemo 1°. che ciascun sistema di sezioni si compone d’ellissi simili; 2°. che 
l’ellissi secondarie vanno diminuendo in dimensione, a misura che le sezioni si 
scostano dai piani coordinati; 3°. che si riducono ad un punto, quando x nel primo 
sistema, £ nel secondo, a nel terzo giungono respeltivamente ad eguagliare V c > 

\ — , j/ — - , al di là dei quali limiti divengono immaginarie, e manca quindi af> 

b a 

/atto la superfìcie. Rapporto alle sezioni oblique avranno manifestamente luogo i’e- 
quazioni trovate di sopra (1142) permutate a in — a y ehi n ~—b; ed è chiaro che 
qualunque sieno 0 ed w, apparterranno sempre ad ellissi. Questa superfìcie, a cui si 
dà il nome A* ellissoide, è dunque limitata in tutti i sensi. Se a=.b Li prima sezione 
primaria e le sue parallele divengon circolari, le altre due sezioni primarie si egua- 
gliano tra di loro , e si ha un solido di rivoluzione generato dal ravvolgimento di 
una qualunque delle sue ellissi primarie intorno all’as9e Z. Se 0 = 1 , o bz= 1 , di- 
vengon circolari le sezioni del secondo, o dei terzo sistema, eguali come sopra le 
sezioni primarie del primo e terzo, o del primo e secondo, e nasce di nuovo an’ el- 
lissoide di rivoluzione, prodotta dal ravvolgimento di una di queste ultime sezioni 
intorno all’asse Y nel primo caso, o intorno all’ asse X nel secondo. 

1147. Sia adesso 1’ equazione r—ux La superfìcie corrisponden- 
te non avrà centro. Per giunger più facilmente a conoscerla, poniamo s— con 
che P equazione si cangerà in z f =ajc 1 -\~b r 1 ; e potremo anche omettere l’indice 
della ?, purché si avverta che al piano delle ir deve allora supporsi sostituito il suo 
parallelo preso all’altezza c’r -zc. Sieno frattanto a , b ambedue positive, e si continui 
a supporre fra loro ortogonali le tre coordinale (1138). La sezione primaria sul 
nuovo piano data da t=0, avrà per equazione ax'+b y *=0, e quindi non potrà 
esser che un punto (il 40), il quale si confonderà col concorso del nuovo piano e 
deeli altri due primitivi. Le secondarie corrispondenti saranno ellissi del semiassi 

~ t y ~j-, e quindi tutte simili e crescenti con x. Le sezioni primarie sugli altri 
due piani saranno parabole dei parametri -- , y , e col vertice alla nuova ori* 
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ginej e parabole altresì degli stessi respettivi parametri saranno le secondarie, se non' 
cbe 1* une avranno il vertice all’ altézza al di sopra del nuovo piano, 1* altre 

all’altezza ?=aa a ; e sì queste che quelle anderanno dunque sempre piu elevan- 
dosi a misura che si scosteranno dai piani coordinati. 

Per le sezioni oblique nei due casi di 0=90°, w=90° (1135), avremo le due 
equazioni jz=za(ai-\-xcostoy-±-bx*sen 9 u , y senfì=:a(a-\-j cosB)* +bx* , di cui la 
prima darà in ogni caso una parabola, la seconda un’ ellisse- 

li 48. Questa superfìcie porla il nomedi paraboloide ellittica, e a somiglian- 
za dell’iperboloide (li 43) può concepirsi generala dal movimento parallelo di un’ 
ellisse di dimensioni variabili, obbligata a strisciare coi suoi quattro vertici sulle pa- 
rabole delle due sezioni primarie. £ poi chiaro che non potendo aver luogo nella 
nuova equazione il cangiamento di z in — z, perchè il secondo membro della pro- 
posta è sempre positivo , la superfìcie o il solido contenuto non passerà al di sotto 
del nuovo piano, ne subirà interruzione alcuna; sarà dunque della specie di quel- 
le che abbiamo chiamale continue , o come voglion dire ad una sola falda (1 136). 
Scaz=zb> le ellissi saranno circoli * le parabole primarie saranno eguali, e la para- 
boloide diverrà di rivoluzione. 

1149. Passiamo adesso a suppor negativo il coefficiente 5, e quindi zz=ax * — 
by % . La sezione primaria sul nuovo piano si risolverà in due rette date dall’ equa* 



. / a 



che s’ iticroceranno tra loro alta nuova origine. Le nezioni 



secondane parallele al di sopra del nuovo piano, avranno per equazione X— rtx 3 — 
a x . 

ir 1 , ovvero = )> 0 quindi saranno iperbole Coi rami stesi nel 

^ b a 

Senso dell’ asse X , ossia concave verso quest’asse, tol centro in un punto dell’asse 
x 
a 

di sotto del nuovo piano, per le quali z e quindi x son negative, verranno date dal- 

b x . 

1’ equazione y.=br* — ax* , ovvero x*=— ( >’* — -r-); e saranno esse pure ipcr* 

a ‘ 0 

bole come le precedenti e col centro sull’asse Z } ma coi rami stesi nel senso dell’asse 



Z f e coi semiassi \ 



V~T > c quindi tutte simili e crescenti con x. Quelle al 



Y, e coi semiassi permutati, cioè con \/-j- per semiasse trasverso, e {/— per se- 



miasse coniugato, e tutte tra loro simili, e crescenti esse pure indefinitamente con 
x. Le altre due sezioni primarie avranno per equazioni «x 4 :=r, bjr’ % =r — z, cioè 

sara nno due parabole l’una del parametro , l’altra del parametro-^-, che avran- 
no Z per asse principale, e per vertice Comune la nuova origine dei piani coordi- 
nati, ma rivolte in opposto senso; mentre la prima, per la quale z non può esser 
negativa , sarà tutta al di sopra del nuovo piano, e stenderà i suoi rami dai basso 
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all* alto sai plano delle xz t e la seconda per la quale z non può esser positiva, sa-* 
là tutta al di sotto, e scenderà coi suoi rami dall* alto al basso sul piano delle jrz. E 
parabole saranno altresì degli stessi parametri , e rivolte nei medesimi sensi le se- 
zioni secondarie respetti vame ale parallele ai piani delle xz t e delle jrz. Le prime 

infatti hanno per equazione (&6 a -f-5), eie seconde (oa a — z) . 

Quelle hanno dunque il vertice al di sotto del nuovo piano, queste al di sopra,* l’ 
une alla disianza *=. — b 6*, l’ altre alla distanza se. aoc*. £ poiché le prime son sem- 
pre reali con z positiva, e immaginarie con z negativa e^b^; e le seconde all* 
opposto son reali Con z negativa, e immaginarie con z positiva e aa% è dunque 
chiaro che quelle volger debbono i loro rami dal basso all* alto, queste dall* alto al 
basso. 

1 150. Le medesime varietà s* incontrerebbero se in luogo di b si supponnesse ne- 
gativa a. Riguardo poi alle sezioni oblique , 1* equazioni già stabilite di sopra (1 147), 
c che col cangiamento di b in — & divengono l*una j-=a(a-f-xcoi«)*— 4x*rcji a «, 
1’ altra ysenBxzui(ob-\-ycosÌi) a —6x a , mostrano che, nel caso di 6^=90°, qualunque 
sezione latta normalmente al piano delle xy, darà una parabola, come darà un' i- 
perbola nel caso di w^=90°. Il solido a cui appartiene la superfìcie della proposta e- 
quazione si chiama paraboloide iperbolica. £ come anche supponendo az=b uiuoo 
dei tre sistemi di sezioni dfvien circolare, così questo solido non può mai appar- 
tenere alla classe di quelli di rivoluzione* 

1151. Del rimanente alla massima parte delle conclusioni alle quali ci siamo 
condotti supponendo ortogonali le coordinate (1138), si sarebbe egualmente perve- 
nuti supponendole oblique, come facilmente ci convinceremo, se riassumiamo eoo 
quest* ipotesi tutti i precedenti ragionamenti • se non che in questo caso apparterrà 
ai semidiametri coniugati tutto ciò che abbiamo detto dei semiassi. Solo è da av- 
vertirsi che niuna dell* equazioni potrà allora rappresentare superfìcie di rivoluzio- 
ne, perchè l’ eguaglianza dei coefficienti a,b nelle sezioni ellittiche potrà bensì 
riferire ai semidiametri eguali dell’ ellissi ( 974 ) 1* equazioni corrispondeuli , ma 
non mai a circoli, attesa 1* obliquità delle coordinate. E da osservarsi inoltre che se 
supposte di nuovo ortogonali le coordinate x t j , s, si sostituiscano nelle equazioni 
proposte (1138.1147) i loro valori dati per x' , y 1 , z 1 (1084) , nascerà , omessi gl* 
indici, una nuova equazione a coordinate obliquangole , della forma generica 
z*-\-Ay *~y-A'x*-\-Bzj-y-B'zx-\-B"xy~\-Cz-\-Cì -4-C |, x-+-Z>=0 
che spetterà come le due proposte alle medesime superficie . 11 modo poi di rimon- 
tare da questa alle primitive, e l’esame dei casi in cui ciò resta possibile, offrono 
materia a troppo lunghe discussioni , perche qui possiamo occuparcene. 
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Equazioni dei piani e dei cord tangenti ad una tuperjicie, e dille rette 
ad està normali 



4452. Vogliasi l’equazione di un piano tangente in un punto dato *y*' a«l u* 
na data superficie. Poiché il piano deve necessariamente passare per il punto dato, avrai 
per equazione (4407) z—z'zxA^x — — ■) '), nella quale dovranno deter» 
minarsi A,H. Supposta frattanto rxy(x, v) l’equazione della data superfìcie (4 432), 
si faccian passare per il punto (iato, attraverso la superficie ed il piano tangente, due 
piani tra loro normali, 1’ uno parallelo a quello delle xi, I’ altro a quello delle yz. 
Le due intersezioni con là superfìcie daranno luogo a due sezioni secondarie (4 434) 
delle respcttive equazioni z=y(x), zz=y( > ) ( ivi ) ; mentre le due intersezioni col 
piano tangente saranno due rette che avranno per equazioni l’una y=y', : — z'z-- A X 
(x— x'), l’altra x=x', z — z'=B(r—yr") (4 4 4 4); e le quali, come comuni al 
piano tangente, saranno tangenti in generale alla superficie nel punto x'r'z 1 , e co- 
me comuni at piani secanti , suranuo in particolare tangenti alle curve delle due 
sezioni nel punto x' j 'z 1 . Or quest’ ultima circostanza dà (4064) A=p,( z ')> — 

y,( r')ì dunque perla cercata equazione del piano tangente avremo z— z'=yi(x')X 
(x.»»x l )+fi( i )''X/' _ Lf ’)> n ® a * tro rimarrà che calcolare e sostituire i valori delle 
due derivale y i(x'), yi(r'), valori che si otterranno calcolando con le regole note , 
o più speditamente con quelle del calcolo differenziale, le derivate prime delle due 
equazioni zx=y(z), rx=y(>), e ponendovi x\ r 1 , s' in luogo di x,y, z, poiché il 
contatto non é qui ad nn ponto qualunque , ma a quello che nelle curve delle due 
sezioni ha per coordinate x 1 , yr' , 

4 4 53. Abbiasi per esempio la superficie dell’ equazione di sccond’ ordine z* = 
ax*-4-&> *-t-c (4438). Per la prima sezione secondaria , fatto by' , -\-c=g, avremo 

j ux ax ax 1 

z=J/(ux>+g); d’onde y,(x)= — — — — - = , e quindi ?.(*’>=—; per 

y(ax*-hg ’) z z 

l’altra, fatto ax'*-l-c=A, avremo zz=\^(bj ’-t-A), yi(f')— ~ > e ?>(/') = “T’ e< l' 1 ' rl * 



di per l’equazione del piano tangente z — ; l = — ■ (x — x')d — —■ (jr — j '), ovvero, 

z 1 z 1 

osservando che 1’ equazione della superficie dà z 1 * —ax 1 1 -ho»' 1 *-4-e, c riducendo, 
si'=/zrr'-4-4rj'4-c. Cosi per la sfera ovea=z4= — 4, e c—r 1 (1079), sarà zz’-4- 
j-y-hx x'=r». 

4454. Sia l’altra equazione ;=ax * -4-4 y * 4-c (4446); avremo per la pri- 
ma sezione secondaria ;=<jx *-+-§, e quindi y,(x)=2ax, yi(x l )=2«x l , e per la se- 
conda zzzzby 1 — 1 — /z, y r (> )^2ù r, y ■ (j ’. Dunque -z ; =:2ax\x-x')-y2b ) 1 X 

( ’y — J j ); e poiché si ha z'=ux : 1’ equazione del piano tangente sarà 

perciò r-t-z’ =2(axx +bjj *— 4-c). 

4 455. Voglia adesso condursi un piano tangente per un punto x|_> 1 esterno 
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•ila superficie. La qualità di tangente, e la condizione del passaggio pel punto x'jdj* 
daranno come sopra per l'equazione del plano z— -'=(x — x')y,(x)-hO' — 
ili ieriaino le Ire coordinate x, y 9 z al punto di contatto. Dovrà allora sussister tra loro 
anche 1* altra relazione i^x, >",t )==0 che esiste in generale fra le coordinate della su- 
perfide; e se col mezzo di questa elimineremo dall’ altra una qualunque delle tre 
coordinate, risulterà un' equazione tra le due rimanenti, che essendo indetermi- 
nata, mostrerà come infiniti possono essere Ì punti successivi nei quali il piano pas- 
sando per il dato punto esterno, potrà toccar la superficie, e infinite per conseguenza 
le posizioni che potrà prendere. Frattanto è manifesto che se la proposta elimina- 
zione si farà cadere sulla coordinata z, l'equazione risultante tra x ed r corrispon- 
derà alla projezione della curva dei contatti sul piano delle ir; e se si farà in se- 
guito cadere sulla coordinata >*, la risultante darà la projezione della curva sul piano 
delle xz. Conosciute così le due projezioni, sarà nota altresì la qualità della curva 
(i096). 

4 4 56. Determinata in tal guisa la curva dei contatti, se da ciascun punto della 
medesima immaginiamo condotta al punto esterno una retta, verremo a formare ciò 
che chiamasi cono tangente , che avrà dunque per base la curva trovata e di cui 
potremo sempre coi noli metodi trovar 1* equazione (1 130). Può osservarsi che se il 
punto esterno dato sia luminoso, la curva dei contatti segnerà in tal caso sulla su- 
perficie il confine tra la parte illuminata e la tenebrosa. E dunque visibile il rap- 
porto di queste dottrine con la Teoria generale dell' ombre. 

4 457. Resta a parlarsi delle normali alle superficie. Una retta è normale ad una 
superficie, quando incontra perpendicolarmente il piano che tocca la superficie nel 
punto ove questa è attraversata dalla retta. Pia particolarmente poro si chiama nor- 
male quella sola porzione della medesima, intercetta tra la superficie ed uno dei piatti 
coordinati, che ordinariamente è quello delle xj\ Voleudone P equazioni, osserve- 
remo che per una retta perpendicolare in un punto x'jf* * ad un piano dell'equazione 
z~Ax-\-B y-\~C , si hanno l' equazioni x = — A{z — z’J-f-x', — 2?(c — c 1 )— 

(f f 18); dunque essendo per noi Az=zp i(x'), (4452) , l' equazioni della 

normale saranno x — x , =^ l (x , )(3 l — -3 ), fc >'— Così se la superficie 
sia di second' ordine , e dell'equazione z * z=ax * -\-b f * r-pc , avreihò (1453) 

? i ( x> ) = ’ t ?«(> ,, )==— 7 , e per equazioni della normale (x — x , );-^=tìX , (J , — r), 

(,t — 'f 1 ) z l =£r l (z , -—z) > dalle quali si deduce l'altra ò>'(x — xi)=flx l ( r— t '). E 
potrà di passaggio notarsi che se bz=a, e in conseguenza il solido sia di rivoluzione 
(4 443), l’ultima darà xy*z=zx\ r, equazione che appartenendo alla projezione della 
normale sul piano delle xr (4094), e mancando della costante, mostra che questa 
projezione passa per l'origine (4 095 2°), e quindi la normale per l'asse Z di rotazione. 

4 4 58. Volendo poi determinare la lunghezza «della normale presa dentro i 
limiti già dichiarati, si chiamino x”, } M , s 11 le coordinale del suo punto d’ incontro 
fui piano dell# ir, .Sostituendole in luogo di X, J’ t quelle precedenti equazioni,© 
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«•servando che z* 9 s=Q (1080.2 6 '), avremo r ,, ~^r'xr zi ft(x'), % r ,f — »(/*). Ma 
la normale si stende dal punto x' rV al punto e perciò (1082) «*=..„ 

W") •-HO'-.yi)’» -H-' *, diin^ue n =p;'|/(( f .x) »-K ?a )»-+-<)• 

Intersezione delle superfìcie, e curve a doppia curvatura 

4 159. Allorché una superficie curva qualunque c intersecata da un piano , la cur- 
va della sezione dovendo trovarsi tutta stesa sul piano secanLe , è necessariamente 
una curva piana. Ma se una superficie curva è intersecata da un’ altra superficie 
curva , come sarebbe se una sfera losse intersecata da un cono il cui asse non pas- 
sasse per il centro della sfera , non avrà luogo nei più dei casi la precedente conclu- 
sione, e la sezione presenterà una curva di nuovo genere, tatti i di cui punti si tro- 
veranno successivamente in piani diversi , e che essendo curva in due sensi , si chia- 
ma perciò curva a doppia curvatura , Potremo formarci un’ idea di queste curve, 
se immagineremo avvolto ad un cilindro retto un segmento parabolico. E chiara 
che il perimetro di questo segmento sarà allora curvo e nel senso della parabola , 
e in quello del cilindro a cui è avvolto, e formerà dunque una curva a doppia cur- 
vatura. 

1160. Allorché queste curve si considerano come provenienti dalle intevsezio« 
ni delle superficie, potranno esser sempre rappresentale come le curve piane (1096) 
per mezzo delle loro projezioni sui piani coordinali. Per conoscer queste projezioni, 
supposte F(x y jr ì %)z=A) y f(x i Y y z)x^0 P equazioni delle due superficie, basterà che si 
prenda successivamente dall’ima, e si sostituisca nell* altra il valore di una delle tre 
coordinate, dato per P altre due. Risulteranno cosi tre equazioni , una fra x ed /, 
l’altra frax e z,la terza fra y e z, che saranno visibilmente quelle delle tre projezio* 
ni sui piani corrispondenti. Dall* indole e qualità delle curve di projezione dovre- 
mo poi desumer quella della curva della sezione. Cosi se troveremo che una delle 
projezioni è immaginaria, come sarebbe nel caso che s’incontrasse 1* equazione 
X*H-/*M-tf*=d) , concluderemo che le due superficie non s’intersecano. Se trove- 
remo che una delle projezioni si riduca ad un punto, come qualora per quella suf 
piano delle xj si trovassero le due equazioni determinale x=m, /■=» (899) K 
concluderemo che semplicemente si toccano. 

1164. Ma la più importante delle ricerche che posson farsi su questo proposito 
è quella di trovare se, e in quali casi Pintersczioue può essere una curva piana, o 
di semplice curvatura. A tale effetto si premi? P equazione generale del piano Ax-\« 
By^r-OzzrsJ) (1099), e si sostituisca il valor di z in una delle duo equazioni delle 
superficie. Otterremo uua nuova equazione Ir* x,/’, che rappresenterà la projezione 
dell* intersezione della superficie e del piano su quella delle ac/, e che sai a funzione 
Jei coefficienti A f Iì y C y D dell’equazione del piane, 

1162* Sj confronti adesso questa co.it P altra che rappresenta la projezione deU 



Digitized by Google 







i 7 5 

l’ intersezione delle due superficie sul medesimo piano delle x K. È evidente che 
se avranno luogo, e potranno iu qualunque modo trovarsi per A,B,C,D tali valori 
da rendere identiche le due equazioni , l’ intersezione delle due superficie tra loro si 
confonderà con quella dell’ ima di esse col piano, e quindi sarà una curva piana. 
In caso diverso non potrà essere che una curva a doppia curvatura. 

1163. Abbiansi per esempio due sfere dell’ equazioni x'-hj'^-\-»'x=r‘, (4-t-x)* 
-t-(c-Hj') ’-+-(e-+-z)’— r 1 * . Eliminando ; e ponendo per comodo p'xxr" — r* — A* — 
e*— e’, avremo per la projezione della sezione sul piano delle xr, 4x 1 (e , +4 1 ) 
-Hl/'(e’-4-e’)-i-8ica^- — 4 bp'x — 4cp'jr-{-pl—4r’e’=$. Orsi ponga in 
r* il valor di s preso dalla supposta equazione del piano Ax-\-Bjr-i-Cz=D; tro- 
veremo (A’-‘ r C')x'-\-(B'-irC')j'->r2ABxj—2Anx~-2BDj-{-D*—C‘ i r'—a. 
Ora è chiaro che questa equazione potrà seuipre rendersi identica alla preceden- 
te, ponendo A—2b, B=z2c,C=2e, Dz=p 1 ; dunque la sezione è una curva pia- 
na , e del tu Ilo conforme a quella che farebbe o con 1’ una o con l’ altra superfi- 
cic un piano, che avesse per equazione 2bx-*r2cjr-\-2ezz=p 1 , e perciò circolare 
(730). 

4164. All’opposto , cercale coi noti modi , e coni Volitate fra loro le due equa* 
zioni corrispondenti alla projezione della intersezione di un cilindro retto con un 
Cono retto e con un piano , non si troverebbe per A , B, C, D alcun valore che ren- 
desse la seconda eguale alla prima. Quindi la curva dell’intersezione delle due no- 
minale superficie curve sarebbe in questo caso a doppia curvatura. 

Geometria Descrittita 

4165. Il metodo delle projezioni non solo risolve analiticamente i problemi, 
nei quali entrano punti o linee rituale in piani diverti, ma dii anche mezzi assai ta- 
cili per la loro costruzione geometrica (682), ed insegna ad operare sulle grandez- 
ze considerate nello spazio con la sLessa facilità e con lo stesso rigore, che si ottiene 
dalla Geometria piana vapporto alle grandezze situale in un piano. 11 metodo pren- 
de allora il nome di Geometria descrittiva , scieqza di grandissima utilità per le 
arti, specialmente per quelle d’ intaglio, di prospettiva e archilettoniche, nelle quali 
le questioni del genere di cui si parla, sono infinite, e si ha bisogno di soluzioni 
reali, effettive ed esatte, e non già aerati? o semplicemente rappresentate da una fi- 
gura descritta in un piano, a cui col soccorso dell’ ombre si sia data uua qualche 
apparenza di rilievo. Non potendo impegnarci in un pieno, trattato di questo inte- 
ressante e vastissimo soggetto, ci limiteremo a darne le nozioni più elementari, che 
applicheremo alle costruzioni dei problemi relativi alla Jinea retta , al piano, alle 
curve piane e alle siere. 1 Giovani che volendosi dedicare alle arti avesser perciò 
bisogno d’ istruzione maggiore, potranno consultare le opere classiche di A/owgc, 
LarCroix e V altèe. 

1166. Di due soli piani di projezioue si là generalmente uso nella Geometria 
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descrittiva, l’ uno chiamato orizr ùntale, l'altro verticale, in quanto che gli oggetti 
che occorrono in pratica son per lo più collocati in questi due sensi. Abbiasi per- 
p.238 tanto un punto P situato nell’angolo di questi piani, e sieno A, B le di lui proiezio- 
ni sull’ uno e sull’ altro. E manifesto che queste projezioni, o le loro distanze AT, 
BT dall* intersezione MN dei due piani, determinano complelameule la posizione 
del punto P. Ora s* immagini che il piano verticale OM rivolgendosi intorno all’in- 
tersezione MN, 6Ì ripieghi sul prolungamento MU del piano orizzontale MR, c sia 
A 1 il luogo che in questa nuova situazione del piano prenderà il punto B. E eviden- 
te che sarà A’T normale ad NM (693), e di più eguale a BT; in conseguenza la 
retta A*T rappresenterà come BT la distanza di B a T, o P altezza di P al di sopra 
del piano orizzontale: potrà dunque sostituirsi a BT per rappresentare con AT la 
posizione di P. 

1167. Col medesimo raziocinio si proverebbe che se CD, EF sieno le projezio- 
ni di una retta (1090) , o le tracce di un piano (1098) sopra quelli di projezione , e 
sia CD 1 la situazione che prende EF, allorché il verticale è ripiegato sul prolunga- 
mento dei piano orizzontale, potremo sostituire D’C 1 in luogo di EF per rappre- 
sentare insieme con CD la posizione della retta o del piano. Or questo semplicissi- 
mo principio può riguardarsi come il fondamento della Geometria descrittiva. Coi 
mezzo di esso ogni imbarazzo proveniente dalla necessità di operare sopra due pia- 
ni diversi, vien tolto; e tutte le costruzioni si riducono ad un solo e medesimo 
piano. 

1168. Prima però di passare ad applicarlo alle costruzioni che ci siamo pro- 
poste (1165), premetteremo come proposizioni evidenti , o facili a dedursi dalle co- 
se già dette, 1°. che unite le due projezioui A, A 1 del puuto P, la retta A A 1 passerà 
per T e sarà normale ad MN (506.3°); onde le due projezioni di un punto son sem- 
pre in una stessa retta normale all’ intersezione MN; e perciò data una delle projezio- 
ni , l’ altra dovrà trovarsi nel prolungamento della normale condotta da quella sopra 
MN. 2°. Se il punto o la linea data sia sopra uno dei piani ortogonali , la loro pro- 
jezione sull’altro dovrà cadere sull’ intersezione MN. 3°, 1 punti o le linee situate in 
uno dei piani si confonderanno con le loro projezioni in quel piano. 4°. La traccia 
di una retta sopra di un piano, o il luogo ove essa l’attraversa o lo incontra, è ne- 
cessariamente in un punto della projezione della retta in quel piano. 5°. Se una 
retta sia parallela ad uno dei piani, non potendo incontrarlo giammai non presenterà 
che la sola traccia sull’ altro; e reciprocamente se d’uua retta non si abbia o noo 
possa assegnarsi che una sola traccia, la retta sarà parallela al piano su cui non com- 
parisce la traccia. Mancheranno poi amendue le tracce, se la retta sia parallela al- 
l’ intersezione MN, e di nuovo non ite avremo che una se passi per MN. 6°. Allorché 
le due tracce di uu piano son convergenti , il loro incontro succederà in qualche 
puuto di MN : deve infatti esser comune alle due tracce , per conseguenza anche 
ai due piani, e trovarsi perciò nella loro iutertczione. 7°. Ialine se uu piano sia pa« 
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irglielo .vi uno «li quelli di projezionr, non avremo olir I* unica tua traccia sull’ al- p 2 Jf 
Irò, In quale sarà parallela ad MN ; e se sia parallelo ad MN , ambedue le tracce 
saranno parallele ad MN. Non avremo del pari che una sola traccia, clic sarà la stes- 
sa MN, se il piano sia disteso lungo MN. 

1169, Per quatilo il piano verticale si supponga ripiegato sul prolungamento 
delP orizzontale , gli conserveremo la denominazione di verticale. Impiegheremo 
per rappresentarlo quella parte delle figure , che resta al di sopra della retta MN 
esprimente P intersezione o divisione dei due piani ^ riserbando P altra parte infe- 
riore per rappresentare l’altro piano. Ambedue si supporranno di dimensioni inde- 
finite, come del pari supporremo generalmente indefinite le rette e le dimensioni 
dei piani, che entrano come elementi o come oggetti di ricerche nei nostri problemi. 

1170. Per facilità e brevità di discorso contrassegneremo con un apice le let- 
tere indicanti i punti o linee che ahhian luogo nel piano verticale, a distinzio- 
ne di quelle dell’orizzontale che segneremo senz’apice alcuno. I punti che radono 
nell’ intersezione MN, e che perciò spettano insieme ai due piani , saranno indica- 
ti o con 1 ’ apice o senza , secondo che occorrerà di considerarli o nel piano vertica- 
le o nell’orizzontale. Allorché poi tratteremo di un punto , di una linea o di un 
piano situalo nello spazio , noteremo il punto e la linea con le lettere spettanti alle 
loro projezioni , chiudendole dentro parentesi ; cd in pari modo noteremo il piano 
e le curve con le lettere dolio loro tracce. Così (A A 1 ) indicherà un punto , le cui 
projezioni orizzontale e verticale cadano in A, A*. Del pari (AB, A’B 1 ) significherà 
una retta o un piano che abbiano l’una per projezioni, l’altro per tracce (1098) 
orizzontile e verticale le rette AB, A'B*. Qualora però l’incontro delle tracce AB, 

A'B' abbia luogo nei limiti della Agora , e sìa notato per esempio con C, 1’ indica- 
zione del piano sarà semplicemente (ACA 1 ), 

1 1 7 1 . Intenderemo al solito esser dati o trovati un punto o una linea, allorché 
ne son d-ileo trovate le projezioni : ed esser d ito o trovato un piano, quando ne son 
date o trovate le tracce. Infìue segneremo nelle figure con linee andanti o piene tut- 
te quelle che vengono o date , o cercate e trovate nel problema ; con lineo tratteg- 
giate quelle che sono introdotte ausiliarmente nelle costruzioni j con linee pun- 
teggiate quella porzione dell’ une e dell* altre che passa o al di là del piano ver- 
ticale, o al ili sotto dell’orizzontale. Tutto questo premesso, passiamo ai problemi, 
che disporremo secondo 1 * ordine di dipendenza che l'uno ha dall’ altro, 

1172. I. Datele projezioni C,C' e D,D' dei due punti (GC 1 ), (DD f ), costruir 239 
la retta che li congiunge, o che ne determina la distanza. 

Si uniscano C,C e D , D r . Da C, D’ sì oonducano CR normale a DC e 
D’O 1 normale aCC*. Sopra CR si prenda CO=C , Q' ; unita D con O, la reità DO 
equivarrà alla cercala. Infatti si concepisce facilmente che questa retta deve corri- 
spondere all’ ipotenusa di un triangolo rettangolo, che abbia per un dei cateti la di- 
Stanza delle projezioni orizzontali dei due dati punti, e per l’altro la differenza dello 

T. //, F, 
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F. 239 frazioni al «li sopra «lei piano orizzontale. IVfa queste elevazioni son rnppre*. 
sentale da DI d , C' c (4 1 66), e la lar differenza da C'O'sCOi dunque la retta cercata 
è visibilmente eguale all* ipotenusa DO» 

1173. II. Data la retta (AB, A'B’), costruir gli angoli formati dalla medesima 
coi due piani di projezione. 

Presi nella retta data due punti qualunque (CC ? ),(DD r ), si eseguisca sopra i rpe* 
desimi la costruzione del problema precedente; I* angolo CDO del triangolo Anale 
OCD rappresenterà quello della data retta col piano orizzontale. Infatti gli angoli 
«Iella retta coi piani son quelli della retta con le sue medesime projezioni. Or si con-, 
cepisca il triangolo COD elevalo verticalmente sul cateto DC. È chiaro che la retta 
data e Pipolenusa DO si troveranno allora nello stesso piano projettanle, e di più 
diverranno parallele, atteso che la distanza del punto O al punto (CC f ) sarà C’o— » 
CO=C'c— C'O^cO'-jrD’r/ , disianza del punto D a (DD 1 ). Dunque 1* angolo CDO 
che la projezione orizzontale fa con DO, eguaglia quello che la con la retta data, o 
che questa fa col piano orizzontale. Cosi se ne troverebbe l’altro col verticale. 

■1174. HI. Data la retta (PQ, P r Q'), trovarne le due tracce (1168.4°) orizzon- 
tale e verticale. 

Dai punti -4',B ove le due projezioni P f Q’, PQ passano per P intersezione 
si alzino normalmente ad MN le rette AA', £B r . I punti A, B* d’incontro frale due 
projezioni e le due normali determineranno le tracce cercate. Infatti la traccia oriz- 
zontale, come punto della retta data, deve aver la sua projezione verticale lungo P j Q’, 
e come punto situato sul piano orizzontale deve averla lungo MN (1 168.2°) l’avrà 
dunque visibilmente in A'. Dovrà perciò questa traccia trovarsi in qualche punto 
«Iella normale A , A(1168.1°); ma deve trovarsi anche in PQ (1168.4°): sarà dunque 
in A. Il raziocinio medesimo vale anche per l’altra traccia. 

1175. JV. Date le tracce A,B ( della retta, si cercano le proiezioni. 

Condotte ad MN le normali AA', BB r , le rette AB, A r B' saranno le projezioni 
cercate. Ciò è chiaro per P antecedente problema. 

Se non si avesse che la sola traccia B',la retta sarebbe paracela al piano oriz** 
zontale (1168.5°), nè potrebbe aversi che la sola projezione verticale, la quale si 
otteiTebbe conducendo per B' una parallela ad MN. Altrettanto si dica se non si 
avesse che la traccia A. 

1176. V. Trovare il punLo d’ intersezione di due rette «late. 

La projezione orizzontale del punto cercato sarà nel comune incontro delle pro- 
iezioni orizzontali delle due rette date; la verticale in quello «Ielle verticali. Infatti 
«lovendo questo punto appartenere alle due rette date, anche le sue projezioni do- 
vranno appartenere a ciascuna projezione delle medesime. 

240 1177. VI. Dati i piani (ABC 1 ), (ADC') trovarne P intersezione. 

Dai punti A, C 1 ove le tracce orizzontali e verticali dei due piani si tagliano re- 
spetti vamcnlc fra loro, condncansi sopra MN le normali AE : , C'F: e quindi si uni- 
sca A eoa lj C 1 con E' .’ saranno AL', C'E ! le projezioni cercate. Iiilalti i due punti 
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A, C' appartengono all'intersezione voluta e ne tono le tracce (4 <68. 4 .") Dunque Fig 240 
FA, C'E' ne sono le proiezioni (4 4 75). 

Se uno dei piani dati fosse parallelo ad uno di quelli di projezione, per esempio 
al piano verticale, e quindi non si avesse del medesimo che la sola traccia orizzon- 
tale DA parallela ad MN (< (68. 7.“), la costruzione precedente non potrebbe aver 
luogo. In tal caso si conduca medesimamente da A sopra MN la normale AE 1 , e da E' 211 
la E'G' parallela a BC 1 ; sarà (AE',|E'G') l’intersezione cercata. Infatti il piano pa- 
rallelo al verticale, essendo normale al piano orizzontale, si confonde col piano pro- 
iettante verticale della sua intersezione con l’altro piano dato ; dunque la sua traccia 
DA é nel tempo stesso projezione orizzontale dell'intersezione. Inoltre il punto A à, 
come nel caso precedente, traccia orizzontale dell'intersezione. li punto E' apparterrà 
dunque alla di lei projezione verticale (< < 68. 2 °). E poiché l’intersezione è parallela 
alla traccia verticale dell’altro piano dato (7<0),a questa traccia dovrà esser parallela 
anche la sua projezione verticale (mi), la quale dunque non potrà essere cheE'G 1 , 

<178. VII. Per un punto (CC') condurre una parallela ad una retta (PQ, P Q 1 ). 242 

Le projezioni della retta cercata, e quelle della data, debbono esser parallele 
fra loro (710). Se dunque per C, C 1 si conducano AB, A'B' l’una parallela a PQ, 
l’altra a P'Q', sarà (AB, A'B') la retta che si domanda. 

Per più facile intelligenza di ciò che segue si noterà , che se in luogo di 
(PQ, P'Q') sia data sul piano orizzontale la retta PQ, poiché questa ha una pro- 
jezione in PQ, l’altra in MN (1168. 2 °) perciò una delle projezioni della paral- 
lela cercala dovrà esser parallela alla data, l’altra ad MN. 

1 <79. Vili. Per un punto (CC 1 ) condurre mi piano paralkload un piano (EFG 1 ). 243 

Si conducanoCH parallela alla traccia FE,'ed HIT, CH 1 l’una normale, 
l'altra parallela ad MN. La retta (CH, C'H ) sarà parallela alla traccia FE ( probi, 
prec.), e per conseguenza al piano(EFG'). Dunque apparterrà interamente al piano 
cercato; e poiché ha per traccia verticale H' (1174), perciò H' sarà un punto 
dell’intersezione del piano cercato col verticale, o della sua traccia verticale, la 
quale dovendo esser di sua natura parallela alla traccia verticale del piano dato, si 
avrà perciò conducendo per H' parallelamente ad FG' la iella l'K'. Quanto alla 
traccia orizzontale é chiaro che si avrà conducendo da I' la I'B parallela ad FE. 

Che se il piano dato fosse uno dei piani di projezione, per esempio il verticale, 
non si potrebbe assegnare che la sola traccia orizzontale del piano cercnto(U68.7.°), 
la quale visibilmente si avrebbe conducendo per C una parallela ad MN, E nel modo 
slesso dovrebbe operarsi, se il piano dato fosse parallelo al piano orizzontale. Qualo- 
ra poi fosse semplicemente parallelo ad MN, e quindi avesse le sue due tracce paral- 
lele ad MN (1168. 7.°), tali dovranno esser pure quelle del piano cercato. Presi due 
punti ad arbitrio l’uno sull’una, l’altro sull’altra traccia del piano dato, si costruisca 
la rettacheli congiuuge (1172); a questa per il punto dato si conduca una parallela 
(1178), della quale ai determinino le tracce (1 174): le due rette condotte per queste 
parallelamente ad MN saranno visibilmente le tracce del piano cercato. Genrral- 

T. IL la* 
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mente tutti i cali contemplati lotto i num. 5.® e 7° del paragrafo 4 468 eiigono co- 
struzioni particolari, spessissimo più semplici delle generali, e che potendo quindi 
usai facilmente trovarsi, noi perciò ci dispenseremo dal farne ulteriore parola. 

4 <80. IX. Condurre un piano per tre punti dati, o per due delle tre rette 
che li congiungono. 

Ciascuna di queste tre rette appartiene per condizione al piano cercato. Dun- 
que le loro tracce sono altresì punti delle tracce del piano. Perciò trovate 
quelle (4 474), avremo le direzioni di queste, e quindi il piano. 

Fig.244 4 <84. X. Da un punto dato (AA 1 ) abbassare una perpendicolare sopra un 

piano dato (BCD 1 ), e determinare il punto d’ incontro della normale col piano. 

Quanto alla pi ima parte del quesito è manifesto che le proiezioni della retta 
■■creata dovranno esser perpendicolari alle tracce del piano (706), e si avranno per- 
ciò conducendo AE, A'G' normalmente a BC, CD'. Quanto all’altra parte si alzi 
EE' normalmente ad MN. 11 piano (AEE 1 ) si confonderà col piano proiettante verti- 
cale della normale trovala (AE, A'G'). Conterrà perciò tutta la normale, e quindi 
anche il punto cercato. Ma questo deve esser pure nel piano dato (BCD'), dunque 
cadere nella loro intersezione (EF,E'F')(4 477) ; e poiché deve trovarsi del pari 
nella normale (AE, A'G'), dunque la di lui proiezione verticale sarà in H' interse- 
zione delle due proiezioni verticali E'F 1 , A'G' (4 476), e l’orizzontale in H incontro 
di AE, proiezione orizzontale della normale, con HH' normale ad MN (4 <68. 4.°). 

245 4 482. XI. Per nn dato punto (A A') condurle un piano perpendicolare ad 

una retta data (BC, B'C'). 

Si conducano A'D', AD, DD', normali I’una a C ; B', l’altra ad AA', la terza ad 
MN. Quindi da D la DE normale a CB, e da E la EF 1 normale a C'B*. Saranno 
DE, EF' le tracce del piano cercato. Infatti se questo deve esser per condizione nor- 
male alla retta data, le sue tracce e le projezioni della retta saranno respetlivamenle 
normali fra loro (4 484). Dunque A'D' sarà parallela alla traccia verticale, e lo sarà 
perciò anche la retta (A'D', AD) (4 4 78). Ma questa ha comune col piano il punto 
(AA'), se dunque è di più parallela ad una delle tracce, deve necessariamente es- 
ser tutta in quei piano. Quindi la sua traccia orizzontale D (4 468. 4.°) sarà altresì 
nn punto della traccia orizzontale del piano, la quale dovendo esser inoltre nor- 
male a CB, sarà perciò nella direzione di DE, come egualmente la traccia verticale, 
che devepartirsidaE(4 468.6.°) ed esser normale a C'B', sarà nella direzione diEF'. 

4 483. XII. Condarre un piano perpendicolare ad un piano dato, e che passi 
per una retta parimente data. 

Da un punto qualunque della data retta si condurrà una perpendicolare sul 
piano dato (4 (84): quindi si farà passare un piano per questa e per la retta 
data (4(80), che sarà visibilmente il cercato (703). 

4 484. XIII. Da un punto dato abbassare una perpendicolare ad una retta data. 

Si coraiocerà dal condurre per il punto dato un piano perpendicolare alla retta 
data (1 482) j si determinerà il punto del loro incontro (4(81); si congiuogeran- 



Dìgitizeci by Google 




i8i 

ho con rette le due projezioni orizzontali e le verticali di questo e del punto dato , 
fe avremo cosi quelle di una retta clic passerà per il punto dato, e sarà normale alia 
retta data, e che sarà perciò la cercata. 

4 485. XIV. Date le rette (AB, A'B'); (BC, B'C 1 ) che s* incontrino nel punto 
(B,B'), trovarne l’ angolo. 

Si cerchino le tracce orizzontali delle due rette (4 4 74), e supposta 1’ una in A, 
l’ alil a in C, si conduca BD normale ad AC, si prenda fo/i=BD, si congiunga B f con 
d t e prolungata DB in G, finché sia DG=B'c?, si formi il triangolo AGC.É manife- 
sto che AC e le due rette date formeranno un triangolo , che avrà per base la stes- 
sa AC, per vertice il punto dato (B,B f ), per angolo al vertice l’angolo cercalo , e 
per altezza P ipotenusa di un secondo triangolo , i cui cateti sòno BD , B*5 , altezza 
thè sarà quindi eguale a B 'd 9 e per conseguenza a DG. Perciò il triangolo fatto da 
ÀC con le due rette date, e il triangolo AGC che hanno altezze eguali , e base e seg- 
menti della base comuni , sono eguali ; e l’ angolo AGC del secondo è dunque e- 
guale all’angolo opposto ad ÀC nel primo, e per conseguenza al cercato. 

4 486. XV. Data una retta ed un piano, determinar l’augolo di quella su questo. 

L’angolo che qui si cerca è complemento di quello che la retta farebbe con 
la normale abbassata da qualunque suo punto sul piano. Condotta dunque questa 
normale (4 484), e determinato l’angolo che fa conia retta (4 485), avremo quello 
della retta col piano. 

4 4 87. XVI. Dati due piani inclinati P uno sull’ altro, trovarnè l’angolo. 

Trovata l’ intersezione dei due piani (4 477), da un punto qualunque di MN si 
conducano sulle projezioni della medesima due normali, che rappresenteranno le 
tracce di un piano normale all’ intersezione (4 482). Determinatele intersezioni di 
questo piano coi piani dati (4 477), 1’ angolo che faranno (704) sarà il cercalo . 

4 488. XVII. Date due rette situate in pièni diversi e non parallele, trovar la 
più piccola distanza dell’ una all’altra. 

Per un punto qualunque preso sopra la prima delle due rètte si condurrà una 
parallela alla seconda (4 478). Per questa parallela, e perla medesima prima retta 
si condurrà un piano (4 4 80), che safrà dunque parallelo alla seconda. Ad esso piano 
per la seconda retta si condurrà un piano normale (4 483); si determinerà l’ inter- 
sezione dei due piani (4 477), e il punto ove questa taglia la prima dèlie due rette 
(4 476); e da questo puntosi abbasserà una normale sulla seconda (4 484). È chiaro 
che questa sarà normale nuche alla prima , e perciò determinerà la distanza cercata. 

4 489. XVIII; Dato il piano (ABC 1 ), trovarne gli angoli d’inclinazione sui pia- 
ni orizzontale e verticale. 

Da un punto qualunque D di MN si conducano AD, DC f P una normale ad 
MN, l’altra alla treccia BC 1 . Quindi si prenda DE^DC 1 , e si unisca AE. 11 piano 
(ADC 1 ) sarà perpendicolare al piano verticale (703), e alla traccia C'B (704 ). 
Dunque immaginando uniti A, C 1 , anche AC r sarà normale a O R (693). Inoltre 
èssendo retto l’angolo ADC, i triangoli ADC 1 , ADE saranno eguali (540. 4 # ), é 



Digitized by Google 




182 

p 217 quindi eguali nuche gli angoli AC’D, AED. Ma il primo misura 1* inclinatone del 
piano dato sul verticale (701), dunque anche il secondo, che sarà perciò uno dei 
due cercati. Nel modo slesso costruiremo anche l’altro. 

248 \ 190. XIX. Dala la curva (ABC, A'B'C 1 ), condurre una tangenle ad un suo punto 
qualunque (DB 1 ). 

La soluzione di questo problema e dei seguenti relativi alle curve , suppone che 
si sappia risolver l’altro quesito più semplice, e indipendente dal metodo delle prele- 
zioni e della Geometria descrittiva , cioè condurre in un piano dato una tangente ad 
un punto qualunque di uua curva situata nel medesimo piano, quesito che abbia- 
mo già iusegnato a risolvere (1041). Ciò premesso, e condotte ai punti B,B' delle 
curve ABC, A'B’C 1 le tangenti BM, B'M' , è manifesto che l’ una sarà la projezio- 
ne orizzontale, l’ altra la verticale della tangente cercata , che sarà perciò rappresen- 
tata da (BM, B'M'). 

1191. XX. Trovare le inclinazioni di una curva data sui piani di proiezione* 

Si conduca ad uu punto qualunque della curva una tangente (1190), e se ne 
determinino l’ inclinazioni sui piani (11 73) j è manifesto che queste saranno le cer- 
cate, poiché la tangente e la curva sono in un medesimo piano* 

249 1192. XXI. Dato un punto (PP 1 ) fuori della curva (ACBjA'C'B 1 ), condur da 
quello su questa una tangente# 

Si soddisfarebbe evidentemente a questa ricerca conducendo dalle projezioni 
del punto su quelle della curva due tangenti che sarebbero le projezioni delia laogente 
cercata. E per condurre quelle due tangenti applicar si potrebbero i metodi che dal- 
la Geometria e dall’ Analisi abbiamo appresi in addietro Ma quando o non si voglia, 
o non si possa far caso di questi metodi , eccone uuo puramente grafico , ma che pei* 
gli usi della Geometria descrittiva è sufficiente. 

Si prenda sulla projezione orizzontale ACB della curva dala una serie di punti a, 
a 1 , a n , ec. ; si conducano ai medesimi le respettive tangenti; sulle tangenti le nor- 
mali ab f a'b'f ec., e su di queste da P le normali P b, P6 , ,PA n , ec. Per i pun- 

ti 5,5' ,5 M , ec. si faccia passare la curva 66'b^ec. (1013), e al punto C, ove questa 
taglia l’altra, si conduca da P la retta PC. Questa come tutte le altre condotte da P 
sulla curva bb'&'e c. sarà ad angolo retto con la normale al punto C della curva ACB, 
quindi sarà tangente in C (934) , e C sarà la projezione orizzontale del putito di 
contatto cercalo. Quanto alla verticale si sa che deve trovarsi in nn punto di CC r 
Dormale ad MN (1168.1°), e nel tempo stesso in un punto della curva A , C , B f ; sa- 
rà dunque nel comune incontro C 1 , e P’C* darà la projezione verticale della tangen- 
te richiesta , come PC dà l’orizzontale. Alla curva bb'b n e c. si dà il nomedi curva 
degli errori , ossia curva delle false posizioni (469) in quanto che le rette P b t 
WJPb", ec. sono come altrettante situazioni che in certo modo falsamente si attri- 
buiscono alla retta cercata, e che col mezzo indicato portano poi a trovarne la vera. 

250 1193. XXII. Sopra una curva (ACB, A'C'B 1 ), condurre uua laugente parallela 
ad una retta (PQ, P'Q 1 ) data nel piano della curva. 
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Ài punti à , ec. presi lungo la curva ÀCB si conducano le tangenti ab y F.250 

tutte eguali fra loro, e dilette in un medesimo senso. Da b , b\b'\* c. 
si abbassino le bd , Vd\ b n d'\ ec. parallele alla projezione PQ «Iella vetta data e 
parimente eguali ira loro. Si descriva la curva che passa per i punti d , d ' , «2") Ce.; 
e dal punto C, ove questa taglia P altra , si conduca CT parallela a PQ. E chiaro che 
la projezione orizzontale della tangente cercata dovrà trovarsi fra le parallele bd , 

V d' yb" d XÌ ) ec. Ma non può trovarsi fra quelle òhe Mdouo sul ramo interiore Cd x,i d ,v 
della nuova curva, perchè queste son visibilmente secauti della Curva Adi; 
hon ira quelle che cadono nelP altro ramo esteriore - y perchè queste non incontrano 
in verun luogo la curva ABC; dunque sarà quella che cade in C, cioè la TC. Avuta 
cosi la projezione orizzontale della tangente cercata , avremo la verticale, elevando 
al sòlito normalmente ad MNla CC' fino all’incontro in C' con la curva A'C'B', e 
conducendo da C f una parallela a P'Q'i 

1194. XXlIl. Data la curva (ABC, A’B'O) e il piano (t)EF'), trovar la loro co- 2S{ 
tnune intersezione. 

Da un punto qualunque G di ABC si conduca GK parallela alla traccia oriz- 
zontale DE, eGG' normale ad MN. Inoltre da K e K 1 si conducano KK', K'G' P u* 
na normale, l’altra parallela ad MN. Sarà (GKK 1 ) uti piano Verticale che interse- 
cherà lungo la retta (KG, K'G 1 ) il piano dato (DEF 1 ) (1177), e conterrà di più la 
normale (G, G 1 ^) elevata sul punto G del piano orizzontale. Or quésta si trova al- 
tresì nella superfìcie projctlaute Verticale della curva «lata (1097) : dunque (GG 1 ) è 
Un punto d’incontro fra il piano dato e la detta superficie projetlante, e G* ne è la 
projezione verticale, come G l’orizzontale. Nel modo stesso potremo aver tutti gli 
altri punti dell’ intersezióne del piano còlla superficie projeltante, e le loro projezioni 
Verticali , che formeranno sul piano verticale una cut’va, la quale supporremo rap- 
presentata da D'G'L 1 . Sarà dunque (ABC* D'G'L 1 ) la curva prodotta dalla suddet- 
ta intersezione del piano colla superficie projeltante, o la curvi dei puliti comuni 
alla superficie ed al piano. Ma questa superficie contiene altresì 1 punti della curva 
data (1097), e perciò anche i punti cercati, e questi debbon di lor natura esser co- 
muni anche al piano , e perciò alla curva (ÀBC, D'G'L 1 ); resteranno dunque de- 
terminati dall’ intersezioue della curva data con la curva (ÀBC, G'D'L 1 ), o da quel- 
le delle loto projezioni. 

1195* XXIV. Petun punto dato Condurre un piano notmale ad una curva data. 

Presa sulla curva data una serie di punti , e da ciascun di essi condotta una 
tangente, si larnnno passare per il punto dato dei piani normali ad esse tangenti 
(1 182), e si determineranno le intersezioni (118(). Ne risulterà una curva j c quelli 
Ira i piani normali che passeranno per i punti ove ess i taglia la data , soddisfa- 
ranno evidentemente alla condizione richiesti». 

Il 96. XX V. Data una sfera e«l uù piano secante, determinare il circolo della 
sezione. 

Le projezioni orizzontali e vellicali della sfera sono le basi di due cilindri 
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circoscritti , che han per cenili le projezioni «lei centro della sfera. Determinati 
dunque (pici centri (536), avremo quello della sfera (1166). Da questo si condur- 
rà una perpendicolare sul piano secante (M8l), esi determinerà il puntoove essa 
lo incontra (ivi), che sarà il centro del circolo cercato (696 ). Costruito in seguito 
nn triangolo rettangolo che abbia il raggio della slera per ipotenusa , e per uno dei 
cateti la predetta normale, l’ altro cateto sarà il raggio della sezione. Se poi occorres- 
se averne le proiezioni effettive, si cercheranno le inclinazioni 0, 0' del piano secan- 
te coi piani orizzontale e verticale (1189); e supposto r il raggio della sezione, 
trovati) come si è detto, si costruiranno l'ellissi delle equazioni ^*=Ecos a 0(2rx — x a ), 
j a =cos 1 0'(2#*x — x 1 ) (1065. IV°), assumendo per centri le projezioni già trovate 
del centro del circolo cercato, e diligendo gli assi delle ascisse parallelamente alle 
tracce del piano secante. Queste curve cosi descritte saranno le projezioni cercale. 

1197. XXVI. Trovare il centro e il raggio di una sfera che passa per quattro 
punti noti. 

Si uniranno con rette il primo punto col secondo, il secondo col terzo, il ter- 
zo co! quarto (1 172). Sulla metà di ciascuna di queste tre rette si alzerà un piano 
normale (1182), si determinerà l’intersezione del primo di questi col secondo , e 
del secondo col terzo (1177): il ponto ove queste due intersezioni concorreranno, 
sarà il centro cercato. Infatti le rette che uniscono t punii dati son corde della sfe- 
ra ; dunque i piani alzati normalmente sulle loro metà contengono i raggi normali 
alle medesime ( 522) j passano perciò lutti per il centro, che essendo quindi co- 
mune ai tre piani deve combinarsi nel concorso di due delle loro intersezioni. Tro- 
vatp il centro., si unirà con uno dei punii dati (1 172), e si avrà il raggio. 

1198. XXVII. Trovar l’intersezione di due sfere date. 

Sappiamo (1 163) che questa sezione dovrà essere un circolo, il cui piano sarà 
normale alla linea dei centri ( 696), il raggio corrisponderà alla perpendicolare ca- 
lata dal vertice del triangolo, che ba per base la linea dei centri e per lati i raggi 
delle due sfere, ed il centro eaderà sull’incontro della perpendicolare con la base# 
F. 252 Sia ACB questo triangolo, CD la perpendicolare, ed AD, DB i due segmenti. Sie- 
no inoltre 0, 6' le inclinazioni della linea dei centri coi due piani di projezioue 
(M73). Saranno 90°— 0, 90 rt — 0 f quelle dei piani medesimi col piano della sezione. 
Avremo dunque le projezioni di questa sezione costruendo l’ ellissi delle equazioni 
^•*rrsen*0( 2xXCD — x 4 ), y *=sew*0 , (2xXCD— >x*) , dirigendone 1’ asse mag- 
giore normalmente alle projezioni di AB(1 182), e fissandone il centro lungo queste 
projezioni ad una distanza da quelle del centro A, corrispondente ad ADcos0 per 
l’una, ed ADcojO 1 per l’altra (846). 

1199. XXVIII. Trovare i punti comuni a Ire sfere, che s’intersecano Ira di loro. 

Costruite nel modo precedente le sezioni della prima con la seconda, della se- 
conda con la terza; i punti comuni a qttcsLc sezioni saranno i cercati. 

1200. XXIX. Condurre un piano tangente ad una sfera in un punto dato. 
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Si condurrà un raggio al plinto dato (i !?2); all’ estremità del raggio si aliterà 
Un piano normale (< *82), che sarà il piano richiesto. 

420l. XXX. Data una slera ed una retta fuori di essa, condurre per la retta 
Un piano tangeule alla sfera. 

Per il centro della sfera si farà passare un piano nortnalealla retta data (1 <82)* 
si descriverà la sezione della sfera e del piano (< <96), si determinerà l’Incontro del 
piano con la retta (t <8*)* e da questo si condurrà una tangente sulla sezione (< <92). 

Per questa tangente e per la retta data si farà passare un piano (USO), che sarà 
tangente alla sfera. 

<202. XXXI. Condurre un piano Ungente atre sfere date di raggi ineguali. F. 253 

Per semplici zzare questo problema prenderemo per piano orizzontale quello 
che passa per i centri delle tre sfere. •Sieno frattanto FHO, KLM, 1GP i tre circoli 
massimi , sezioni respetti ve delle tre slere e del piano. Si conducano HS, OQ tan- 
genti comuni 1’ una alla prima e seconda sezione (777.11), l’altra alla prima e alla 
terza: l’ una e l’ altra si prolunghino fino ai loro incontri in S, Q coi prolungamenti 
delle linee dei centri AB, AC. Su queste linee dai contatti H, O si abbassino le nor- 
mali HI, OR, che prolungate si suppongano concorrere in T. E visibile <°. che se 
si facciati girare i triangoli HIS, ORQ intorno ai lati IS, RQ nasceranno due coni 
retti (762 ) circoscritti , e quindi taugenli alle sfere; 2°. che questi coni avranno 
per br si 1 circoli descritti dalle ordinate HI, OR ; 3°. che i piani di queste basi 
saranno normali al piano orizzontale , ed avranno per tracce orizzontali le retUf 
HT, OT ; 4°. che il punto T comune alle due ì i acee sarà la projezione orizzontale 
del punto comune alle circonferenze delle due basi; 5°. che l’altezza della proie- 
zione verticale di questo punto al di sopra del piano orizzontale, sarà l’ordiuaat 
corrispondente all’ .‘scissa AT. Col mezzo di queste due projezioui avremo dunque 
il punto d' intersezione delle due basi dei coni , ed unito questo punto con S, Q 
(H72) avremo dui rette , l’una delle quali appartenendo ad un cono, l’altra all’ 
altro, saranno tangenti quella alla prima e seconda sfera, questa all i prima e terza, 
e fatto passare un piano per ambedue (<<80), questo sara tangente alle tre si ere. 

<203. La posizione assegnata ad arbitrio nell’ ultimo problema al piano oriz- 
zontale, e che ha contribuito a dar la maggior possibile semplicità alla soluzione 
del medesimo, avrebbe egualmente rese più semplici quelle di molli altri dei pro- 
blemi passali. Or questo arbitrio è quasi sempre lecito in pratica , e si rende poi 
indispensabile quando si tratti di superficie di un genere più elevalo, rapporto al* 
le quali le costruzioni riescirebber complicatissime, quando non fosse libera la 
scelta della posizione dei piani di projezione. Conforme alla protesta già latta ( i 16 5), 
noi non c’inoltreremo in queste ricerche, che ci porterebbero ad oltrepassar di trop- 
po i limiti prescritti dalla natura e dall’ oggetto di questi elementi. Non possiamo 
però dispensarci dal dare almeno un accenno della maniera , con la quale si può 
rappresentare col metodo «Ielle prò jez. ioni una superficie «> conoidale, o cilindrica, 
o di rivoluzione, formata dal movimento di una linea generatrice costante o iti* 
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fiabile lungo una direttrice (Hl9). È chiaro ché questa superfìcie è data, tostocfìè 
data è la direttrice , data la legge del movimento della linea generatrice, celata 
la forma di questa linea, e di più le condizioni di variabilità di e&Sa forma, quan- 
do si supponga variabile. Quindi per rappresentarla convenientemente sui piaui di 
proiezione basterà i & . descrivervi le curve di projezione della direttrice; 2°. ad o- 4 
gni pillilo o pel maggior numero possibile di putiti di queste curve segnar le corri- 
spondenti projezioni della generatrice, secondo le posizioni e forme che in quei 
punti corrisponderanno alle leggi del suo movimento e delle sue variazioni^ È fa- 
cile comprendere come in tal modo si avranno quanti punti si vorrà della super- 
fìcie da rappresentarsi , e che le projezioni delle diverse posizioni della generatrice 
avranno forme particolari, le quali manifesteranno assai chiaramente quella della 
superficie generata. I Giovani che vorran più oltre avanzarsi in questo importante 
ramo di scienza, avran luogo di ben conoscere come questo sistema si adatta a tut- 
te le operazioni possibili, e gode egualmente chei precedenti del prezioso vantaggio 
di porger l' imagi ue di ciò che vuoisi rappresentare. 



1SF1HITI E F1HITESIM I 

i 2c>4* Intendiamo per quantità infinite e per quantità in- 
Jìtiilcsime quelle la cui grandezza o piccolezza eccede qualun- 
que valore che lor si volesse o si potesse assegnare. Esse sono 
quell'estremo limite a cui le quantità ognor crescenti o decre- 
scenti tendono continuameli te, senza poter mai raggiungerlo e 
tnolto meno oltrepassarlo. Cosi sarebbe infinito l’ultimo termine 
della serie crescente t, 2,3, ec. , ed infinitesimo l’ultimo della de* 
crescente 1, j,ec. In generale è infinitesimo un rotto che 
abbia un denominatore infinito , poiché diminuendo il valor del 
rotto a misura cbe cresce quello del denominatore ( 5 o ) , quan* 
do questo ecceda qualunque grandezza assegnabile e divenga in- 
finito, l’alti'o dovrà trovarsi inferiore a qualunque piccolezza 
assegnabile e divenire infinitesimo. Per 1 ’ opposta ragione sarà in» 
finito un rotto che abbia un denominatore infinitesimo, mollo 
più poi se lo avrà nullo. 

I2o5. Son del pari infiniti di numero i punti che distinti 
di luogo gli uni dagli altri possou seguarsi sopra una linea o 
retta o Curva, la quale perciò o piccola o grande cbe sia, potrà 
riguardarsi come l’ aggregato di un numero infinito di punti. So- 
no infinite di numero le linee che l’uue consecutivamente all’ 
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nitro posson segnarsi sopra Una superficie, la quale perciò sarà 
come l’aggregato di un numero infinito di linee. Sono infinite 
le sezioni parallele, che posso il praticarsi in un solido, che sa- 
rà dunque come 1’ aggregato lutale delle superficie di tutte le 
sezioni. Quindi il punto sarà l’infinitesima parte della linea, 
la linea l’ infinitesima parte della superficie, e questa l’ infinite- 
sima parte del solido. 

1 2 0(i. Per esprimere o rappresentare l’infinito si usa il se- 
gno o il carattere oo . In rigore però questo segno non rappre- 
senta che l’ infinito assoluto, o V infinito unità, limite superio- 
re della serie dei numeri ì, 2,3, ec; essendo chiaro che quel- 
lo della serie m, im, 3 m, ec. dovrà rappresentarsi con oo m, e- 
6pressione equivalente all’infinito unità preso un numero m di 

volte, o moltiplicato per m. Medesimamente il segno -^espri- 
me l’ infinitesimo assoluto o l’ infinitesimo unità, limite inferio- 
re della serie i, i, j, ecj mentre quello della serie ni, \m, 

jm, ec., sarà espresso da — , cioè dal prodotto di — per m. 

Ingenerale il limite, sia infinito sia infinitesimo, di due serie 
differenti non può esser lo stesso) come all’opposto, per dirlo 
qui di passaggio, una stessa serie non può aver due differenti li- 
miti , poiché per raggiungere il maggiore dovrebbe oltrepassare 
il minore , il quale non ne sarebbe adunque più il limite, con- 
forme non lo sarebbe il maggiore, se la serie dovesse arrestarsi, 
come a suo limite, al minore. Perciò se due serie sono eguali, 
eguali dovranno esser pure i loro limiti. 

1207. Come l’espressione oem significa l’infinito presom 
volte, o il prodotto dell’infinito per m, così oo a , a> 3 , oo m si- 
gnificano i prodotti di due, di tre, di m infiniti, o ilimiti re- 
spettivi delle serie 1 1 , 2*, 3 2 , ec., 1 3 , 2 3 , 3 3 ,ec., i m , 2 m , i m , ec., 
e secondo la qualità del loro esponente si chiamano infiniti del 

secondo , del terzo , dell ’ m iimn ordine. Del pari — , — — 

sono infinitesimi del secondo , del terzo , deli rn 3,mo ordine, o 
i prodotti di due, di tre, di m infinitesimi. Questi ordini, tanto 
deli’ Un genere quauto dell’altro, souo infiniti di numero) perciò 
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lo zero non è il vero limite inferiore delle qiiantitk finite , men- 
tre tra quello e queste esistono un’ infinità d’ ordini infinitesimo 
1208. Frattanto è chiaro che vi vuole un’ infinità d’ infiniti 
d’un ordine inferiore pier formare un infinito d’ordiue imrne^ 
diatamente superiore, come vi vuole un’infinità d’infinitesimi 
d’ ordine superiore per formare un infinitesimo d'ordine imme- 
diatamente inferiore. Infatti qb "■+■'= oc « X Q° , c — ~ X *• 



Quindi le quantità infinite d' un ordine qualunque sono infini- 
tamente più grandi di quelle dell’ordine precedente, e infini- 
tamente più piccole di quelle dell’ordine susseguente, rapporto 
alle quali son dunque infinitesime. All’opposto le quantità infi- 
nitesime d’ un ordine qualunque sono infinitamente più piccole 
di quelle dell’ ordine precedente , e infinitamente più grandi del 
susseguente, rapporto alle quali sono infinite. Così le quantità 
finite sono infinitesime relativamente alle infinite di prim’ordine y 
e infinite relativamente alle infinitesime pur di prim’ ordine. 
Peraltro sì gl’infiniti che gl’ infinitesimi d’un ordine stesso hanno 
fra loro dei rapporti finiti al pari delle quantità finite; infatti 

. t b . 

06" :a 06" :: 1 : a; ed — : — :: 1 : b . 

oc* 00 n 



1209. Le quantità poste in calcolo dall’ Algebra ordinaria, 
essendo supposte sempre finite, e perciò sostanzialmente diffe- 
renti dalle infinite e infinitesime, ne segue chei principj ammes- 
si per quelle saranno, almeno in qualche parte, insudicienti per 
queste, e l’intervento degl’infiniti o degl’ infinitesimi in una e- 
quazione esigerà nuovi canoni , senza i quali non saremo certi 
di giungere a risullamenti esatti e rigorosi. Il che quanto sia ve- 
ro chiaramente apparirà dagli esempi seguenti. 

333 

I. Sia la progressione geometrica decrescente — , — , — e. 
continuata fino all’infinito, e voglia tutta sommarsi Avremo 



( 3 7 2 ) a=~, t 7= ±, oc , ed s=a(^y -[ ( ■ - ~) . 

mentre , come è già noto ( qo ), dovrebbe àversi j=y. 

II. Posti a, b due archi qualunque , abbiamo dalla trigo- 

. scn(a-\-h) tanga-\-tanab 

Oometna (800.1 io ) — — r, = — 2 — Sia frattanto a=qo y 

' sena — 0) tati g a — langb 
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a v remo (792 5(.") sen[a-‘rb)=cosb, sen[a — F)^=cosb, t tinga — co 



(7 Si. 4°); d’onde 1— 



2 tannò . , ,. 

iH - — -, m luogo di 1=1. 

ao — tango 



op—tangb „ 

III. Dal vertice A de)!’ iperbola AMQsi conduca AS nor- F .(89 
male all’asse AN, prolungandola fino all’incontroin S con latan- 
gente TM. I triangoli TAS, TPM daranno TP :AT ::PM : AS , 

ossia (986)" 



: a ^::±V^a>y.AS=bV X ~- Se si 



supponga x infinita, e che per conseguenza la tangente M V si 
converta nell’asintoto CR (988), avremo AS=£<J/ > mentre 



sappiamo che deve aversi semplicemente A S=b (iVt). 

IV. Nell’ istessa iperbola abbiamo AT— a — — (986). Sup- 
posta x== 00, si sa che deve risultarne AT=AC=<* (988), e frat- 
tanto l’equazione darebbe AT=a . 

i-zio. Or questi esempj, come moltissimi altri che potrem- 
mo nel modo stesso esibire, inducono a concludere i°. che i 
risultamenti ottenuti con le regole ordinarie dell’Algebra, e nei 
quali si trovano termini di valore finito congiunti a termini di 
valore infinito o infinitesimo, sono erronei; a 0 , che per ridur- 
li al loro giusto valore bisogna eliminare tutti gli infinite- 
simi che si trovano di seguito alle quantità finite , e le fi - 
ni/e che si trovano di seguilo alle infinite : o in altro modo, 
ponviene istituire delle particolari equazioni tra le quantità 
finite nel primo caso , e tra le infinite nel secondo. Appli- 
cando infatti questo principio agli addotti esempj , tutti i risul- 
tamenti divengon subito esatti, 

iati. Stabiliremo perciò in generale ehe se si abbia l’equa- 
zione a-4-«=ò, nella quale a, b sieno quantità finite ed a infi- 
nitesima , dovrà supporsi a—b', lo stesso si dica se a , b sieno 
quantità infinite ed et. finita , o se quelle fossero infittite di un 
ordine superiore , questa di un inferiore, o se quelle fossero in- 
finitesime di un ordine inferiore, questa di un superiore; poi- 
ché in ciascuno di questi casi « sarebbe sempre infinitesima rap- 
porto ad a , b (1208). Si avverta però ehe la soppressione dello 
quantità finite di faccia alle ilifinite nou deve aver luogo quando 
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sì l'une che P altre facciati parto di un esponente : cosi q n n 
piò ridursi a q** ; perchè in tal caso l’ unità aggiunta all’ infini- 
to non indica somma, ma prodotto, e si ha q a>+ '—q a> y t q ) e- 
tprcssion ben differente da q 00 (iao5). 

1212. Questa celebre regola è conosciuta tra gli Analisti col 
nome di principio infinitesimale. La sua verità ed inconcussa 
sussistenza non è per vero dire qui dimostrata col più comple- 
to rigore; essendoché dati non le abbiamo in appoggio che e- 
sempj e fatti particolari, i quali comunque numerosi e di una 
forza, quasi diremo, irresistibile, atti non sono a indur nell’a- 
nimo un pieno ed intero convincimento. Invano però se ne cer- 
cherebbe una prova regolaree diretta; ed inutili sono stati fin- 
quì , e forse sempre saranno gli sforzi tutti dei Geometri a que- 
sto riguardo. Molti han creduto che l’ immensa sproporzione che 
passa fra le quantità finite, e l’ infinitesime dia un sufficien- 
te diritto di riguardar queste come nulle in confronto di quel- 
le; ma tale antigeometrica opinione, che tenderebbe a confon. 
dere l’una con l’altra le due nozioni inconciliabili dell’appros- 
simazione comunque somma, e dell' assoluto rigore, è con ogni 
ragione oggimai riprovata. Procederemo per altro sempre sul si- 
curo, se nell’attuale stato della scienza, ci limiteremo a riguar- 
dare il principio infinitesimale non altrimenti, che come un pre- 
zioso compenso spontaneamente indicato da una folla di fatti a. 
nalitici, mediante il quale le leggi esclusivamente stabilite per il 
calcolo delle quantità finite potranno senza errore applicarsi an- 
che ai casi, che con quelle miste si trovino in una stessa equa- 
zione quantità infinitesime. A toglier poi ogni ragionevole dub- 
bio che il principio sia in se medesimo irrefragabile , o che al- 
meno tenga luogo e faccia misteriosamente le veci di qualche al- 
tro principio più rigoroso, ma uun ancor disvelato, giovi sape- 
re, che severissime e sommamente moltiplicate prove ne han- 
no finora in mille e mille guise tentata e sperimentala la bon- 
tà , ed a lune ha sempre in modo mirabile corrisposto. Quanto 
c la Sintesi antica, eia moderna Analisi hanno in sé di pia cer- 
to, tutto mirabilmente concorda con ciò che si ottiene appli- 
cando alle ricerche il principio infinitesimale ; Con la dille- 
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ronza clic questo con incredibile speditezza e semplicità condu- 
ce alle soluzioni stesse, a cui gli altri metodi non guidano che per 
vie scabrose ed intrigatissime; e al punto ove questi, esaurita o- 
gni lor possa, si arrestano, quello vigorosamente si avanza , var- 
cati tutti i confini che per 1’ addietro neppur si osava sperare 
potersi raggiunger giammai. Quindi è che appena accettato e in- 
trodotto, le Matematiche immensamente estesero il loro dominio, 
e in breve tempo giunsero a quel T auge maravigliosa, di cui og- 
gi giorno tanto meritatamente si gloriano. 

Leibnizio , che il primo arricchì 1* Analisi del principio del quale parliamo, 
lo riguardò come assioma, sembrandogli troppo evidente clic due quantità debbano 
prendersi per eguali , allorché la lor differenza è minore di qualunque quantità irti* 
magi nobile ed assegnabile; e poco o niente curando le speciose obiezioni che gli 
venivano opposte, non pensò che a trar partilo dalla prodigiosa fecondità del suo 
fortunato concetto , ed entrar coraggioso nel vasto campo di scoperte,» cui median- 
te il medesimo si era aperta la più facile strada. Eulero che volle poscia ridurlo a 
teorema non fu molto felice nei suoi tentativi; ed anzi che diminuire, piuttosto con- 
tribuì ad accrescere le querele degli oppositori : talché i più insigni fra i susseguen- 
ti Analisti giudicarmi miglior partito di abbandonare il principio infinitesimale, 
e supplire con altri, che fossero maggiormente al coperto dagli attacchi di tulle le 
metafisiche sottigliezze. 11 metodo dei Untiti e quello delle deriva: ioni, a questo pro- 
posito immaginati, l’ uno da D' Alembert, l’altro da fst Grange , riuscirono ap* 
plauditissimi, e lor si applaude tuttora: ma poiché quanto questi superavano l’an- 
tico principio per parte dell’ evidenza geometrica, altrettanto gli cedevano nella 
semplicità e nella facilità delle applicazioni , il canone Leibniziano fu perciò di 
nuovo proposto e raccomandato da quei medesimi che più faticato avevano per farla 
abbandonare. Ciò per altro essi non fecero senza una qualche apparenza di riserva, 
poiché accordarono l’uso libero del principio infinitesimale nelle Matematiche ap- 
plicate alla Fisica , ove la natura delle ricerche comporti l’omissione delle quanti- 
tà sommamente piccole, non che delle infinitesime; concessero poi che si adoprast 
se nelle Matematiche astratte , ma come semplice strumento atto a semplici zzare le 
opcrizioni ; premurosamente avvertendo di non tenerlo, quale infatti non è, come 
principio abbastanza ancor dimostrato; d’onde troppo chiaro si scorge che inter- 
namente lo avevano essi stessi per vero , che ne sentivano tutto il bisogno, e che 
in modo alcuno piegai* si sapevano a denotare come pericoloso e contrario al vero 
spirito della scienza un canone , a cui la scienza stessa va interamente debitrice dei 
suoi portentosi progressi, e dell’ attuile sua gloria. 

Ciò valse intanto a richiamare alcun poco in onore ed in uso il principio de- 
gl’ infinitesimi , che poco avanti si teneva dai più come iueuiissiLiluieule prò- 
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scritto; quantunque per «litro aneli» i suoi piu caldi oppugnatori, costretti dalla 
necessità, non si astenessero essi pure dai prevalersene; di che non manchereb- 
beco molti esenipj da addurre. Ed a questa sua reintegrazione non poco contri- 
buirono i clamori che già da più parti sorgevano, e contro il fondo del melo*» 
do dei limili , e contro la somma difficoltà di applicare ai casi pratici quello 
delle derivazioni. Generalmente però non vuoisi ancora riguardare questo si con* 
traverso principio come privo d’erroneità; si tiene bensì che l’errore non scenda io 
modo alcuno fino agli ultimi risujtamenti. Divise son poi le opinioni circa il mo- 
do di conciliare una si patente incongruenza. Alcuni considerano 11 fatto come 
conseguenza di un’ occulti compensazione d’errori; altri ritrovano negl’ infinite* 
sinii (piantila d’indole estranea alia questione , che il calcolo ammette in forma di 
semplici ausiliario, e come tali debbon dunque escludersi dalla soluzione, onde 
questa si riduce ai suoi veri termini , ed alla sua rigorosa esattezza. Altri osservano 
che 1* effettiva e pratica espulsione degli infinitesimi non ha poi luogo se non nella 
ricerca di quei rapporti che possono in egual modo esser dati dalle sole quantità 
residuali , come dalle funzioni intatte e complete. Altri infine si avvisano che la di* 
versila dei canoni Leibniziano e Lagrangiauo noti derivi se non dalle viziose defi* 
nizioni, rettificate le quali i due principi si affratellano, e non ne fanno che un so- 
lo. Presso che tutti però mancano di generalità nelle prove dei loro assunti, e invi- 
luppano i raziocinj in uua Metafisica anche più oscura ed inintelligibile del mistero 
stesso che prendono a decifrare. Quindi noti è maraviglia se la disputa rimane 
tuttora indecisa , e se anzi ogni di si rinnova ; o se per dir meglio, ogni di più si 
rinnovano gli sforzi diretti a portare, se è possibile, in piena evidenza, e a far 
trionfare una regola che a verun patto nè vuoisi, nè devesi abbandonare. 

Frattanto i più moderni compilatori di Elementi , facendosi, come giusto è, il 
più severo e scrupoloso dovere di escluderne tutto ciò che seco non ha l’ impronta 
di verità rigorosamente conclusa , han dovuto invertire 1’ esposizione del Calcolo 
differenziale. Vi s’introducono preponendo la teoria dei limiti, o l’altra delle deri- 
vazioni, e da queste unicamente traggono non solo i dogmi principali , ma le frasi 
ancora e il linguaggio che impiegano negli enunciati. Non fanno poi che poche o 
brevi parole del principio infinitesimale, ed in forma soltanto come di storica ap- 
pendice; senza però maucare di esdtarne la semplicità , e dargli quindi sugli altri 
negli usi ordinarie molto più nei casi maggiormente complicati, la preferenza. Noi 
non abbiam credulo dovere in tutto uniformarci a questo partito; sembrandoci piùa 
proposito che U Giovane, anzi che ad un frasario e a dei modi che appena appresi 
dovrà poi abbandonare, si abitui di buonora e sul bel principio a quelli, dei 
quali in seguito dovrà perpetuamente far uso , e che usati truverà da Inai i Qas* 
*ici insigni. 
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• 9 .* 

DEL CALCOLO DIFFERENZIALE ED INTEGRALE 



Fondamenti di questi Calcoli 

I2i3. Xjc quantità si dividono in costanti ed in variabi- 
li : le costanti, che sogliono indicarsi con le prime lettere a,b, c, 
cc. non crescono nè scemano ; le variabili , che si esprimono con 
l’ultiine x, y, z, ec., crescono o scemano continuamente. Cosi 
il diametro del circolo, gli assi, i parametri delle curve sono 
quantità costanti, mentre le ascisse, le ordinate, le tangenti so- 
no quantità variabili. La porzione di cui una variabile x o y 
cresce o scema , si esprime con -*-dx. se è finita , con -+-d.c 
-*~dy se è infinitesima, e si chiama nel i°. caso differenza fi- 
nita, nel 2 °. differenza infinitesima, o semplicemente diffe- 
renziale ; avendo luogo il H- se la variabile cresce, il — se sce- 
ma. Dunque do d non sono quantità, ma semplicemente segni 
con cui s’indica il cangiamento finito o infinitesimo della varia- 
bile. E generalmente dc-(.r), of(x,y), d}{x), df{x,y), ec. rap- 
presentano, secondo il seguo do d, la differenza finita o infini- 
tesima di una funzione p di x,o di una funzione f di x c di y, 
ec. ; intendendosi per funzione di x, odia; edi^y, ec. un’espres- 
sione comunque composta di queste variabili e di costanti ( 1 45). 

12 14- Sia la curva CMH dell’ equazione y=<p(x), e con le 
coordinate AB«=x, AD=x*, AF=x M , ec. , RC— _y , D K-=y', 
FG=sy M , ec. ; sarà Bl)=dx, DF=dx f , ec., E a=dy, Gb=dy', 
ce. Avremo dunque AD=x'™ x-f-Ox, DE=y'—y-+-dy, ec. , e 
di qui d.r=x' — x, <ìy=—y — y, ec., onde i°, sottraendo dalla 
variabile cangiata il suo valore primitivo , ne risulta quello 
della sua differenza, principio beu chiaro. 

ì 2 1 5. Sarà inoltre j , ‘=p(x l ), cioè y-y<ìy=f(x- l-5x). Ma 
y— ?(•*), dy— dy(x), dunque dy(x);=y(x-*-dx) — ’fx) ; perciò 

T IL \ ò 
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a®, per avere la di ff’erenza dì una funzione ad una sola va-’ 
riabile x, basta sostituirvi x-f-ox in luogo di x, e toglierne in 
seguito la funzione primitiva. 

12 iti. Che se la funzione sia di più variabili , e si abbia 
y = °'p(.a, x, z, ec.), quantunque il cangiamento d’una sola va- 
riabile ne produca sempre usto nella fuuzione , il cangiamento 
totale della funzione, o il suo passaggio da y ad y\ dov rà neces- 
sariamente dipendere da quello di tutte le variabili insieme; a- 
vremo in conseguenza x , z\ ec ), cioè u, 

x. z , ec.)-t-op(u , x, z , ec.)=p(u- 4 -da, x-t-dx, z-f-dz, ec.), e 
o fu, x,z, ec.)= 3 (u-+-du, x-+-ox, z-l-dz, ec.) — f(n, x, z, ec.); 
di qui 3 °. la differenza totale di una funzione a piìi variabi- 
li si ottiene aumentando ciascuna di esse della sua differen- 
za particolare , e sottraendo in seguito la funzione primitiva 

1317. Dunque dfj'-^r l -t-j^ M -l-eo.)===^-+-d^-+-y l -;-ò^ l -f-, . 
j)' ,l -f-dj^ , '-+-ec. — ec.)= cy-(-Oy , -+-d^ l, -t-ec. ; cioè 
q°. la differenza della somma di più ! unzioni, o termini va- 
riabili eguaglia la somma delle lor differenze. Si noti che se 
sia y==a costante, ne saia nulla di sua natura la differenza. A- 
yreuio quindi dy~o, e ò(a-+-^ , -t-^ M -t-ec )=òj l -(-cy ,, -t-ic. ; d’ 
onde si deduce, che re alla somma di più termini o funzioni 
variabili vada unito qualche termine costante , di questo non 
resterà traccia alcuna nella dijj erenza totale , osservazione di 
gran rilevanza. 

Frattanto poiché x'^x-i-àx , y l —y sarà 0x’— * 

d(x-t-dx)‘=“d.*H-ddx, e d^ — d> jr-t-ty ) =q^-(-dqy. Or 1 ’ espres- 
sioni dox, ody, che sogliono ancora scriversi d*x, 0 3 y, si chia-t 
mano differenze seconde : d ! x> d 3 jr sarebbero le terze , re. ; ove 
si osservi, che d a x è molto diverso da 0x J , perchè d 3 x è la se-, 
conda differenza di x, mentre dx* è il quadralo della prima < x. 
Ordinariamente, quando y^**fx ) , una delle diff ren/.e prime 
dx, dj- si riguarda come costante, supponendo per esempio BD=^> 

F 2t7. dx-=DF==FI ; ma non potranno mai farsi costanti ambedue, 
poiché allora sarebbe il triangolo C<iE— E6G, e la curva CG si 
convertirebbe in una retta. 

yzi 8. Infine sia IH— j'jFG— y, DE— 'y, BC— ri y, ec. , 
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premettendo l’ accento per indicare il regresso delle ordinale al- F.2i7. 
J' indietro : avremoHe=''y, E a=à m jr, re., onda y — 

<>y=y, y~* 5’y=V» V — 3 l, y=» l, y,ec., e perciò ^y v r 
^•y^yv'j— òy-t-d , y-hd ,, y-i-"y-Hec. =3(y-+- i y-i- ,, y 

-l-ec.)- 4 -(")jp (1 a i 7 ) ; dal che si rileva 5° che supponendo 
(*y=o, cioè nullo il primo termine della serie costituita dai 
differenti valori di y , ciascun termine di questa serie , o in 
generale una funzione qualunque di y, è sempre la differenza 
della somma dei termini che la precedono. Dunque lo spazio 
Hi, r arco HA, ec. tutte funzioni di y, come vedremo, sou la dif- 
ferenza della somma degli spazj Gl, RF, ec.,o degli archi GH, 

KG, ec. , ovvero di uno spazio qualunque CI, o di qualunque 
arco CH, ec. 

1219 » Di questi teoremi che tutti egualmente si avverano 
delle differenze finite e dell’ infinitesime, il 3°. e 4 °- formano il 
principal fondamento del Calcolo differenziale , che ha per og- 
getto di determinare nei diversi casi particolari il valore assolu- 
to della differenza di una funzione , se si tratti di differenze fi- 
nite; o il rapporto della differenza della funzione a quella della 
variabile, se si tratti di differenze infinitesime: il 5 U . può dirsi 
la base del Calcolo integrale , in cui cercasi o la funzione, d’on- 
de deriva una differenza data , o il rapporto della funzione alla 
variabile, quando è dato quello delle lor differenze. Nel seguito 
s’ intenderanno meglio queste definizioni. Intanto nel dar le re- 
gole dei due Calcoli suppuri etno le variabili sempre crescenti, 
e quindi positive le differenze (tai3), quando altro non si av- 
verta in contrario. 

Prime regole dei due Calcoli 

12 "O. Ripresa la formula y=o[x') (taiif)» « cangiatavi 
x in x+dx ( 121 5), si sviluppi in serie ordinala per- 

le potenze di 5x, ponendo col solito metodo ( 42 i)c(x-t- 3 x)= 
P-hy/òx-h-Box^-hC-ìx^-hcc. I coefficieuti P, A ,B, C, ec do- 
vranno esser funzioni della sola x, senza contener 3x, da cui ta- 
ra 11 perciò indipendenti (ma"). Inoltre sarà P=s(x) (436.3*). 
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ed in conseguenza ®(x-4-dx) — p(x)=( i 2 1 5 )ds(x}-— v/dx-t- . . , 
2 ?dx :l H-{ 7 dx 3 -t-ec., d’ onde, conosciuti diesi abbiano i coeflicien? 
li A,B,C, ec., avremo dunque la differenza finita della funzio- 
ne !p(x) (iai 3 ), o l’aumento o variazione che subisce questa 
funzione , quando x vi si cangi in x-hàx. Dividendo per dx a- 

vremo =A -+-.fl 5 x-l-C 7 dx l -t-ec. , rapporto dell’ aumento del- 

la funzione a quello della variabile. Or qui è da osservarsi clic 
quanto più impiccolisce dx, tanto meno il secondo membro dif- 
ferisce dal suo primo termine A- Dunque A è il limile a cui 

continuamente tende il rapporto * a misura elle dx va im- 
piccolendo , e al quale filialmente perverrebbe, (piando dx, e in 
conseguenza o <p(x) che ne dipende, giunte fossero al massimo 
possibile decremento, ossia quando divenissero infinitesime ( 1 ao4), 
e l’uria si cangiasse in dx l’altra in do(x') (i2t3). Quindi 

tanto , quanto A son limiti del rapporto -|r— , o della serie 

clic ne risulterebbe, dandovi successivamente a dx dei valori sem- 
pre di più in più piccoli in influito. Ma due limiti di una stessa 
serie non possono esser differenti fra loro (iaot>)j potremo dun- 
que stabilire con pieno rigore A~-==j 4 . Si noti che a questa 

medesima equazione ci avrebbe pure condotti il priucipiq 
infinitesimale ; poiché quando dx si considera infinitesima , 

e si cangia il rapporto iu tutto ciò che uel secondo 

. 11 Ox dx 

membro consegue A, riducendosi ad una quantità infinitesima. 
Comecché moltiplicata per l’ infinitesimo de, deve esser tolto 

d* (x ) 

(1210); il che dà immediatamente r ^~ =fA. 

1221. Or poiché, siccome avvertimmo (1219), oggetto u- 
nioo del Calcolo differeuziale è quello di trovare il valore del 

rapporto A~ , tutte le regole che adesso siamo per dare di que- 
sto Calcolo saranno esclusivamente rivolle alla ricerca del valore 
di A. Ma prima di passare ad esporle, noteremo 1 che da 

AA1 =A, traeudosi d^x)~=Adx , sarà dunque sìdx l’espres.- 
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sione generica del differenziale dic(.r)( i 3 1 3),funzione qualunque 
«li j?; a°. clic essendo il coeflicienlc A una funzione di x (i 2 ‘io); 
diversa però da tp{x~), potremo anche rappresentarlo con zfx), 
e il differenziale prenderà allora la forma di dxp^x") ; .1°. ohe 
A t o il suo valore f^x), comecché indipendente da dx (ùv) , 
è sempre una quantità finita, la quale generalmente suole indicarsi 
col nomedi coefficiente differenziale., neon l’altro di derivata 
prima di y (.%■)• Daremo contoa suo luogo (/p^) di quest’ultima de- 
nominazione, che è in uso da poco tempo e non presso tutti. , 

1323. Frattanto poiché Adx none in .somma che il secon- 
do termine dello sviluppo di y[x- J rdx ') , o per dir meglio, il 
termine ove dr vi è alla prima dimensione, dunque per diffe- 
renziare una qualunque futizione ®(x) di una Variabile x, vi 
si ponga x-t-dx in luogo di x, e sviluppata la nuora funzio- 
ne per le potènze di dx , il secondo termine dello sviluppo ; 
o quello óve dx c alla prima dimensione , sarà il di fferenzia- 
le cercato. Ma questa regola nei diversi valori particolari di ?[X\ 
è riducibile ad una più comoda enunciazione. 

1223. Cominciando dalle funzioni ad una sola variabile e 
monomie, sia in primo luogo p(x)=’±bx ,t ; sarà rs(x -{-dx')^~?ri. 
b{x-\-dxy‘— ( 21 /{) ±bxp±ribx n — l dxAz oc.., dunque dfdzb.i”) 
= ( 1232 ) ±bnx n — 'dx , cioè si differenzia una variabile 
a qualunque grado , diminuendone di un’unità l'esponente, 
e moltiplicandola per il prodotto del suo differenziale nel 
coefficiente e nell’esponente primitivo. Così d{x*y=‘ìxdxf 

<i(3x 5 )=i 5x f, dx ; d ( — 4 -si 6 ) =— 4 af'dx; d( Y 3 a: *)=*<!( 3 T ,r T ) 

=2.3 sx — idx^r—; d{ ~ )—d(x — ')= — x — 2 dx~ — ~ t . 

y9x x , _ 

1234 . Si osservi intanto i°. che essendo d(x n ')^nx n ' dx, 
avremo —bdfr n ')=^rbnx n — 'dx= ( 122.3) d(~tb.r") ; cioè il 
toeffìciente costante della potenza può sempre portarsi fuo-' 
ri del segno differenziale, c reciprocamente. Sarà dunque d(,± 
bx~)—±bdx : perciò 2°. se la potenza è del primo grado, si 
differenzierà sostituendo alla variabile il Suo di fferetnziale. 
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Infine* poiché* dx 

*£! : dun- 



»,fc l t b 

- b X tlx 
ni 



■ * 



nbx’-'dx 



« “ j "• 



m y (J>t ») «p (A-t«) 

que 3°. // differenziale di un radiente del grado m può aver- 
ti anche piti immediatamente, dividendo il differenziale della 
quantità sotto il segno per il prodotto di in nella radice m u ""‘ 
di questa quantità alzata all ’ esponente m— ì . 

iaa5. Sia in secondo luogo f(.r)=£r. Poiché Ux-\-dx) 

— - ìx^i-h^^=* ( 448 . 1 °) Zx-+-^i-i-— y=ix-\-x4 ^~ — • ì 
e*, j ( 4 ói),sarh dunque {ì , t.ii')d(lx')=^~ , se il logarit- 
mo è ordinario; e sf(Zx)*=» seé iperbolico (454)» come sem- 
pre supporremo nel segu’to. Perciò si differenzia un logaritmo 
dividendo per la quantità sotto il segno il suo differenziale. 

Cosi <Z(/x«)= " X ‘ f X - ~ nì f ■ Parimente rZ(/".r)=( 133.1) .... 

nfr—'xd'Jx) •» ~dxlp—'x ; c infine d(llx) = d -^~ = • 

ì isG. Intanto poiché dx=xd' Ix ), e cangiato x in, X fnnr.ionc 
di x, si avrebbe egualmente dX=^JLd{lX), perciò il differen- 
ziale di una variabile , o di una sua qualunque funzione, egua- 
glia il prodotto di essa nel differenziale del suo logaritmo. 

Cosi d{ x m )=sc™d{ lx m ) ^= mX --X^=rnx m — l dx, come trovammo 

(iaa3). Dunque se in ter/.o luogo sia o(x)=a mx , avremo d[a mx ') 
*=-a m *d(la nlz )=^a mz X d ' mxla)=^ma n>x dxla ; e se a si cangi in 
e, numero il cui logaritmo ipeibolico è l’unita ( 46 i ) , sarà 

d(_e mi )=me mi dx. Egualmente d(e e ')—e t d\le e / '=e* X 

X 

d{e T le)~e c e r dx. 

i r 29.q. Debbano in quarto ’nogo differenziarsi senx, e, cosXi 
Poiché le formule del num°. 8 9 . 3°, permutandovi ìj in x,<d 
x in dx, danno sen{x-\-dx)-—senx-\-dxcosx — \dx 7 senx — ec., 
e cos(x+dx) ***-cosx — dxscnx — \dx 7 cosx -Hec.; . ara dunque 
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d(sens )=dxcosx. d(cosx)—~dxSenx. Perciò si ho il dijferrn i 
ziale del seno moltiplicando quello dell' arco per il coseno i 
e il differenziale del coseno moltiplicati do quello dell arco ne- 
gativo p6r il seno. Cosi d(sen ri, x) = mdxsen m — 'xeosx ; .. .. 

d(cosmx)= — mdxsenmx : dCcoslx )— — d(lx)senlx =— senlx. 

X 

] 21S. Ma sia o(x) un prodotto di due o più funzioni Xj 
X\ X ", ec. di x , comunque diverse fra loro. Si avrà (issò) 
d(XX ')=XX 'dUXX 1 ) =(4 4 8. 1 °) Xx'dUX+iX') — o 
X'dX-bXdX'. Si troverebbe egualmente d( XX'X U )~X X" X 
dX-hXX^dX'-hXX'dX 1 ' : onde si differenzia un prodótto 
di più funzioni diverse della stessa variabile, sommando quel- 
li del differenziale di ciascheduna per tutte le altre. Cosi 

d(xlx Y x 3 ) —dxlx Y x*-+- J dxl.rjfx?-\-dx V x 3 : d(e 3r px) — 

3 e' T dxPx-\ — — ; d[ c x sen 2 e x cosx ) ~e r dx sen 3 e T cosx -4- 

- ìe 3x dxsene x cose x cósx—e*dxseri*e I senx=e :r dxsene x ( sene*cosx 
H-a e x còse r cosx — sene r sehx). 

l'jiC). Con ciò si differenziano x T , x** , ec. Infatti d{x T ~)~ 
{ 1 2 9.6) x 1 d{lx x fz=x x d{xlx)=x T {dxlx -\-dx)=x* dx(lx -+- 1 ) : ed 

egualmente d'x^)=x x T d{lx* X ',—x** d(x*lx)=x rX (d(x*)lx 

-hx* d(lx))—x* ( x * dx(lx-\- 1 )lx-{- -* T J*- )~ x** x* dx{Vx- (- 

lx -1- — ). 

X J 



ia3o. Parimente 'Kj^)^f4(l 3 ^,) =^-jd(lX—lX’)= 

,tX XdX> XdX—XdX* 

X “ = fr, > perciò si differenzia Un rotto, pren- 

dendo il prodotto del denominatore per il differenziale del 
numeratóre i sottraendone quello del numeratore per il. dif- 
ferenziale del denominatore , e dividendo il resto per il qua- 
drato del denominatore. Cosi d(^X \ _ 9r = . . . 

\ tx ) 1*3 r 

3x*dx(3l± — t) A r N . /,ad.tl*xV . rs 2 dxPx^ 

— TO— < <, tj )=((— ~ )- - fT > < 6 *= 

d±l * x(6 — lx) js l± v cìx(cns r-f-x/.r *<•«*) • 

Y*y—> d \coXT) xco,*x i che se U ^era- 
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toh* ò costante, sarà dX— o, e basterà allora dividere pei* 
il quadrato del denominatore il prodotto del suo dijj'eren* 

■ i , . 1 dx 

ziale negativo nel numeratore. Cosi a ( — — — come gta 

trovammo (t223), e d(~r )=^=— 7-—. 

N ' lx xl x x 

ia3i. Da ciò, rammentandoci (1227) i°. che disenx')^ 
dxcosx ; 2°. che d(cosx)=— dxsenx , e richiamando inoltre 
le formule del paragr. 787., otterremo 

senx dxcos'x+dxsen’x dx 

3 “. d(tuiiex)=d( — — ) = = =zdx(i-\-lane , x) 

COSX COS X cos*x 

. 4 dx 

4 °. d(cotx') = d =— • • • 

tangx cos'xtang'x 



= — - — ' — = — dx(\-\-coCx) 
sen*x 



5°. d{sccx') = 4- 



cosx 

4 



dxtanex 

— — = dxsccxy (* e c a x— 4 ) 



COSX 

dxcntx 



=: — dxcosccxp^cosec’x— 4) 



6°. d(cosecx)z=^d 

scnx 

7°. d(scn.v.x)= (779)4(4— cosx) = dxsenx^dxy (4 —cos'x) = 4r J/ (4 *-cosx)X 
(4-4 -cosx) =dxy scn.v.x^l-^- sen.v.x') 

8°. d(cos.t>.x)-=== (ivi)d(\ — senx) = — dxcosx dx?(i — sen*x)= 

^-dxy (4 -v*tf/ix)(4-4-.TCfi.r) = — dxy cos.v.x(2—cos.V.x) 

1232. Si rappresenti frattanto con p il seno, o il coseno, 
o la tangente, ec. dell’arco x $ sarà p=senx,=cosx,—tangx, 
ec., e dx sarà il differenziale dell’arco che ha per seno, o per 
coseno, o per tangente, ec , p-, il che si esprime scrivendo com- 
pendiosamente dx=r d. are. senp, = d. are. cosp, ec. Quiudi le 
formule superiori respetti vamcntc daranno 

dsenx dp 



2°. dx— dare -cosp 



3°. rfcr xxd.arc. tangp = 



COSX J/(t- 


-/'■) 


dcosx 


d P 


scnx 


PO-P'I 


dtanex 


dp 


^ t +taug*x 


i +/»’ 


dentx 


dp 


\-\-cot*x 


t-t -p % 


dseex 





dp 



sccxy'fsec'x-*- 0 fV(p’—V 
denseex 

6 . dx—d.arc.cosecpx r— 



d r 



ensrexy (cosec’x—l) p\ Qr — f ) 
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J°. dx=xd.arc.sen.v.p=— 

J/ scn.r. — scn.v.x ) ^ W 1 — P ' 

dcos.v.x dp 

8". dx = d.arc.cos.vpx=^—- T _ -’= — ~T • 

r Pcbs.v.x^ 2 — cos.r.x) r GP — P) 

i a 33 i Queste formule, che sono di un uso grandissimo nel 
Calcolo integrale, possono anche più generai izzarsi ponendo —p 

m luogo di p, e in conseguenza^' in luogo di dp ■ Ciò darà 

m mdp m mdp 

r. d.arc.*n-p= — — J| 2 • d.arc.cos -p yf n s_ m , p .y 



“ J n K («*-"•>*) , 

m miidp „ , »i mndp 

3°. d. are .tane — p= ' 7 -r i 4.° d.arc.cot—px=^—~ —r~ 

6 n n*+m*p* n n*+m l p % ( 

/n rulp „ , m rtdp 

5°. d.arc.scc—p x . ; 6°. d.arc.costc~p = — - -J 

n r p\'(m'p*-n*y « /» —" >) 

7°. d.arc.sen.v. — pxxdpV — 8°. d.arc.cos.r — px= — ftpt/— — — r- 

n r r ' p{2n—mp) n r r r p{ln—mp) 

ia 34 - Se poi si cangi p in — , e quindi dp in — • -^7— 

> 

(ia 3 o) , troveremo , 

m mdp , m nidp , 

•I". d. are. seri — = . — : 2 . d.arc.cos — = - 

np l , y( n ‘‘P' 1 — m 1 ) »p l>y (»*/»* — m *J 



m mndp 

3 . d. are. tane — ■ .= — • ; 

> °np m 4 -\-n * p* 

, m "dp 

5°. a. are. sec — = — 

np y (m* — n’p*) 



m mndp 

4°« d.arc.cot — = 

np m a -+-n 2 p 1 

* m "dp 

6 .d.arc.cosec— = 



np y (m* — n*p*) np |/(m* — n'p*) 

se . m dp. ni fto » m dp . m 

7 .d.arc.sen.v = — -Li/ — < — * — *; 8 .d.arc.cos. v — = -Ll' - 

np p 2np — ni np p 2 np — ni 



i a 3 5 . Riguardo alle funzioni polinomio, composte cioè di 
più termini non riuniti nè sotto un comune esponente , nè sotto. 
Un comun segno logaritmico o trigonometrico , rappresentando 
con y, f, ec. questi termini, onde sia f(x:)=y-+-y l -\-y"-+- 
ec. , abbiamo già veduto (1217) che sarà d<p(.x)=dy-\-dy' -+- 
dy"- t-ec. ; cioè la differenza totale della funzione eguaglie- 
rà la somma delle differenze particolari di cias uno dei suoi 
termini. Che se tra questi ve ne sieno dei costanti , sarà nulla, 
la lor differenza, e secondo l’osservazione già fatta (1217), non- 
ne resterà traccia alcuna nel differenziale. Cosi d{a-\-b:c 2 -\-cu:\ 
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■dxcotxA-.ft.ii 



= ’ibxdxA-ì cx'dx ; d(i-\-lsenx - 4 - intigni' x) • 

xcos x l'z 7 x — — 

ia 36 . Che se tutto intero Un polinomio sia e’evato ad u* 
na polen a, o compreso sotto un logaritmo o Una funzione di 
circolo; poiché allora rappresela un monomio, si tratterà co- 
ree tale, considerando a guisa di semplice variabile la quantità 
sotto il segno. Cosi d(_ar±jbx m } n =-{ \ •xii)n r a-^cbx m ') n — 'd[a-±^ 
bx m )= (1217) -ì-bmnx m 'dx(a- 3 -bx mn — * ; d{Y (aA-bxA- 

»-)>-(, ” 4 . 3 -) ! %££•.> ■ 

d ~nXf) “( ' dxV{ ' +a,,) - TT^) 

2 x x dxV (3-Wx)(2-t-3.rcnjx 1 ) — Jx 
2x(x * -j-seitx'— y (3-t-/x )(/ (3-+-/x) 

ìa?^. Infine poiché dz(x)=dxy l (x) (taat), sarà ancora 
d l p(X}=x=dXy ì (X), differenziale di '{(X), pu-ché vi si ponga il 
Valore di dX ottenuto con le regole precedenti. Così c/;(r J )^=* 
d{x’ ! )j l (x l )—'i-xdx’f i (x' 1 ): d’j{a' — x’ > ) = d(a' > — •r’)p,(a* — r*)— 

n 

mj/i- 



n 

m\'x 



/ m v * \ / m v * n / m V T \ 

—‘XX dxft(a* — x 1 ); d? ye J=d\e )?'\ e 



n /I 

me^d* ( m V x \ 

y,V e )• Ma passiamo alle funzioni di più variabili. 

n\/ x 

1238 . Già dicemmo che se uz=z(x t y, z, ec.), si ha ou= 
<p(x-+-àx,yA-<Sy. z-f-òz. ec)^ — z, ec ) (1216). Si svi- 
luppi p(r-4-òr, yA-(ìy, z-t-òz, ec ) in serie ordinata per le po- 
tenze e per i prodotti di òr, oy, òr, ec. , cioè si ponga oCx-h 
ox, y-hdy, z-t-òz, ec.)==P 4 -^or-t-i?òr-t-Gòz-f-ec.- 4 -//, rap- 
presentando con H tutti i termini dello sviluppo, ove le dif- 
ferenze òr, ày, òz, ec. formano delle dimensioni superiori alla 
prima (i43). I coeffcieoti P, A, fi, C, ec. dovranno al solito 
(1220) esser funzioni delle sole x, y, z, ec. e affatto indipen- 
denti da òr, Oy, òz ec. Inoltre sarà P=c(r, y , z, ec.), va* 
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lore olii* si ha nel caso di ri: tic le tl‘ Arrenar eguali a zero, e 
che per l’ indipenza di P dalle medesime , dere in ogni altro ca* 
so esser vero (4 36 .3“). 

Ora si ponga dy^rndx, dz=n'>x, ec; la più leggera ri- 
flessione sulla qualità del polinomio rappresentato da H, farà to- 
sto Comprendere j che introdotti questi nuovi valori, tutti iter- 
mini di H i quali contengono le differenze 3x, dy, dz, ec. alla 
più bassa dimensione, cioè giusta il supposto, alla seconda, ri- 
sulteranno moltiplicati per il quadrato di ox, e tutti i rimanen- 
ti per Ox elevata a potenze sempre maggiori. Quindi il quadra- 
to ox 3 entrerà come fattore in tutto intero il polinomio , che po- 
tremo allora perciò rappresentare con Ldx 7 -. Avremo dunque cu 

—Adx-h Brndx~yCndx-\-ee. -+-Ldx 2 ; d’onde ■^==A-\rBm-\--‘ 

Cn-ì-ec. -{-Ldx. Or qui ripetendo gli stessi raziocini già fatti so- 
pra (taso), dovremo concludere che A-\-Bm-{-Cn-\-ec. è il li- 
mite a cui tende il secondo membro , e quindi anche il primi', a 
misura che impiccolisce dx; e come il primo membro ha altre- 
sì per limite — , perciò ~^==A-\-Brn~\-Cn-\-ee.. ovvero div=*... 

Adx-\-Bmdx-+-Cndx-{-ec. Ma mdx.ndx, ec. sono visibilmente 
i limiti dei valori di dy=mdx, di Cz=ndx, ec. e perciò cor- 
rispondono respettivamenlc a dy, dz , ec. dunque infine du~.. 
AdxA- Bdy-yCdz-k- ec. espressione generale del diffeieuzialedi 
u=?(x, y, z, ec.). 

E qui pu' e potrà notarsi che a questa medesima concludo- 
no ci avrebbe condotti il principio infinitesimale. Supponendo 
infatti che le differenze finite (ìx, dy, dz, ec. , si cangino nelle 
infinitesime dx, dy,dz, ec., il polinomio //, che contiene que- 
ste differenze a dimensioni maggiori dell’unità , presenteià allo- 
ra un complesso d’infinitesimi d’ordini superiori al primo, i 
quali dovendo esser tolti dall’equazione (iati), questa si can- 
gerà tosto in du=Adx-+- Bdy-yCdz-\- ec. 

ia3g. Ora Adx, Bdy, Cdz, ec. sono 1 differenziali die si 
avrebbero da rp(x.y,z,ec. ), se si fossero considerate variabili prim i 
la sola x, poi la sola^y, in seguito la s da z, ec. ; dunque si dif- 
ferenzia una funzione di più variabili prendendone successi - 
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Coniente il differenziale per rapporto a ciascuna variabile , 
dome se fosse unica nella funzione e le altre fossero altret- 
tante costanti: e l’ aggregato dei differenziali , che cosi si ot- 
terranno , sarà il differenziale cercato. Così se u=a-\-bx-+- 
Cy-hgz, sarà bdx il differenziale parziale per x , cdy quello' 
P pr i %àz quello per z, e d u= bdx-hcdy-hgdz : onde si dif- 

ferenzierà una funzione di più variabili al primo grado eli- 
minandone i termini costanti, e sostituendo a ciascuna varia- 
bile il suo differenziale . 

Se u=xy, saranno ydx i xdy i due differenziali per x e 
per y, e du=ydx-\-xdy. 

Se u=ax'senyy (i—xy) , avremo laxdxsenyj/ (i — xy) 

2 17 ( 7 — ar , ) dlf,erenz,ale P er *» c ( **28 ) ax*dycosyX 
V ( 1 — xy )'— differenziale parziale per y, onde du=ax X 

V ( » —xyY2dxseny-hxdycosy)—-^^~(ydx--\-xdy). 

ia4°- Ma questo ed in tutti i casi consimili può procè- 
dersi anche più facilmente, osservando che du={iia6') ud(lu) 
= ax^senyY ( 1 — xy ~)d( la -R>. lx-ylseny-k - t /( i — xy~) ) : on- 
de ax^senyV {\—xy) { f ^ *1 differenziale per x , 

ax^se.nyY C 1 — x y) j dycoty — j- j è quello per y; quindi 

./2 dx xdv+rttx j 

du=ax 2 seny y ( i — xy)\ — H -dycoty — xr) ’ ’ es P ressionc 
che facilmente riducesi alla precedente. 

ì ^ 4 1 • Che se u—~ , —FXf, ~FXfYfY, re , essendo F, 
f, T, ec. funzioni o delle stesse o di diverse variabili , sarà sem- 
pre nel primo caso du=-j l~ nel secondo du= 

FXfdl(FXf)=fdF-\-Fdf,ccosì nel terzo dit=fX WdF-hFX 
Wdf-\-FXfd x Y : onde peri prodotti e frazioni a più variabili 
potranno aver luogo ancora gli stéssi metodi di differenziazione 
già dati per le frazioni e i prodotti ad una variabile sola' 

( i aaS . i a 3 o). Cosi d—~ - * r- ^ = 



pC(-x’jr) 



+— X'y 
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'Jxzdx-t-x^dz 2 x^znlx-^-xhiiy , ~ , 

J/(l — x * >) ' 2p(i — x*^) 1 

iu4i. Se u—v(F), sarà du=ctF'ji{F), e dovrà porsi il va- 
lore di dF ottenuto coi metodi precedenti : cosi per u =» 
^{x^iylx), si avrà da — d{x?-\-Ìylx)y i(-c 2 -t- òy/x) — ('2 xd c 

+—^-h3dylx)<p l (x*-+-'òylx). Che se u=-«p(F,/), il differenzia- 
le precedente si cangerà in du—d( F.J)^i (F, f) , ec. 

i aio. lutine se u= are. seri— ,—arccos — , ec. .riprese te 

«a hj. 

formule del par. 1233, e fatto p—~, sarà dp —- — — — , valori 

che sostituiti daranno , 

mx ni(:dx — xdz) mx m(xdz — izttx) 

< . d.arc.sen — — « , — — ; 2 . d. are. cos- — :■ — - . ~ 

fiz /»*»■*) «i zy(ji*z* — m*i’) 

mx mn! -dx — xd-) mx mn(xdz-r-zdx\ 

3. a. are. tana — = ■' ■■■ . ■ — : 4°. a. are .col — = ' 

^ nz /»»*»-*«* s» mi 

mx n(zdx — xfia) m* n(xdz — zdx) . 

5". d.arc.sec ■ — = ' . , . ;6. a. are. cosce = 

uz xty(ni*x % — n*s") n: xj/(m 1 x 1 — b*i ) 

. mx m(ztlx — xdz) . mx mCxdz — zdx) 

V.d,arc.tenM — = 4 k S'Amtcxom.v — x= —a 

HI ip'»fx(2m — rnx) »; rpmx^2n: — nix) 

it ' I . . 

ia44- Per darne un esempio applichiamo la terza formula 
alla ricerca del differenziale dell’ arco che ha per tangente 

1/ (a~l)(i+ T) ~ Avremo 1»=° j/ {ar—b\nx=y ( a -yb), x =.j/(i—y) t 
z— y ( 1 -+-y) , e iu conseguenza rnn — Y (a 7 — b r ) , m 2 x 2 -h 
n 2 z 2 =z.z(a-\-by). Sarà inoltre (129.4. 3 U ) dx= y dz— 

Witdy)’ d ’ onde -dx— xdz =— 'idy{V^-^V 7^ r ì’ e ri * 
ducendo i due radicali allo stesso denominatore, x — xdz — — 

-, valori che sostituiti nella citata formula, darauuo duu- 

yO— *r ...... 

que d arc-tanzr.y - — — - — - = — ,,, , , v V — ~r* 

1245. I differenziali degli ordini superiori non ammetto- 
no difficoltà. Quelli del secondo si deducono dai differenziali del 
primo B trattandoli come quantità finite, e considerandovi dx, dy, 
dz, ec. come nuove variabili. Nel modo stesso si deducono quelli 
del terzo da quelli del secondo, e cosi successivamente. Sia per- 
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«empio y^=-x n e per conseguenza dy=nx rl X dx. Avremo dun- 
que d 2 y= (i-idq) n{n — 1 )jc" 2 dx 2 -\-nx , ‘ X d 2 x; d 3 y=n{n— 
i )(n—z)x n — — i }x n — 2 dxd 2 x-hnx n ’d*x, ec. Sia 
più in generale y=f(x), onde (1221) dy—dxy^x) sarà d 2 y=^ 
dx 2 <p , {x)+d 2 x^ l {x) : d s y<=*dx'y 5 (x)-h'idxd-x'p » (x)-\-d ’-c? ,(x) . 

1246 Ma dx è costante (1217), d 2 x, d*x, ec saranno 
nulle, ed allora per y=xf*, avremo d 2 y=n(n — 1 )x >l 2 dx 2 , 
d?y~-n{n — 1 )(n — »)-e" — *dx?, e d n y=n{n — 1 )(n — 2 )(« — 3 )X 
3.a,i dx"; per y=zv(x) sarà d 2 y=dx 2 v t (x), d*y=dx i 'p s (x ) , 

e d n y— dx n v n {x). Dunque — ~~^=<pn(x), quantità fi- 
nita : onde d n y o d n f{x) e dx* sono quantitk omogenee e di 
uno stesso ordiue infinitesimale (iao8). 

1247- Abbiasi u=xsen{x-\-y), e si supponga dx costante, 
Sarh du—dxsen(xy-y)-\-x(dx-ydy)cos{X-+-y), c d 2 u='idxX. 
(dx-i-dy)cos(x-+y)-+-xd ? ycos(x-+y)—x(dx-\-dy) 2 sen(x-\-y). 



Del resto oltre le già accennate , molte «lire eie si conoscono più o meno pron- 
te, che conducono con sicurezza * buoni risul lamenti : ma la pratica da se stessa le 
insegori'à, senza che ce ne occupiamo noi di vantaggio. 

(2-18 Ritorneremo piuttosto al metodo generale , e avvertiremo , che come du 
rappresenta il differenziale totale di u, cosi secondo l’uso più universalmente uccellalo 



du 



^ Xl-, ec. ne rappresentano 1 differenziali parziali per x,jr,T, 

du 

ecj sebbene alcuui, stimando difettose queste maniere , scrivano piuttosto a x , 



-dr^-dz, ec. Noi ci atterremo alle prime, e richiamando lo stabilito principio 
dj di 

/du. . Ai \ /rf«\ 

((239), avremo per prima conseguenza du^^j^ 

altra importante espressione del differenziale di una funzione a più variabili. Se- 
coudariameute se in u non sia che la sola x, U differenza parziale per questa varia- 
bile eguaglierà la' totale della funzione, e si avrà du=^— yUc, terza maniera di 
esprimer generalmente il differenziale di una funzione ad una sola variabile (( 22 (), 
(249. Conte rappresetela la funzione m differenziala una volta par- 

zialiueul* per x, cosi (^— j^di 1 rappresenta la funzione u differenziata dyc vaU 
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le e tempre parzialmente per x; ^ — — — — ^dxdy , rappresenta il differenzi ile di 
M per x, di nuova diflereqziato non più per x, ma bensì per r ; ed in generale, , 

( 



'dx m d, n d?' 



'yii m dj-*dzr rappresenta u differenziato m volte per x, poi n volte 

/<|*4 \ d * U \ 

P er j‘, e quindi p volte per»; — V>- i differenziali di du per x 

,cUMdu)\_ 

a per jr ; f — — — ylx il differenziale di u per x diviso per dx, quindi molti» 

plicato per M, e poi differenzialo per x, ec, 

1250. frattanto ti avverta i°. che dal confronto delle due espressioni di du 

(1238. <248) avendosi ■'y^zA , ^=C, ec., anche i coeflicien- 

li differenziali parziali ^ ^ ^ ec. tono quantità finite (< 238), ni 

du du du 

differiscono dai quozienti egualmente finiti ( mi ) -j- , — , — , ec., te non 

dx dy d 0 

perché il differenziale du vi si intende preso soltanto rapporto alla variabile del de» 

nominatore ; jl che si avvera egualmente di (^ — \ , di ( ? ** \= . , 

\dx*J \dxdf J 

2°. Se , siccome x-H/x, jr-\*dy t z-\-ifa')r—-u t taira (4 2 4 5) 4*. 

(j lx \ ,U ~?( z +dx, r, :)— U ; 2 a .^— y >—}(x, > A-df, t)—u; 3 . yiz= 

y(x,jy, ••+-é/s)— u, ec. giacché uelia 4 a . ti considera variabile la sola x, nella 2*. 
la tuia y 0 nella 3 a . la sola z, e costanti tutte le altre quantità. Or te la 4*. si diffe** 
ìeuzia per y f la 2*. per x avremo con gli tiessi principj 

(d^y* dj > z ^ u ^{j r y^-0ìy ii 

Ò^7> dx=xf.(x-\-dx, jr-\-d-) , 0 _(u+ (£)*0- 

( d % U \ / d * U \ 

t “f — f — \ ; dal che si conclude che o ti differenzi prima 

dxdy J \ dfdx ) 

per x poi par y, o prima per y poi per x, il risultameuto è sempre io stesso. Duu- 

/ d*u v z rf a M v /<!*« x / d*u N 
qne per la ragione medesima (— -J) ) 



x ti ii » uu v . 

l' lattante, poiché come abbiamo osservato, j=/>, le 

, . . ,dH. ,dA , !dC. . zd/f . 

pi eeodvnli conclusioni daranno ( T~ l.( 7* ) = [ 7 \,{ — 

vtr/ W*v v*=/ W*/ Vd=y 

<ic\ 

^ M, uquu/ioui «he debbo»* sempre veli licersi qualora sjdx-ì-Jid r-+-CJ: sia l* 
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esatto differenziale di dii, e postoti quindi servir di prova alla prima differenzia» 
'zione. 

3°. Se abbiasi semplicemente w^s^x,?'), e perciò duz=Adx-t-Bdy 9 nuova- 
mente differenziando prima per x, poi per y t e rammentandoci che A, B sono 

f j • • sd % u\ /dA\ 

nel nostro caso funzioni di x e di y (1238), avremo f — — ylx ~ f V/x a -f- 



Ad* 

d*\t. 



\ 



,IB \a a ( d 

zr dj {- 



i 



(“ r . 
\dx jr 

:y«*-nT 



- y r 5 = ^ »-3-2M* y ■ onde 



,dAy 
V dy J ~~ 

• d*i 






Ux- /■- ■ \d*Y x+ 2 (kF) tór+ (^)^’^}** r ’“ pr “* 

•ion generale del differenziale secondo di il, funzione di due sole variabili x y y. Se 

1 ‘ . _ # /rf« V 

dx è costante, mancherà il termine f \d*x ; e se u sia funzione della sola x, 

,d % u. /du\j . . , 

resterà / X *~\^d j* lx > n “Ova importante espressione dei dine* 

renziale secondo della funzione y(x). 

1251 . Termineremo con rilevare una molto osservabile proprietà relativa al 
differenziale primo dpllc funzioni algebriche omogenee (146). Sia u funzione omo* 
genea di n dimensioni delle variabili x,y 9 z. Ponendo^=sx, :=£x, la funzione 
prenderà la forma di Px n , ove P sarà funzione di s,t. Frallaiilo poiché d )x=sdx 

•+-xds y e dzz=tdx-+-xdt, avremo — ^ (sdx-bxds)-j-^--JX' < 

(idx+*di)= { ( * ) j clr+ (j“)xds +( S ) xdt. Ma da 

uxxPx», e da P=xy(s,l) si ita duxxnPx’-'dx-i-^-j— )x , rf£, e i due 

. a du\ / du\ 

diflerenziali debbo» essere evidentemente identici ; sara dunque^ j 

(‘^l^txznPx’*-', ovvero moltiplicando per x, e ponendo per sx, tx, Pxn i loro 

valori y, z, y-l -^^^:=rnu. Ila ciò si ha che se nel dil1crenii.de 

primo di una funzione omogenea u dell’ h 1,im dimensione, si ponganole variabili 
Xy Y y r, in luogo dei loro differenziali dx t dr,dz , ne risulterà la Funzione u moj- 

liplicata per«; onde se n=0 dnvrààversi j -^X-y — )jt»+-(— ):=aaO. Cosi da 

duxx— — , diflerensiale della funzione u= — di ninna dimensione, si ha 

t x — xy-z-0 j e da (/or=2xir/x+(:*+3 ) *) d ^•*+>(x’+2j’ z) d: , diflerenr.iule di 
‘li 3'. dimensione, si ha 2x’:-f-(c , -h3r) i /-t-(x , -t-d > 
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ì ibi. Queste sono le principali e più elementari regole del 
Calcolo differenziale. Per renderne ai Giovani più familiare 1’ 
uso, proporremo qui da verificarsi alcuni altri esempj , partico- 
larmente osservabili per la semplicità dei loro risultameuti. 

I. Sia da differenziarci — ; IroyereniQ — : — 

II. Sia y= » -t-c * )+*) ; »i avrà d >= ~~f ~ -- f 

III. Sia yx= |xj/(x* ^~~~ a i avremo dyxdxp'(x , -a‘) 



IV. Sia_^==*|/(a* — x 1 )+a a .arc.tangp / ■■ ; sarà dyxxdxp (a * — x») 

a — x 

9 97 975 9751 

V. Sia^(x«+ T ,«+ è - x«+ 8 -- x* +~ 2 )xp (<-*’) - 

9. 7. 5.3 \0x'°dx 

- . - arc.seux : avremo dyxz s — . , 

8.6.42 * ' J J/(t_x4) 

VI. Sia t- = x 5 |/ 3 x— — /‘x-4- — Ix — | ; troveremo djz=5x^dxl'x 



VII. Sia v — scnx( co.t*x -f- -y eoa*x-f- ) sarà dyxxìdxcot'x 

i/m c- 1 . ^VO+x+x*) * 2x-f-< , . 

Vili. Sla yz= H — ——are. tane. — — : si arra d yx 

t-hx (t+x)> pi 8 p3 ’ y 

etx 



x()+r)*()+r+i>) 

,V c- acosx+i dxl/(a*— A») 

IA. Sia y=arc.cos ; si troverà [dyz= — — J 

beosx-y-a bcosx+a 



ia53. Da quanto abbiamo detto facilmente si apprenderai 
no le prime regole del Calcolo integrale, ohe secondo la defini- 
zione data (laig) è precisamente l’opposto del differenziale , 
nel modo che la divisione è l’opposto della moltiplicazione: ma 
si avverta primieramente, che come nel Calcolo differenziale si 
premette il segno d alla quantità che vuol differenziarsi , cosi 
nell’integrale premettesi il segno J, che ohiamasi somma, a- 
vanti al differenziale che vuol integrarsi, o da cui si vuol rimon- 
tare all’ espressione primitiva, d’ onde il differenziale è derivato : 
qtiindi fdx, jnx' 1 —'dx voglioiw) significare quelle quantità di 
cui dx, nx n 'dx sono i differenziali. 

ia54- Inoltre poiché dx è egualmente differenziale di j, 

t, u. r. »4- 



Digitized by Google 




9.10 

di x-\-a, x-j-b, ec. ( 1 2.35), non si potrà concludere generalmen- 
te fdx=. r: ma fatta l’integrazione dovremo sempre aggiun- * 
gere una costante indeterminata C , atta a rappresentar tutti i ter- 
mini costanti che la differenziazione può aver fatti svanire. Fra 
poco faremo sentir meglio la necessità e l’uso di quest’aggiun- 
ta: e intanto noteremo i°. che può darsi alla costante una for- 
ma che l’assomigli agli altri termini; poiché se per esempio 
nell’ equazione ly-=lx-\-C y sia b il valor di x che rende ly= o, 
sarà o=lb-\-C, e C— — Ib ; 2°. che mentre la costante resta in- 
determinata, è indeterminato altresì il suo prodotto e il suo quo- 
ziente per qualunque altra costante nota , cosicché può farsi 

bC=C,—=Ci 3°. che la costante deve sol tanto aggiungersi quan- 
do l’integrazione è interamente eseguita. Se questa non può ef- 
fettuarsi che in parte , siccome vedremo accader bene spesso , 
niente si aggiunge. 

1255. L’integrale accresciuto della sua costante si chiama 
completo , senza la costante si dice particolare . E come la co- 
stante può avere infiniti valori, così l’intregrale particolare può 
differire in infinite maniere dal completo. Dicesi particolare an- 
che quell’integrale, in cui si sia dato alla costante un valore 
determinato; siccome dicesi arbitraria la costante nell’ integrale 
completo, ove non ha avuto valore alcuno. 

1256. Infine se una differenziazione non sia eseguita, ma 
soltanto accennata, mediante 1’ inclusione della quantità da dif- 
lerenziarsi sotto il segno differenziale, basterà per l’integrazione 
porre la quantità fuori del segno, con l’aggiunta della costante: 
così l’integrale di zZ(|/(a’ — x 2 )) sarà f/ (a'- — x 2 )-\ -C, il che è e- 
vidente. Dunque fbdx — (1224.1°) fd[bx) = bx-\-C', ma da 
fdx=-x-i-C si ha egualmente b J dx=*bx-\rbC=bx-+-C{ 1 2 54), 
perciò i°. Jbdx~bJdx , onde il coefficiente costante del dif- 
ferenziale può ad arbitrio premettersi al segno integrale. Di 
più f dy-\-j dy [ -\r-jdy n ~{-e c.—yx-y , -\-y"-\-e ,-hC*=J d(y-+-y l 
-4-y-t-ec. -4-C)=(iiij)f(dy-hdy'-t-dy ,, -hec.), perciò 2 0 . I’ 
integrale di un differenziale polinomio eguaglia la somma 
degli integrali di ciascun termine. 
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i 9.57. Dopo tutto ciò avremo 1 °. f ( a dx-\-bdy-i-cdz-^-ec.) 
^*ax-b-by-\-cz-h-ec.-\-C ; onde un polinomio della prima di- 
mensione , e composto di puri differenziali , s' integra sosti- 
tuendo a questi le loro variabili ; 9 °. Jbnxf 1 — l dx= (1 9 . 56 . 1 °) 
b J nx n *dx~ ( 19 ^ 3 ) bf d{x*)=bx ,l -i-C. Perciò fatto 

si troverà bj x m dx = — — ~-_£j — t -C: dunque j’ integra 

un differenziale algebrico c monomio , e di una sola varia- 
bile , aumentandone di un unita V esponente , e dividendola 
per il prodotto dell ’ esponente accresciuto nel di lei differen- 
ziale. Così J x^dx — ~ -\-C ; J ?>x~dx — f x~ 2 X 

m-{-n 

dx=—-yC=—'~-J r C; fb{/x"‘dx = bf x , ‘dx—-‘ X ~ n — -4 -C. 

1 x * ■' m-+-n 

tìx * 

Si eccettui / -=(i2a5) j d{lx)=lv-ylC^ iCx. 

1258 . Avremo inoltre 3 °. mlogafa dx : =J ma mx dxloga 
=(122 6 )J d(ti )=a -{-C: onde J a dx— “ ml ~ ~\rC, e .... 

f e dx =— e - 4 -C ; f dxcosx*=* (1227) senx-\-C r .. 



J dxsenx = — cosx-i-C ; f 77777 = ( 1 23 1 . 3 °) tangx-bC, ec. 

1239. L’integrale di gc n ' dx[a ■hb c n ) m si ottiene ponen- 
do a-\-bx n =z, e perciò bnx n — 1 dx—dz\ d’onde fgx'^'dz rX 
(a+bx n ) m =-^ J z m dz ■= ( 1 267. 2 0 ) 



hC > ec ‘ Se Peraltro 



m ~ — 1 , sì avrà J 



n — < , 
g* dx 

a-r-AxS 



~bJz = fn lCz ( ivi ) = **k n lC(a +-bx"). 

1 260. In generale J x” dx(a-\-bx m ) r può aversi in tre casi: 
1 °. se r è numero intero e positivo; poiché sviluppando la poten- 
za, e integrandone ciascun termine, si ha J{a r x’dx-\-ra r —~ 1 X. 



bx m ~*~ n dx-\-ee.)—C-\- a ~ X - 

n-H 

nita 110I nostro caso (214): 



ra r — 

H 1- 

m+n-H 

n-M 

2°. Se - - -.ni — 



m 



oc., espressione fi- 
c, ossia n»i« X 
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( c _ 4 -i) — i, essendo c zero, o intero positivo; poiché fatto a-\~ 
bx m =z, onde x”=~, x m —'dx==-^-, x mc = , ... 

xmc->rm—' ( lx= ~~^ 7~ ■ verrà I X n dx(a~hbx m ) r ~ X 

jz r dz{z — a) r , che , sviluppata la potenza, s’ integrerà come so- 
pra : 3 ° se — r=c, ossia n= — w(c-i-r) — 1 , essendo c 

1 m 

( (l—ip-fojfM y . r 
X» ) = 

xn+m'vi^i+ax — m Y , e fatto b-\-ax m =z , onde x — m =» 
x—™—'dx=-^—, x—'dx= verrà jx*+mr x 

dx(b-\-ax— m ) r = ~ - f z r dz{z — &) c 1 ■ Cosi J'x— 2 dx(a-h.... 
ma c 

s „ 5 

x 5 ) T dà n= — a, &=i, wi=3. r= — — > n-\-mr — — 7 

3 c — 1 , onde c= 2 ; quindi — ■- ~J(z~\dz — z~sdz)— 

2--H 3x’+2 a 

2 a’;Y 2a*xJ/(a-l-x 1 )* 

1261 . Non verificandosi le tre condizioni, il differenziale 
x n doc[a-\-bx m ) r non potrà integrarsi, se prima non si trasformi 
convenientemente coi metodi che a suo luogo daremo. Si esclu- 
dano per altro i casi seguenti , osservabilissimi, e pei (piali 1 in- 
tegrazione viene direttamente indicata dalle formule differenziali 
dei numeri 1233, 1234* 

1 ° f ss ((233) — — arc.scnx 1/ t-C-= — — ■ are. cosi ]/— +C 

J y (a — bx‘) K \fb a \b a 

-s (1234) — arc.sec— 1/“- -hC- —rare, cosce— 1/—+C 

v v b x b yb x ' b 

2* f .. (tx — = (1233) — — are. langxV—- +C- - — ^ — arc.cotx j/ hC 

J a-t-bx’ y ab a y ab a 

= < m4 > -y'ab arctan8 T^ a b +C " f7b arceot T V T^ C 

3°. [ — = (1233) — arc.sccxV -Ì.-f-C= — ; — arc.cosecxt/- -hC 

J x y(bx‘~ a) v ' \ a y a « 

= (1234) — - — arc.scn — — +Ci — arc.coj—l^ T +C 
' y a x r b y a x r b 
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rìx 1 Ihx 1 Ibx 

4". [- — r= (1233) —iirc.srn v.- t-C= - arc.cos.v. 1 -C 

■' X m{a— bx) v ‘\ b a \b a 

dx 1 2 a ^ 4 la 

5 . J = (1234) — — - arc.sen 4>. — |-G = ; — arc.cos.v — hC 

“xp^x— a) J/a Ax J/a Ax 

1262. Per integrare du=Adx-‘r-Bdy-+-Cdz-\-ec.—o, dif- 
ferenziale di ufuuzionedi più variabili x, y, z, ec. (ia 38 ), si 
osserverà che essendo Adx il differenziale parziale di u per x, 
se l’ integreremo parzialmente per x, non considerandovi cioè 
come variabile elicla sola x, verranno a riprodursi tutti quei ter- 
mini di u, i quali contenevano comunque x, e che differenziati per 
x han data origine ad Adx. Nel modo medesimo se respelti- 
vamente integreremo per y, por z, ec i differenziali parziali Bdy, 
Cdz, ec., avremo prima tutti i termini di u con y, poi quelli 
con z, oc. Potrebbe quindi sembrare che dopo ciò bastasse pren- 
dere la somma S di questi integrali parziali per aver 1’ intero 
integrale u di du. Ma convien riflettere che i termini ove entrano 
insieme due o più variabili debbono ripetutamente incontrarsi 
in un numero equivalente d’ integrali parziali. Cosi , per modo 
d’esempio, quelli che insieme contengono x ed y debbon com- 
parire nell’ integrale di Adx , dal quale si hanno tutti i termi- 
ni di u con x, e di nuovo in quello di Bdy, che dà tutti quel- 
li con y. Perchè dunque la somma S dia il vero integrale di du 
o conviene escludere dagli integrali, che vanno volta per volta 
costruendosi, i termini già comparsi negli integrali precedenti , 
o dividere in ultimo ciascun termine della somma ridotta S 
per il numero delle variabili che vi si trovano respettivamente 
comprese. 

Sia dw=ydx-\-xdy. Integrando il primo termine per x si 
ha yx, integrando l’altro per y si ha xy. La somma dei due 
integrali è dunque vxy, termine unico e con due variabili; di- 
videndolo per 2 avremo dunque u= f (ydx-\-xdy)—xy-{-C , 
come è ben chiaro per le regole differenziali (ia 3 c)). 

Sia z/n=» X ‘ ty . Sarà Adx ==**, Bdy= — . Inte- 

y y J y* 

grando Adx per x si ha y ; integrando Bdy per y si ha pari- 
mente (1257)--, dunque u=- -\-C. 

‘ y 1 y 
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... . . 2r , v* ilx — ( r 1 1 +;’)i i i/j+jVW r+ ' Ji) c . 

Sia infine dir - — — — : . oarà 

<T - 

Adx=(^~-h^dx, Bdy =^~ , Cdz==--{~+^yiz. L’integra- 
le di Adx per x è ~ — - ; quello di Bdy per y è ; quello 

5 x j x y 

di Cdz per z è——— . Si ha dunque I du=— - , onde divi- 

i zxy 1 J z xy 

dendo per 2 il primo termine che ha due variabili, per 3 il se- 

x % «r 

condo che ne ha tre, avremo per l’integrale cercato u = — — — » 

~hC, come può verificarsi differenziando. 

ia63. Si noti i°. che la regola suppone esatto il dato dif- 
ferenziale du, cioè non preso a capriccio, ma proveniente da un’ 
effettiva differenziazione. Se tale non è, cosa che a suo luogo in- 
segneremo a conoscere (ia5o. i°). l’integrale ottenuto non sarà 
vero. 2 °. Che il differenziale du risultando dalla riunionedi tut- 
ti i differenziali parziali per ciascuna delle variabili contenute 
in u , non può essere esatto , nè quindi integrarsi , se manchi 
d’ alcuno dei termini che rappresentano questi differenziali. Co- 
si non potremo mai integrare esattamente il differenziale 
ydx, che annunziando due variabili in u, manca del differen- 
ziale per una di esse, cioè di quello per y. Bensì siccome 
/ {ydx-*-xdy) — xy-*- C = ( 1 2 56‘. 2 °) j ydx -4- / xdy , sarà 
J ydx=xy — fxdy, conclusione assai semplice, ma rimarche- 
volissima per ciò che dovremo dire in appresso. 

Aliii Utoot.> pel Calcolo differenziale 

Trasformazione dei differenziali 



<264. Sia u=f(r, y, z, ec.) funzione di quante si voglia variabili X, y, -, 
ec. funzioni esse pure di altre variabili r, 6, r., ec. , e voglian trasformarsi i diffe- 
renziali parziali ° ««nplicemente i lor coefficieu- 

ec ■ > in allri d * li P" le " n0Te yarial ’ ili '' ®> *» **• L " 

dipeudenza tra le prime e le seconde variabili darà u=y(r, 6, ir, ec.), e (1218) 
y *■+■ **• 1»®!*** r, 9, ir, ec. saranno reciproca- 
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mente funzioni di x,y, -, cc.; perciò )-)-^^-^di-|-ec. , ’ 

Sostituendo dunque, e confrontando ciò die risulta col valor di 

(^)' / ‘ r+ (z) Js+ecd *' 0 d * u=r(x ’ j 1 z> ec °’ si tvoveri (ÈhÙGfrh 

@C;) + (S)(£) +tc > e >imUi valori “ a,nmno per ©* Ci)’ “■ 

Sia per esempio uz=q>(x, jr' t z) , ed x=rcosti , jr=rsenBcosn , z=rsenOsetn : ; 
d'onde r=y (x'+j'+f), cos9 = y ix ,+ t *+ z >j ’ ta "S*=J- Dunque^= 



/d 9\ reuO /Wr\ (à 

c0 ‘ 6 ’ \Tx) = — 7~‘ conseguenza 


!>— (*H? 0 


Si troverà egualmente ^sen6cor7r-t-^- 


u\cr>iQcosn fd u \ tenie 
ti) r v/tt/ rsenti ' 



© /du\ ( du\costisenn / du\cosn 

=^senB,en.+ . 

<265. Volendo ^ si differenzierà per x il valor trovato di 

servando che i coefficienti (£)’ (£)■ (È)* ec - son ° toui ’ c ° n,e -• fun - 
zioni di x. Cominciando la differenziazione dal primo termine , che per co- 
modo rappresenteremo con A, avremo ©)=(^)(^)+(J)©) ' 

Quanto al coeficiente ^ ^ j è chiaro che l’otterremo diflerenziaudo per r 

il valore di ; nel che fare dovrà osservarsi che nè nc nè 

fd(t\ , , . ( dA\ (d’iiSfdrS' 

1— I, ec. sono lunziom di r: con che troveremo I- — | : =l — — ^ li — 1 -4-... 

Gh u 9 )©(£) + GS)©© + ©(£) difre ™ ,e del rrirao 



termine del valore di * Cangiato poi r in 0 , tt, ec. avremo manifesta- 

mente i differenziali degli altri termini. Nel modo stesso si otterranno i valori 

S 'u\ fd*u\ ( d y u \ 

— J , 1 ), ec ^ d ' )* ec ' ^ 0SI conl,nuaflc ‘ 0 * esempio precedente, 

3 “* 3 

. /rfr\ A (dB\ senti ( dn\ 

poiché (1264) f }~costi , j= , ec., e da queste si ha 

T. II. i4 
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(9 '-e-SH 



re/i29 



/d‘r\ (d sen’D //■0\ 

’ te)=- 

/d’jr\ . fd'u\ fd'u\ scn20(/d 9 u\ i (du\ 1 

(_^, e c.,vren,o, KS tUu e ndo ( ^j=^J__ j }- 



Differenziazione dell’ equazioni 



4266. Nel dar le regole per differenziare u funzione di qualsivoglia no- 
merò di variabili x, y, s, co, ec., abbiamo anppoate queste variabili indipendenti 
fra loro, e che quindi veruna soffrisse alcun cangiamento pel cangiamento dell’altre. 
Ma sia u= 0, nel qual caso una qualunque delle variabili dipende necessariamente 
dalle rimanenti (3(8), e varia in conseguenza con loro. È chiaro che prescelta x 
per variabile dipendente, e risolvendo l’equazione rapporto ad x, troveremo 



*=/(r» *, <■>, ec-), d’onde 




doH-e c. valore 



che sostituito in quello di du ( ivi ) darà rfu=< 



du\ tdx 



{©CÈMSM ©©*<£} 



+ Lr) H> h 



d<a-\-e c. con tanti termini. 



quante rimangon variabili indipendenti. 

(267. Da ciò apparisce (.° che qualora abbiasi u-=0, e sia x la variabile che 
in forza di quest’equazione si considera come dipendente dall’altre, il differenziale 
parziale per x sparisce dal valor di du, o per dir meglio entra a far parte dei 
differenziali parziali per le variabili indipendenti, le cui espressioni generiche si 



trasformano allora in 




2.° che se con u=0 abbiasi u funzione delle sole due variabili x, y, avremo 
fdu\fdx\ ( du\ 
dy) \dy/ 



semplicemente <fu=f ( — 






(268. Volendo d'u, noteremo che i coefficienti 




come x ((266) funzioni delle sole indipendenti j', z, co, ec., mentre 

, ec. lo sono, egualmente che u, anche di x. Differenziando dunque per cia- 
scuna variabile, e sostituendo in seguito il valore di dx già accennato (ini) trove- 
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{(; 



/ </*U\ 



/ax\ /du 

-V'rl+f r 






V ydiùj 

{(SX$K|)} X 



{(^&X£>(»X^(£X*) , {< 

? 4 «'v sd*u\./dx\ ydii>.y d^x n \/ f ^\ 

^”\tixyv/ > dz)~*~ \djdx)\dzJ ' \dx 

v , 7 ; Xs ) l J “' , ' H { (t~r) + (.iakj, / i 

(^x£)^xfx£)K + ~ 

d 1 ► , differenziale del primo termine di du; cangiandovi j - in z e quindi In «,ec. 
avremo i differenziali dei termini seguenti; e tutti insieme sommali , e latte le op* 
porlune riduzioni daranno d*u : nell’islessa maniera si troveranno d'u, d*u, tc. 

1269. Ma qui è importantissimo 1’ osservare che tanto du, quanto gli altri dif- 
ferenziali Superiori dell’ equazione u=0 sono tutti nulli. Infatti si supponga per 
maggior chiarezza e semplicità u funzione delle sole tre variabili x,y, z. Avremo 
1*. f(x, r,z)=0, equazione che, come sappiamo, non vincola che una sola delle 
tre variabili , lasciando in libertà di dar qualunque valore ci piaccia alle due ri- 
manenti. Risolvendola rapporto ad x, troveremo (1266) 2*. x= J\ >•,*), valore 
che posto nella prima la trasformerà nell’ identica 3*. <f (_f ( y, z ),y, z)=0 , dove , 
come nella <*;yi z resteranno arbitrarie. Vi si ponga dunque y+dr in luogo d’j-, 
e z-ydz in luogo di z; avremo 4*. f{f(r-\-dr, z-ydz),y+dy, z-i-dz)=0. Or la 
2*. dà (12(6) f{y+dy , z+dz) s= x-i-dx , dunq ue la 4*. potrà trasformarsi in 
ty(*-\rdx,Y-\-djr f z-\-dz)-^zO. Ma il primo membro di questa equivale ad u-+-du 
(F216), ed in ipotesi u^.0, dunque du=0. Quindi anelici 1 u, che è rapporto a du 
ciò che du è rapporto ad u t sarà nullo; come per la ragione stessa saranno nulli 
d'uj d^u, ec. E poi facile vedere che questo medesimo ragionamento è egualmente 
applicabile al caso di u funzione di quante si voglia variabili. 

1270. Ma non solo da h= 0, si ha du=0 t che anzi di piò i coefficienti di eia- 

scuuo dei differenziali parziali componenti Finterò differenziale du risultano sepa> 
ratamente eguali a zero. Infatti se in =0 in luogo di cangiare 

e z in y-\-d } ‘, z-j-dz, si cangi , siccome può sempre farsi , la sola y in y-\rdjr , 1* 
equazione sussisterà in egual modo, e darà Q{J'(y-\^y ì 's)jy‘-\ m djr i z)s&to. Ora il 
primo membro di questa corrisponde alla iunzione u aumentata della sua differenza 

•-* - «“’•’■>*{ (ÈX$) + (f ) fr> { (£Xl> 

|'(X‘=0. Ma u^;0 , e inoltre dy non può esser nullo, perchè altrimenti y 



non sarebbe variabile, dunque ^-4- ^=0, e quindi ancora ^ 

G0+ Q=»“ ì poi chiaro che altrettanto si verificherà dei coefficienti 
differenziali delle altre variabili , quando u ne contenga un numero maggiore. 



/du • 



sdu\ 
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A quest 1 importante confusione può giungersi anche ragionando in al- 
tra guisa , e fondandoci sulla mutua indipendenza delle variabili j ,z,ec. Si »à «he in 
virtù di questa indipendenza il differeuziale parziale per y si oltieue considerando 
le altre variabili come costanti , e che rimane quale si è trovalo, comunque iu se- 
guito si passi a differenziare per le variabili rimanenti. Ma considerare z e le altre 
variabili come costanti, è lo stesso che riguardare u come funzione delle sole varia- 

bili x,y, nel qual caso il differenziale di u è j (^cT )(^tT ^ * * * * 

(1267.3 ), e questo allora è nullo; dunque nullo rimarrà ancorché nel proseguimen- 
to si torni a considerare z, w, ec. come variabili. E le stesse ragioni varranno e- 
gualmenle a provare T annullamento di tutti i coefficienti differenziali in d 4 u,d*u,cc. 

1272. Dunque con u^O, supposte in principio Ire sole variabili, una prima 
differenziazioue darà nascita alle due equazioni 

, du > 

\dx\dyj ' \dyj 1 ' \dxJ^d%j 

date dai coetlicieuli di dy, dz . Con una seconda differenziazione avremo le altre 
tre (1268) 

,du ^ / d*ì 



2* ■ /**“' 



A v / UU \ 



/- d*u v 






d^u \ .dx s 



( 









date dai coefficienti di dy % , djdz,dz % . Altre quattro, date dai coefficienti di 
dy*, dy x dz , d rdz 1 , dz*, se ne avrebbero differenziando una terza volta , come 
altre cinque differenziando una quarta volta, ec.; onde spingendo le differenzia- 
zioni fino all* ordine n sim <> > avremmo un sistema d* equazioni tutte coesistenti, che, 
compresavi anche la data , equivarrebbero in numero alia somma di n-fr-1 termini 
della progressione 1, 2, 3, . . . «4-1, e quindi ammonterebbero ad y («4"0 (»+2)> 

n«p2 

Nè difficile sarebbe provare, che questo numero salirebbe fino ad («4~0( — 5 — ) X 



d*U\ y dx\ 



«4-3 , ... «-f-2 

( — y~) * c 51 avc4Scro quattro variabili, e diverrebbe JV=(«4*0 ( — ^“) X 






«4-m — 1 

( — ) qualora se ne avessero m j espressione che ponendovi suo- 

ra — 1 

cessi vamente «=1, «= 2, «=3, ec., si cangia assai facilmente nell’altra più co- 

... , m-t-i m-+-2 m-hn—l ... 

moda — — ) (— - — ) .... ( ). Ut- tutte queste equazioni, e le 

iufiuite combiuazioui clic posson farsene, si chiamano equazioni a differenze par - 
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zittii, mentre le altre du=0, J*h_= 0, ec. chiamami equazioni differenziali e* 

sane, o semplicemente equazioni differenziali. Si adoprano con mollo vantaggio 

nella Geometria più sublime per eliminare tutte o in parte le costanti , che in una 

data equazione possono trovarsi comunque combinate con le variabili. 

Esempio 1°. Sia =*-t-c( j -f-i) a -t-r=0 ; avremo dunque u=x * +a j * 

ydu \ /du, n du\ 

-y-c(y-\-i)* +r e in conseguenza f — J=2x, ^—^=2ajr+2c(jr+z), 

sdx\ 

2«(_y-|-*) : valori che sostituiti nelle equazioni generali 4*. , 2'. daranno 

aj-+c(j'-\-z')=0 , x y-4-z)=0 : orda queste e dalla data facilmentesi 

ha * * ■"* { : (r?) } H_r=o ’ ove non è traccia alcuna delle costanti a,o 

che si trovano nella proposta. 

Esempio II 0 . Sia (a; — i) * -+-(e * —e) 1 -h(gx—h) * =0, avremo u=(az—i)* 
-+-(ey —e') 1 -h(gx—h)\ c di qui (^)= 2 S(S x —h) , ^)=2c(cjr—e),(^== 

2a ( u=-A).Iaoltr,(_)=2 r , (- >20, (*.)->■•. 

(,!}) ’ (fid^y^Tz >o —0. Sostituendo dunque nelle equazioni 

generali , si avrà c(cjr— e)4-$(£*— A)^~^=0. a(az— b'j-Jrgigx—h) ^ =0 , 

«*+ 3 ^ (gy+«Ks*_A) (^)=°. ** (£)(J)+*^- a <S) 

( dx\ ® ^ * x\ 

— J -+-g(gar — ^ 1=0, dalle quali unite alla prima si ha 

{ (£X£K&Xs) ( { M ©* 
KSX £?) =o ' 

<273. Apparisce intanto assai chiaramente dall’esposto: <°. che potendosi 
con Adequazioni eliminare Ad — < costanti , un’ equazione differenziale dell’ ordine 

R itau fra m variabili potrà contenere N — < = (<272) <n(— )(— )x 



,..( ’j — 4 costanti meno che 1’ equazione finita da cui deriva. Cosi nel 4° 



esempio , in cui m=3, n= 1, ed N — 4=m — 4=2, mancano appunto nella diffe- 
renziale finale due costanti. In qualche circostanza posson mancarne di più , come 
nel 2°. esempio, ove essendo m= 3, n=2,si avrebbe N. — l=Jm(m-4-l) —4=5, 
mentre le costanti eliminate son sei : se ne intenderà facilmente la cagione : 2°. che 
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la scelta delle costanti da eliminarsi e di quelle da rilasciarsi essendo arbitraria, da 
ima stessa equazione finita posson derivarsi molte equazioni difl'erenziali di un ordi- 
ne stesso, e indeterminatamente differenti fra loro in ragione delle costanti elimi- 
nate nell’ una, rilasciate nell’ altre. Cosi nel 1°. esempio, se si fosse eliminato r 



fdx\ ( dx\ 

in luogo di a, avremmo avuto J — J-Htj — 0. 



, 'dx\ ( dx\ 

\ dy. 

1274. Ma passiamo ad altro genere di equazioni, e si abbia in primo luogo 
u= (x), j', z, ec )—0; sarà qui pure x funzione di r, z, cc.; oude posto per 



Wtilì «.remo Jfi= (048) J ‘ 






-i- ec. 



/'fìu 



dr -, 



HCvXsXsK*)}* 












-hec. 



Wr 

1 275. Si abbia in secondo luogo uz=y(F, f, ec. , x, r, z, ec.)— 0, e si suppon- 
gano F,f, ec. funzioni indeterminate o arbitrarie di x, v, r, ec.; sarà come per 

l’ avanti x funzione di y, r, ec ; e quindi (1266) d ^ -y — ^ | X 

^{mya)Y~ -«-{(gx^éK - 

( ClxXX } ji+ “ ■' ” d ' p °“ i i,= (S')" ,+ C(7'} v+ " + 

^-)fx-+-^-)ilf+ Vi ;-f-ec. , posti dunque i valori di dF, df;ec. e di 
J,, il .«.U di ir diverrà (*){ W^)* 



{(£x£w£)} + ~ (£ x£k£> 



c cangiato jr in r, w. 



ec. avremo i cocflìcicnti di tlz, ìIm, ec. 

4 276. E qui pure avranno evidentemente luogo i teoremi già dimostrali (4274) 
rapporto all* annullamento di ciascun differenziale si parziale che esatto, al numero 
dell 1 equazioni che posson dedursene coesistenti alla proposta, e all 9 uso che può 
farsene per 1* eliminazioni. Ma ciò che nel caso attuale maggiormente importa d'e- 
liminare sono le funzioni arbitrarie. Su di che è da osservarsi che ognuua delle fun- 
zioni primitive F, f t ec. spettanti alla proposta ne introduce ad ogni differenzia- 
zione una nuova F\f\ ec. (4224),dimodochè se il numero delle primitive sia r, 
e si spinganole differenziazioni fino all'ordine n siuo , se ne avranno altre nr , che 
con quelle della proposta faranno in tutte r(n-M) quantità da eliminarsi, onde po- 
ter giungere ad un'equazione finale spogliata affatto d'indeterminate. A quest’effet- 
to converrà dunque portare le differenziazioni fino al punto, che il numero IV(4272) 
risulti >r(«-+*4). Cosi se, come f»iu ordinariamente accade , non si abbiano clic 
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MI 

Ire sole variabili, nel qual caso 2V= \ (w-H)(n-^2), dovrà rendersi y (n-HX'H-2) 
^/•(w-4-1), ossia n>2r — 2; cioè dovremo spingere le differenziazioni fino all* or- 
dine n=2r — 1, e Calta poi l’eliminazione resteranno non una soltanto , ma 
4)(/i-H2) — r(/t-4-1) = r equazioni differenziali dell’ordine n, tutte spogliate di 
luuzioni arbitrarie. Che se r= 2 , sarà /i=3 , cioè dovremo differenziar tre volte, 
e potremo avere fino a due differenti equazioni del terz’ ordine, libere, coinè 
abbiamo detto, da ogni funzione indeterminata, e che, secondo ciò che abbiamo 
già annuuziato di sopra (1272), potranno impiegarsi nell’ eliminazione d’ una co- 
stante. 

1277. Queste regole, in ciò che specialmente è relativo al numero delle diffe- 
renziazioni , e a quello dell’ equazioni residue finali , possono subir molte eccezioni 
nei diversi casi particolari. Così non è raro che i rapporti scambievoli delie funzio- 
ni c. dispensino dal differenziare tante volte quante la teoria esigerebbe; il 

die soprattutto accade quando F, f tc. sieno funzioni di una medesima quantità , 
benché differenti comunque fra loro. Di ciò ecco un facile esempio , clic servirà 
anche all’oggetto di mostrare come possa talora operarsi l’eliminazione senza far 
caso delle formule generali , che per la loro complicanza riescirebbero di peno- 
sissima applicazione. 

y y y y 

Sia u=xy (— ) -f-'i' ( — ) — r=0. Ne trarremo z=^xy (- — ) ( : — ) ; « 

XX XX 

differenziando parzialmente prima per x, poi per y, otterremo (1237) 1*. 




f *■(£>.*(£)-*£> -^c*) ■ * u 

4*. si moltiplichi per x, la 2’. per y, e si sommino i due prodotti, avremo 3*. 

=xf (— ) . Questa differenziata di nuovo prima per x, poi per 

* dari 4 '(è)^£m££) =? ?,( r ) ’ x 

(di^) t) =?' & ’ ie qu,ii ' eiimin8Ddone f'( j ) » * 

stituendo il valore di y ) rilevato dalla 3*., daranno infine x a -^^-+-2x> X 
Qui dunque due diflerenziazioni sono state sufficienti ad eliminare le due fun- 



zioni, per il che 
rebbe accaduto 




neppur si è dovuto impiegare l’equazion primitiva. Non cosi sa- 
riguardo all’equazione :=f( x-f-y ) -Hry'p( x— ). I valori di 

basterebbero ad eliminare la funzione f' derivala di p, ma restereb- 
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323 



be un’ equazione con f,f - Successivamente i valori di ( - — , f — 

\dx * / ' dxd )‘ ' ' dj k% s 

darebbero tre nuove equazioni con le funzioni ’J/ 1 , y' e le nuove derivate Si 

avrebber dunque cinque quantità da eliminarsi , e cinque sole equazioni. Ma se si 

aggiunge una terza differenziazione, e si calcolano i valori di ( — - ^ ^ 

\dx'J \dx'dy J 

( d'z -v scPz \ . .. 

dxdy 1 J ’ \d~~ s )’ ' ‘l 11 * ' non i nlr0f l uc0n n rbe le sole derivate f"’, ip'", avremo 

allora nove equazioni , e sette sole funzioni da eliminare ; al cbe occorrendo sole 
otto equazioni , ne potremo conseguir due del lerz’ ordine senza veruna funzione 
arbitraria . 



Applicazioni del Calcolo Differenziale 



Sviluppo delle funzioni in serie 

127R. Sia u=s(x), e debba svilupparsi questa funzione in 
serie ordinata perle potenze intere e positive di x. Supporre- 
mo u—q+q t x-\-q t x 2 -\-q ec , e in primo luogo i coeffi- 
cienti <7, <7,, <7,, ec. saranno tutti indipendenti da x (421). Inol- 
tre se, fatto x=o,u si cangi in u,, sarà il primo termine q=u, 
( 436 . 3 °.). Infine successivamente differenziando , presa dx co- 
stante, si avranno l’ equazioni 
du 

jj==qi-l-2q«ar-(-3ijnx , -I-‘lq,x 1 -t-57sx*-l- ec. 
d*u 

- — =1 ,2q 1 -4-2.3qrx-t-3.4qjx * ec. 

dx* 

d^u 

==f.2.3<7v-H2.3.4^4X-f-3.4.5<75.r *-4-ec. ; ed in generale 

ax 

d"u 

j^ t = i 2 3 n <7.+2 3.4 (n-H)q„ +I x+ec. 

e fatto in tutte x=o , dalla prima di queste equazioni si otterrà 
9'=^, dalla seconda 9» === ^~ U ;» dalla terza 

rale dall ! n s,ma , q — 23 — ’ P urr ^ anc h® nei quozienti 
d * u d»u 

dr*’dTn S ' P on s a 37=0 • 

Esempi . Sia u—senx : sarà q—u,=o, — = (1227) cosx , 
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ut.. //'»! dMi a*K j 

= — jctix, ^~j== — cosx,j~ K —senx 9 ^ =co5X , ec. ; onde 

< 

posto x=o, avremo f,=i» ^«—o, <71*= <74 °» 9 ; " 

i x 1 x« ., . 

- ^ -■ , ec. e quindi senx^=*x — — -f- 2.3.4". 5 — ec ' come S ,a 81 
sapeva (806). 

Sia u=e ; avremo q=v°=\ x j£=“{\iio)e , — e , •• 

ec. ,e in conseguenza <7 ,=e"— 1 , q x =\ x < /* == 2^>?4 == 

<ix’ 

237, ec. ed e T =H-r+ V ~ 1 ~ Ó “ f ‘ iTT*"* 0 ' 

. , , <iu * 

Sia «=j/(a 5 — x')i dunque q=a, y (a a_*,) • • * 

a* <*’«__ 3a»x <f*u 3a‘(«» -4-4x0 

J/(a’— x*)» ’ d7 1== p(a>_x*) 5 ’rix*"" J/(a*_ x*) 7 

ec. ; onde<7,=o, <7,-=— <7 j*=“0, <7*= — ’ eC ‘ ^ un ‘ 

que V{a'—x*) =a— £■ — -gr— ec. (»ifi). 

Sia u—log( i - 4 -a;), avremo q=log\=o ( 444 - 1 °)’ — 

4 fl*u 4 <Tu 2 2.3 

- s , ec.; onde <7,==*=! » q^—\ > 7 s=^=t> 94 = 

rtr» <7 S =±t. e /og(t±:^)==±:^— T a - j- f-J— ec -( 455 )- 
1279. Si noti che qualora lo sviluppo per le potenze in- 
tere e positive delia variabile sia di sua natura impossibile , a- 
vremo dei risultamenti o assurdi, o per lo meno insignificanti: tale 
è il caso di u=ìogx, per cui si avrebbe <7=*— co (44 4-5 )>< 7 < =<lC ,ec * 
Tale è parimente quello di cotx , per cui si avrebbe <7=* 
(781.4°) : tale finalmente quello di tutte le espressioni fraziona- 
rie, il cui denominatore è multiplo di x n , mentre in tal caso 

i denominatori dei coefficienti differenziali ^ » ^77 > ec * lt anno 

per fattore una potenza di x, e divengono infiniti facendovi x- o. 
Volendone lo sviluppo in serie converrà atteuersi alla regola già 
data altrove ( 43 ò‘.t°). 
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1 280. Il metodo precedente, detto metodo di Macìaurin 
dal nome del suo inventore, si applica alla ricerca diretta degli 

integrali Jxiidx , f , j c x dx, Jdxcosx, ec. , che noi già 

trovammo per via indiretta (1257). Pongasi infatti u= J x"dx ; 

sarà d - =x», ^ =n* , ^ = n(n- 1 )* , — 

i)(« — 2). .. 3 . 2.1 ; dunque, fatto x=o (1278), si avrà <7,=o, <7, 
n(n-1)(n— 2)...3.2.( ... r „ 

=0, <7-,=o, q n+i =— — , quindi u^Jx dx=~ 

n-H x*+' . 

= ^ -l- n+T * °' e 9 è Ja costan te, poiché non 

contiene x ( ivi JE 

Pongasi u= / - — , sarà - =* — , — =— . „ 

J <-Hx rfx i-t-x* rfx» (f-t-x ) 1 <ix’ 

2 2.3 

"(T^F » di r— 77 w > ec - » e P erc ‘ ò ?i= a, »f.=Hi?i«}. 



Pongasi u= Jdxcosx-, avremo ^ =cos.r, — senx , 

cPu dMi , 4 

;gr=— «w*» —^seruc, ec. * e quindi ? x =i,f ,=<>, <75=— 

^ 4 =o, ec., e J dxcosx = q-\rx — ^x 3 -\- ec.=^-f-.. 

jcrir (806). 

c* C x 1 du x d x u x d^u x 

Sia ““-\/ e dx, avremo -=e , ^=e , ^=0 , ec. • ?I 

4 « jr 4 y l 

=1, q,=j, 7*,=— ,e Je e c. =q-\r 

e x (46 1). 

1281. Ma passiamo a più importanti applicazioni , e sia più 

in generale u=>p('u-t-jj). Premetteremo che come d"u= 

dx? l ’? n (<ù-tr-x) sarebbe in tal caso il differenziale n u,no di u per 
a: (1246), così d"u = d'^ n fn( r j) - f-.r) sarebbe il differenziale 
n ,imo di u per <w. E poiché da queste due espressioni risulta 
A n ti A*u . , , . . rf<iu 

Av*' m uo S° du °q ue del rapporto — potremo sostitui- 
te in q n ( 1278} il suo equivalente ~ n , ossia inleiideu- 
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do die la differenziazione debba allora farsi per a, e che c/w deb- 

fÌ"o(f.>-f-x) V 

ba considerarsi costante. Avremo perciò q^== • Ma 

deve porsi x=o (ivi), dunque infine ^n= ^ >|f/ — • Quindi 

cangiato per semplicità 9(6)) in 9, e riflettendo che ^=u'==9(«) 

=? > avremo 9(tì-H*) = ?“*- ^ “* 

. rfv fi*® „ fi 1 » » , 

E permutato xm-x,fp(co-x)^f--~x-y^j—^x -+* 00 * 

onde in generale <p(a±:x)=<p±~ x-\- x3 ~^ ec ' 

Teorema celebre di Taylor , che dà il valor di una funzione 
qualunque 9 di tì, quando tì vi si cangia a in a -£#• 

Per vederne la verità in un esempio semplice, sia 9 t==y2 
aco— t— 1 e si cerchi il valor di questa quantità sostituendo tì-f-i 

ad «. Avremo x=i , ^=*2tì — ' ec ' ’ dunque 

© si cangia in tì 2 — atì-f-i-f-2W — 2-t-i=tì 2 , il che è evidente. 

Ma cerone altre applicazioni. 

„ , d? m— ( rf*f m(m— l) w 

1202. bia dunque -=m 4 ) ’ 2 * * 

m— 2 , . m— 1 . m(m— Q. «— 2 . , . __ 

tì . ee.,c aH ^ ® x neo. 

, <i® fi * ? fi 1 ? 

Sia f=scnto, onde j^==costì,^;— — 5eni> » 53; cosca, 

I 1 X 1 

ec., c sarà senftì-t-;e)=5ewtì-+-.rcostì— ~ senfr)-t-T~-[ costì -t-ec. 

X 1 

(Rog.d 0 ) . Parimente si troverà cosftì-t-x)=costìqzxsentì j-X 

x* . . x x 1 trnM 

cosa± — sentì-+-ec. -, tang(u^zx)==tangto-±:p^; ) -f- cojV) — 

x'(l-i-2scn*ti>) 

3^Z hCC ’ 

Sin ? =j". -ri, “• « 

. Mtfcx ,u x*i** x*ri . 

i =£ ( i-t-x/&-l — dr ) 

Sia 9 un arco il cui seno è tì, che indicheremo con C-~ 
A sento; dunque dy— d(A sento) =* (ia 3 a.i 0 ) .p^YT»")’ onde 

T. IL i5 
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ec. e 



di: 

d(o 



t 

^({—0,1) • fa' 



d'f 



<-+-2w* 



A seni to-+-cc)—Asena-t- 



* da'" yo— «’)* 

X (M t* 

'■ ■ — — I— * — ■ ■ . . -4— pp 

J/(<— *>») ^ 2J/(4_w*)’ C 



Trove- 



remo egualmente Acos(co ± x)=Aeos^~^r 
^Pec. 

Queste serie sono altissime a calcolare l’arco, che corrisponde a un seno o co- 
seno dato. Preso dalle Tavole Parco più vicino, la differenza del suo seno w dal 

dato renderà x piccolissimo; e si avrà Parco cercato aggiungendo ZÌI — -4-,... 

y COSf 

senrpx % 

2cos*<p ~ eC ‘ a quello il cui seno è &>. Osservate 4°. che la serie è sì convergente 

che i due primi termini danno l’esattezza fino a circa un centomillesimo di] se- 
condo; 2°. che Parco è espresso in parli del raggio, e per ridurlo a gradi, o a mi- 
nuti , o secondi converrà moltiplicarlo per r°, o per r', o per r M (678). 

4283. La serie di Taylor suppone che nello sviluppainento di non 

ahbian luogo che le sole potenze intere e positive di x. Ora è facile dimostrare 
che in effetto queste potenze non possono esser giammai negative, e neppur posson 
divenir frazionarie, almeno finché x vi resta indeterminata. Infatti se qualche espo- 
nente di x risultasse negativo, il termine corrispondente diverrebbe infinito, qualo- 
ra si ponesse x=0 (4204), e si avrebbe l’equazione assurda y(m)^y (&)}-*- oo ; e se 
qualche esponente divenisse frazionario, il termine corrispondente avrebbe altret- 
tanti valori quante unità sarebbero nel denominatore delle frazione (304), onde lo 
sviluppamelo ne avrebbe più della funzione implicita y(w-f-x), la quale d’ altron- 
de non può averne che quanti ne competono al primo termine p(w), essendo chia- 
ro che il cangiamento di w in w!±rx non altera nè il numero , nè il grado dei ra- 
dicali contenuti in ^p(&>). Ciò peraltro non si verificherebbe in generale se si attri- 
* • * 

buissero ad x dei valori particolari, come se si facesse xxsjs'b; poiché allora è e- 
vidente che dovrebbero aversi più valori in q>(«!±rx) che in y(«). In questo e in 
altri casi simili la forma della serie di Taylor sarebbe illusoria. 

4284. E poi chiaro che se in lungo di sviluppar la funzione j(w:irx) per le poten- 
ze di x, si fosse presa a sviluppare la funzione y(xlt&>) per le potenze di «, posta p 

... # . . . do d * p d'o 

per g>x, avremmo simdmenle ottenuto ©(x^w^sZT-r^-ev-f- w 5 ±- — T~iX 

dx 2 dx % 2.3 «x 3 

oiM-ec., serie la quale non differisce dall’altra che per l’istessa ricerca trovammo 
coi principj dell’Analisi derivata (440) , se non in quanto che i coefficienti delle 
successive potenze di w sono in quella rappresentali da ec. f in questa da 



d* 



? 



, — j — - , cc. Il divario non è però che apparente, e nasce da due diversi modi 
d’ esprimerà una cosa medesima. Infatti nell’ Analisi derivata, la derivata prima 
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dtp non è die il coefficiente , comunque trovato , che la prima potenza di w ha nel- 
lo sviluppo di p(x4l«), e questo stesso significato ha nella serie di Taylor il coef- 

dto 

fidente -—(4224). Nella prima l’altro coefficiente d*tp è H ri sul tu mento di un’opera- 
dx 

«ione fatta sopra df r corrispondente a quella die ha dovuto farsi sopra <p per far na- 

• • • . d *# (j[^a 

scer dy , come nella serie di Taylor il coefficiente - — - c il differenziale di — — , 
T dx 1 dx 

• . dv 

che si ottiene con le medesime operazioni, con le quali da tp si fa nascer y- . E 

dx 

cosi si dica degli altri coefficienti. L’un metodo conferma dunque la l)onlà dell’al- 
tro, e l’identità dei risultameli rende manifesta l’identità dei principj. 

1285. Si supponga adesso us=y(x,?'), e vogliasi io sviluppo di questa funzione 
in serie ordinata per le potenze e prodotti delle due variabili x, y. Porremo 

u=zq -H 7 . x x a 4-7, ** - 4-7 x* 4-ec. 

~ l,o 2,o r 3,o An 



- 4-7 x* -f*ec. 
4,o 



r + \i X ' Y - ( - eC - 

+ ’0.2 r * ,2 XJ "-* ! 2,2 X * ^3,2 Xy * +q A^ r * + e<? ‘ 

-+-ec. 

ove in ciascun termine il primo indice di q i relativo all’esponente di r, l’altro 
a quello di y. Se u si cangi in u' quando vi si pone ar== > =0, sarà al solito (1278) 
q 0 Inoltre se si diflerenzj il volle per x, supposto dx costante , e si faccia in 

segnilox=0,troveremo( ^\=1.2 3...n(<7 -rq 7+q y*+ec.), esesi diffe- 

o n,l n,i 

reni] questo valore il' volle per y, supposto dy costante, e si ponga dipoi ^—0, 
n-H» 1 

«vremof l = 1.2.3...B. 1.2.3. ..n'o ‘.Dunque q ,= 

1 d n+n u d n+n< li 

ù.i.., XI .i.3...;' (t 7')’ purcl,è in ('— TO adiffwntÌMÌonieses,,i * 

dx dy dx djr 

te si ponga issy^rO. Nei casi di n o «' nulli, ove si avrebbe q q = oo w 

o,n' ' 71,0 

noteremo che i coefficienti di tal forma appartengono solo alla prima colonna o- 
ri/.zonule , e alla prima verticale , nelle quali non vi è che Io sviluppo di f(x) e 

• r 

di f(y). Saran perciò (1278) q^^L-^, • 

d Y 

Perchè dunque il trovato valore di q f possa supplire ancora a questi due casi, bi- 
sognerà sopprimere nel denominatore I’ uno o l’ altro dei fattori 1 .2.3.../J, 1 .2.3...n* 
quando n o n 1 son nulli. 

4286. Proponiamoci per riprova insieme e per esempio di tutto questo lo svi* 
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aa8 



n-4~n' 



lappo di u=(x-|-i )». Troveremo ( A=m(/» — i )(m — — n-H I) 

K d X n d, nJ 



(m — tt)(m — n — 4)(m — n — 2 — n-—n , -\-i')(x-{-j'') , ove dovendo far- 

si ar=K=0 per dedurre q , è manifesto i°. che il valor di q . sarà nullo in 
rt,n fi, ir 

tutti i termini , ove non lo sia P esponente m — u— n\ o nei quali la somma n-j-n* 
degli iodici, e per conseguenza quella degli esponenLi delle due variabili (1284) , 
uon eguagli il grado m della potenza $ il che riduce subito la serie ad 



/72,0 TÌX— i , * 



y+q , , x “ — * r*+ ec - : 



2". che in questi termini residui dovrà aversi 

m(m — 1 )(m — — n-d-1 )(m — n)(m— n — 1 )(m — n — 2). ..(m — n — n'-H) 

^n,n' 

m(m -\)(m — 2).. .3.2.1 

o più semplicemente q . s= — -, ; — , per essere m — n — n< =0, 

1 1 • n,n' l.2.3...«Xl 2.3...«' r 

e perciò =1 1’ ultimo dei fattori nel numeratore. E poiché in {orza dell'equazio- 
ne medesima, se n'xp 0 , =1, =2, ec., si ha n=m, —rn — t, =m — 2 , ec. perciò 

m(m—l ) 

q =1, q zxm.q ,?= u , ec. , dunque fcjr«+mr*-'j+ 

7 />i,o /n— -1,1 m — 2,2 2 

m(m— 1) 

j — ex— ■ 'j*+ec. 

<287. Che se in u — f(x, y) si cangi x in oH-x, y in 0-( -y, ragionando nel 

d y(sH-x,9+>-) 



modo stesso che sopra (1 281) troveremo ( — - ■ . — — f 

^dx H dy n ' ^ 



dot di- 



> 



1 



Pauo adunque x=j^0 si avrà (1285) 1 < 2 3. * 






^ — 2_ \ . Perciò ponendo per più semplicità y(t*>,0) =f e sostituendo ( ivi) 
j...” jb" e 



y(r. ).0)\ 

(fw dO 

avremo y(&H-x, S-f-^)= 

( <?o \ i* / rf‘» \ x’ /■ «f’o s 

£) + -U* ) + r 3 (^) +ec - 

, ,/£\ . I *‘ r / ^ ^ | **' Y rf<? ^ I CC 

r/-£?\ x>y il'? \ . *•> V \ . ** >•* 



+ 2(^0*^ 2 



VÙwir y + U2 \do>',nF ) +ec 



formula che determina il valore che prende f(w,6) allorché le variabili oìfi vi sono 
aumentale respetlivamenle delle quantità x, y. 

<283. Con melodi eguali ai precedenti sì determinerà lo sviluppo di ìì=^ ?(■*), 
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2^9 

( /4-ipr-MhM-lxM-ec.)» 

r) ‘ >’*" M) ’ ee Ma ,, ' ieUo dl ~(j^ x +H x .+h's'+; èy “ ou 

, i ,, . ( f-+-ex~\-hx*-\-kx'-k-ec.y* 

terra multo piu pi untamente ponendo — : — =r-fGj4- 

r * (./Vg'i+A'i’-t-i'xVcc.)» 

//xM-ÀxM-/^rM“ec. : poiché latto secondo il solito x=0, sarà in primo luogo 

J m 

Fz= — rp . Quindi applicali i logaritmi a tutta l’equazione, difTereuziaudo , tuoi- 

/ 9 



tiplicaudo iu croce , e riducendo a zero si avrà j 



ff'G+nfg'F I 

‘~ m f'6 F ) 



lJf'H+{n+\)f s 'G+ 2 nfh'F. 

—(m—1 ì/"gG+0‘—m)gg'F ( =0 

— 2 rnhCF) 

Vf'K-H n+2) fg'H+{2n -H)/A'C-+- 3,,/k'F 

•—(ni — 2)y'g //-+-( n — m -H)g$'G-4-(2n— , m)gh'F 
i — (2/n —\\f'hG+{,n-2m)g'hF 

— ìmf'kF 

ec. ee. 

Glie se nx=0, avremo l’ evoluzione del polinomio (j-ì-fix-\-hx , -+-kx ì -i-ec.') m . 




Soluzione dell’ equa. ioni 

<289. Abbi si 1’ equazione > =: F (<u- 4 -x^( p)), e vogliasi il valore di 'pr fun- 
zione qualunque di J , ordinalo per le potenze di X. Fatto e posto 

jec. aari primieramente q ciò che diviene u con x=0. E poiché 
quest’ ipotesi dà y—Fo>, e perciò Uz=$(Fu) , avremo quindi immediatamente 
q=-ji(Ft>). Quanto agli altri coefficienti il noto metodo (4278) darà in generale 

4 / d*u\ . { d n u\ 

n — ■ ■. -1 — - }, a condizione che in ( — “ } si ponga in ultimo X=s0. Tutto 

'■ \.2.i....n'dx*/ \dx«y r 0 

/ d*u\ 

dunque si ridurrà a determinare pel caso nostro il valore di — J t 

A tale effetto si cominci dai differenziare per x ed o) tanto 1’ equazione data , 
quanto la supposta uxx-yy. Riflettendo che ) , e quindi fjr e ifij- sono di lor natura 

funzioni di i ed u , avremo dall’ una (4264) X 

F(u-h*?.i ), 2.* (~^=G-4-xp^i-^ F(&>-hx%y) ; e dall* altra 3.’^) — 
(<f ^r'V» Or le due prime, eliminata la nuova fuozioue 

F , da ii uo , e le due seconde , eliminata la nuova funzione y, 
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dinno (£)GDK3© * 1,0510 dumi,,e iu t i ue5ta ii ' ai ° |e ji (Q i ,re * 

fto dall’altra, avremo intanto Q =?r(^) • 

Frattanto poiché dà (S)=(£) ^> ^(£)=^' > (£) * 

Ora è ben chiaro (t 2-18) che quest’espressione può sempre riguardarsi come il 
coefficiente del differenziale per ai di una nuova funzione di y differente da u , e 

che potremo rappresentare con u' ; il che supposto , avremo ^ 

e l’equazione fy^^ potrà dunque cangiarsi nell’altra 

Se questa si differenzi di nuovo per x , otterremo 6.* — ^—^=0250 2’) 

\dx‘ ) \U<MÌx) ' 



|4P| 



Or siccome dall’ essersi supposto u funzione di y, ne è derivata rap- 

porlo ad u la relazione , la stessa relazione deve evidentemente 

aver luogo anche rapporto ad u 1 , che al pari di u rappresenta genericamente una 
funzione di y, Dunque (£)-© , c quindi per la 5.* (£)=”•©■ 

valore che sostituito nella 6. 1 darà in secondo luogo I ^ (iòw)) 1 

( SU ) 

ove per fy* intendiamo il quadralo della funzione fy. 

Osservando qui pure che fy 1 può sempre riguardarsi come il coeffi- 

ciente del difTerenziale per « di una nuova funzione u" di r, e che dunque può farsi 

,j... f j /du"\ 

7J 



, che diffe- 
modo mede- 



iP }-C=3 

e " 1 d,ti *•' (S)= (r5:)= { J ■ <*• 

simo che dall’ essere u' funzione di y, si è di sopra concluso do- 
vremo dunque eguabuente concludere con c ^ ie ?•* dà ^ 






'dii 

Vdu 



D* e tj,,inji i ’ 8 *- (£)=| • 
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Continuando a ragionare ed operare nella guisa medesima troveremo in gene- 

,di\ 



rale 



U-(?r-Q) | 
I J 



valore richiesto, e che fattovi x=0, deve 

darci quello di y„ , e quindi quello di u o di Or , come già osservammo, la 

/ du\ 

condizione di x = 0, dà jr=sFoi, e quindi fjr = f (/’«), I^-1=I — — — 1 ; 
posti dunque per comodo ^(/w) = 'p(Eai) avremo 4. 2. 3 n 9,~ 

< \ \dw// > , e di qui per la serie cercata 

\ dùi n ~ mm 1 / 

dr ( d l\ d'r'(¥), 

/d-k\ ( w)x> f v*"/)*» 



1290. Se in luogo di j-*)) abbiasi più semplicemente ^=rw-4-... 

xp r, la serie non diligerà di forma , ma allora avremo ^ f = q>w. Se poi 

abbiasi più semplicemente y = at-f*?!/» dovrà farei x =H, e in tal caso posti i nuo- 



vi valori di <p e di ip, e osservando che 



«/(•<£ w) 
<fw 



risulterà 



u =Tpy +- 






-+-«c. 



2rfw 2.3rf«» 2.3.4 </m’ 

serie rinomatissima , che dal nome dell'insigne suo primo discopritore, vitue ^co- 
munemente appellata Teorema di La Grange. 

i 291. E se finalmente, supposto sempre jrzs&+fy $ si cerchi non yfty ma y t 

y d'bt* 

sarà allora tyy z=zy, e quindi ancora = e ~ — s^u^^onde avremo 

d(fo> * ) d % (?w 3 ) d\ ©w 4 ) 

4292. Queste serie, ma le due ultime in special modo, sono d’un uso fre- 
quentissimo tanto nell’Analisi più elevata che nelle Scienze Fisico-Matematiche. 
Eccone intanto alcune belle ed utili applicazioni. 

I*. Sia l’equazione Eszz+esenE, e vogliasi il valore dell’arco E. Uconfron- 
to di questa con l’ equazione vxx&H-f’J'" (4290) d'n yz=E , <■>=*, f ì z=esenE, e 
quindi fto—esenz ; e poiché si cerca non ipjr ma r, ossia E, dall* ultima serie(4294) 
avremo dunque 

e . 1 d(scn 5 z) e'd 1 (jrn’ -) e i cP(scn*z') 



E = r-+-« xe«;-+- 



2 dz 



e* 



2.3dr* 
e» 



2.3.4dz’ 



- 4 -ec, ovvero (833) 



E=z-+e «/»;-+- ^yd() — cos 2i)-+- -d % (3senz— sen3z)4- y *P(3 — 

4coj2;-4-co.4z)+ cc.; ed e (Te tt uste le differenziazioni 
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e * e 1 e* 

lì ; z-i-e senH — -~sen2 z — — (scnz — 3sen3 -) — — (.rrn2i — 2seni *)H-ec. 

2 8 o 

serie che ordinata per i seni degli archi multipli di z, e limitati i calcoli lino al- 
le quarte potenze di e, si converte nell’altra alquanto più regolare, e comoda 

e 1 e * e * 3 e* 

lì — z-t- (e — - )sen z-+- ( — -— ) sen2 z-i — —e'sen3 z seri 4z 

8 2 6 8 3 

1293. II*. Dalla medesima equazione vogliasi il valore di cosE. Avremo 
come sopra _>*= E, fa— z, f J** z= cscitE, yo> = esent, e di piini y=scosE, e quin- 
di i(u= cosz, e Tp’u — — Stiiiz . 11 Teorema di La-Grange ( 1 290) darà duuque 

c ‘ d^sen^z) e'U 1 (reu'z) ' 

coshzzxosz— eseu * z_ i _ ec. 

2dz 23 de» 

d’onde operando come sopra, e limitandoci alla terza potenza di e , trarremo 

9 r» 3 

cosEazz— 5e-H(l ~-)coi;-i-( je — J e , )co*2z-K' e a co«3;-+- -cor4z 

® / o 3 

1294. III*. Con l’equazione E =z-{-eseiiE, abbiasi l’altra tanfi j y 

r 1 — c 

tanfi j A', e vogliasi il valor di v dato per z ed e. 

Primieramente è da osservarsi come la nuova equazione esattamente coinci- 
de quanto alla l'orma con l’ altra tang{' i a—s)z= identica alla già 

l—{ 

nota (819) laiifi(s— J.i)— — ^ang\-a, per la quale abbiamo (fri) s = ijen<z— 

^i*je«2«-f-ji , sen3a— |A*aeH4a-+-ec. E poiché nel caso nostro a=.E, J a « — 

, b ~ 1 « a , 1— V(l— e») . , , . 

1 f e — — p - — — , d onde o— j introdotti dunque nella se- 

rie questi valori , eccella ilo per ora quello di b, troveremo 

v— E — 2bse.n lì-\- * b 1 leu! fi — ^btsenA E— ec. 

Or siccome dall’ equazione primitiva Ezzzz-A-esenE abbiamo già avuto il valor di 
E dato per z ed e (1292), nou altro rimarrà che dedurne quelli di senE, sett2E,e c. 
o quello in generale di sennE, per aver , come vogliamo, v in funzione di z ed e. 
Applicando dunque al caso il Teorema di La - Grange , posti come sopì * » y—E r 
u=z,fUz=esenz,nì iaccia 'pyzzzsenn E, d’onde y'.i IC71UZ, e 'Puzzzjzcosn : ; avremo 

„ 70 . ite * d(sen * zcntitz) nc’' d * ''xen' cosmi 

sani Izzzz sen n,-+-iiesenzciisnz-\- — — ' _i_ ' _l. 

2 tfs 2.3 <Lt» 

ne* <P(sent zcosnzì) 

2~3.4 hcc. ; ovvero sennE— senn-3~nctcmcosnz-\-ne' X 



d(t—cos2 z)cosnz d'(3sen--irn3z)cosnz if(3— 4cos2z-bcos4z)cosm 

' IE ^ T3.^F— TJÀld? e 

Convertendo ora i prodotti dei seni e coseni in seni e coseui semplici, ed ese- 
guendo le indicate differenziazioni , ollcrremo 
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un nE = ,en nz+ £ f 1 _ . . 

2 \ «4-se»(i — /*)* / 2 't -+-{ 2 — n)scn( 2 — n)z 

* ne * # — 3(i-Hi)**en(4-f-Ji):w3(<— n) a #e#i(l— Ji)s \ ' 

*-»"*• J+13TI+ (3+ n) ., e ,,(3+« )5 + (3 — «) * »<«(3— n) j f ”^* *** 

Di qui , limitando i calcoli fino alla leraa potenza di e , dedurremo 

un E =s ( 1 — y e * ) un \e — J.e'>e/i2i-f- i e * sen3z-+- j e'seni s 

ae«2 1? =— csenz-\-( I — e 1 )sen2 . -t-e«eu3 ;-t~e * se«4 s 

sen3E= — Jej»«2 ;-4-re«3»-+-j eretti : 

seniE =seniz 

■„«« ,*U .1 L„ . =_ =_ 0-1 (^..■j.K'^O-^-)) 

< W+V (<--*)) 

— — — -=(216)- - — z=—\e — ie 1 — ec. , e quindi A* = 

l+J/fl—e 1 ) 2 _t e »_| e i— ec. 18 ’ * 

«M-ec., A’zc-Je’ — ec. , A^= - -e^-t-ec. ; sostituiti dunque lutti questi ri- 

lori , e quello di E (1292) nel valore di v, e limitando i calcoli alle quarte poten- 
ze di e, troveremo in ultimo 

, e\ 5 li 13 103 

v — ;-t-(2e )ienz-t-(— e* — ^e<)ren2z-+- — e\se«3*-4-^-j e'seniz 

1295. IV*. Debba risolversi l’equazione generale, 0=a-+-A i -hcy 1 - 4 -d > M-ec. 

«lei grado qualunque m. Poiché dividendola per A, e tacendo — - n.*A — w, 9 ^= — 

ci *-l-(/» 5 -hec. ... , , . . 

- , essa si cangia in y — to-+-y 1 , potremo dunque tar uso per risol- 

i(w>) 1 cu*-+-tl 6 >M-ec* 

vena della serie ( 1 29 1 )^=u-l- 9 iw-( — H ec., ponendo — ■ 

2 tiw 0 

e a operazione finita restituendo — a.A in luogo di < 0 . Se per esempio m=2, sarà 
e » ■ * C6> * 

fi •=— ' , e 9 * 0 ,= . Sostituendo dunque, difierenziando e punendo infine 

A A 

0 a*c 4a'c * 5.6a*c J 



s.=_ T , troveremo^-—— 



2.3A7 



4296. V*. Abbiasi per ultimo 1* equazione a — b ^ -Hy *-=0, e voglia conoscersi 

il valore dir*. Riduceudo la propositi ad r=-jH — - )"> e paragoni, odola cou 1* 

b b 

altra avremo (*)= -p , a»> =— e quindi j e poiché si 

b b' b 

éerca y", sarà '^=> e , ^ f w=n&> w “— f . Quindi il Teorema di La-Grange, 



n(»H-2m— 4)c* 

+ 2 T* * 



fatte le opportune differenziazioni, darà y*=sxù n - )r ut 

b 

w(/H-3m — 2)c 3 , „ a » 

— * H — w *-+-3« — 3 -+-«c*; e posto il valor di w , 

2 . 36 * 6 
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234 



a* / 

»=— li 

6 - V 



f»=— I <-+ 

a V«_5 c V 



fica* — ‘ n(n-f-2m — () a 1 * — *c* n(n-4-3m — <)(;i+3/n — 2) 



4* 



£— 



2. 3 



i 5 « 



-+- ec. 



Questo metodo non dà per altro che un solo valore di^*, mentre ne dovrem- 
mo aver m, cioè tanti quanti esser possono i valori o radici di y nell’ equazione 
proposta (260) j il che puh egualmente avvertirsi rapporto al valor di >’ trovato nel 
problema precedente. La-Grange ha dimostralo che quest’ unico valore appartiene 
alla più piccola fra tutte le radici. 



Rotti che ti riducono a — 



<297. Abbiamo altrove osservalo (176), che se il rotto —, ove P, Q si sup- 

pougon funzioni di x, si riduce a — quando vi si pone xxxa, i termini P, Q 
hanno una o più volte x—a per fattore comune; e per conoscere il significalo ilei 
rotto — convien ridurre il rotto — alla piu semplice espressione , spogliandolo 

del fallor comune x—a. Or da questa operazione , spesso difficoltosissima , e tal- 
volta anche impossibile ad eseguirsi coi melodi ordinarj dell’Algebra , dispensa il 
Calcolo differenziale nel modo che segue. 

Premetteremo che se il fattore x — a entra m volte in P, onde abbiasi P— 
(x— a) m fx, non entrerà che m — 1 volte in dP, essendoché dPxcm(x — a') m ~ , dxyx 
; e per la ragione stessa non entrerà che m — 2 volte in il ' P, m— 3 
volle in d ì P, ec; mancherà affatto in d m P. Lo stesso si dica per dQ, d * Q, d' Q, 
P 

ec. Si ponga frattanto — =y; avremo P — Qy, e dP — Qdy-PydQ. Ora se P 

e Q non contengono che una sola volta il fattore x—a, dP e dQ non lo avranno, 
e perciò posto x=xa diverrà nullo Q, ma non dP nè dQ, ed avremo in quest’ i- 

dP 

potesi y— , purché in dP e dQ ti ponga x—a. Che se x—a è contenuto due 

volte in P ed in Q, sarà contenuto una volta in dP e dQ, e l’ ipotesi di x=r a ri- 
ti dP. . „ , 

duna a — il valore di^'— jq‘ nia ‘l ue5ta equazione trattala allora come la pre- 
cedente darà d* P = dQdy+yd* Q , ove il solo dQ contiene x — a; onde posto 

d* P 

x=xa, avremo d * P—yd % Q, ossia yz= Proseguendo a ragionare nel mo- 

do medesimo per i casi di x—a ripetuto un numero maggiore di volle in P e Q, 

d*P i 

ci condurremo a stabilire in generale j = ■ — , esseudo d“P, d’Q i primi dei 

d*(^ 
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differenziali dii®, Q che l’ipotesi di xz=a non annnlU. Che se l’uno dei due si 

annullasse prima dell’altro, ciò paleserebbe il fattore x — a contenuto più volte in 

P che in Q, o viceversa, ed^' sarebbe nullo nell’un caso, infinito nell’altro (<77). 

P x * 3x+2 0 

Esempj. 1°. Sia — = — - — che x=l riduce a—. Sarà dP^(2x — 

dP 2x— 3 

i)dx , dQ—lxdx, — , che fatto x=( risulta :=■— j, come già trovata» 

«y Ix 

mo col metodo algebrico (176.1°). 

no c- P V(2« , x— x*)— aV“*x , 

11°. Sia — - = r , ed x=a. Avremo y sx . 

a — yax 1 

4(a ì — 2x') 4a l ’a 5 4 4 <6 

— 1/ — — a - 1 o— — a. 

al/ „ , ,s, ** 3 9 9 

iy ax(2a'~x') * 

III". Sia —= - X f X - che x=f riduce a — . Avremo 

Q (x_l)/x 0 dQ J 

Ix . 0 

, che nuovamente diviene — con x=l . Passando dunque alla secoo- 

/x-H — l:x 0 

d*P\ |;x 

da differenziazione, avremo — — — = - , che fatto x=l, dà r — l. 

d*Q I :x-M:x* * 

P a * b * _ 0 

IV". Sia — = clie diviene - quando x=0. Applicando la regola trove- 



remo — b*lb ; e posto x=0 , yz=:la—lb. Ciò si riscontra facilmen- 

te ponendo i valori di a*, e h* (461), schisando per x, e facendo x=0. 

P 1 — senx-\r-cosx 0 

V". Abbiasi — , che posto x=lit diviene— .11 metodo da- 

Q senx-¥-cosx — 1 3 0 

rà in questo caso . 

a x ala+alx x r x 0 

VI". Abbiansi le due frazioni ■ ■ — - , — che divengono— la 

a — y (iax — x’) I — x-4-fx ^ 0 

prima con x=a , la seconda con x=l. Troveremo che in questi respettivi casi il 

vero valore della prima è — 1, quello della seconda — 2. 

. P x 1 — ax* — n’x+a 1 , . , 0 

VU . aia infine — = , che xxxa riduce a — .Troveremo che 

Q x’_ 0 

x=ra rende nullo dP , ma non dQ , onde il valor di -jj è in questo caso nullo , 

ai— j* 

come per l’ opposta ragione è infinito per la frazione - ■ . 

a* — 2a’x-i-2ax’ — xi 

129S. Questo metodo semplicissimo non è per altro applierbile al caso clic il 
fattore x — a comune ai due termini P,Q sia elevato nell’ uno e nell’altro ad nna 
potenza frazionaria, come per esempio addiviene quando l’uno o l’altro, o arnbe- 
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«lue son compresi sotto un segno radicale. Infatti se Ps=(x-~ù) n ?or , dP conterrai 
dxfx 

necessariamente il termine „ x , che *z=:a rende infinito, il che accader» 

«(.r — a) ~n 

|>er tutte le differenziazioni successive, ciascuna delle quali aumenta l’ esponente 

d"P 

del denominatore- Lo stesso avverrà rapporto a dQ , talché da >*= - - non avre- 

d*Q 

mo giammai un' espressione finita. In tal caso sieno P f , Q 1 i valori di P,Q quan- 
do vi si cangia x in x-r-Zi, essendo h un* arbitraria qualunque; P' , Q'' sieno quelli 
di P f , Q' quando x vi si cangia in a, e che visibilmente corrisponderanno a 
quelli di P , Q quando vi si pone x = a-+-h. Sviluppando P', Q 1 in serie or- 

. P' PH-^/i-i-P/z>-4-C/PH-ec. , 

dinate per le poterne d. A, avremo ^ e fatto «a, 

. „ _ , P" A-\-Bh-\-Ch'-\- ec. 

nel qual caso ti lia in ipotesi P=O,Qx=0, sara A»-+- c ~' ** 

P< , P 

faccia A=cO j il nuovo valore di ^ corrisponderà in tal caso a quello di qnan* 

, P" A 

do vi si cangia semplicemente x in a f e come A=0 , da — , , dunque altreal 
, valore richiesto. 

Q A" 

Può accadere che l'ipotesi di x=a renda nulli A ed A' in P",Q U , come pure 
che renda nulli B e B',C e C,ec. In tal caso sieno Rh m , R' A- i primi termini che 

P" Rh m -hSh”-*-‘-hec. R-hSh -t-rc. 

x=a non rende nulli nelle due serie. Sarà 



Q’< ec. fl-i-6'A-rcc. 

P R 

e fatto Come sopra A=0, concluderemo — — ^ • 

<299. Da tutto ciò si trae la seguente regola generale, per aver il Valore di 

P . 0 

nel caso che x=sa riduca questo rotto a — : pongasi x=a-+-A, si sviluppino ■ 

Q ..... 

due termini P, Q in serie ordinate per le potenze di A, si dividano le due serie 
1» u nil per l’altra, si schisi il quoziente quante Volte è possibile per A, si faccia in 
seguito A— 11 , e il nuovo quoziente darà il valore richiesto. Che se A=0 renderà in- 
teramente nulli o P, o Q, il valor eli jj , a cui xx=a riduce il rotto proposto, sarà 
visibilmente nullo nel primo caso, infinito nel secondo. Si venga agli esempj. 

P (j 1 — d 5 V 

1°. Abbiasi —x=- Y i- . Posto a -(-A in luogo di X, avremo P''= z 

Q (x— ay 

SS 5 s f 3 « 1 S 

(2uA4-A'*) t =A t (2a+A) T =A T t (2a) T -+- |(2o) T A-f-ec. f,Q"=A r . Dividendo 
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P' 1 ' per Q" , schisando, e facendo h=0 verri (2 a) valore richiesto. Ed infatti 

(x 1 _<J i ) 5 . , * 

t/ - =s y ( ) slMr+a) , eh ti=s riduce a (2a) . 

( r — \ x— « / 

H°- Sia-- = .. Posto x=a-+-A, troveremo P"=l//i(a — 

x — a 

i * _■ V pii « _> 

) — A (u — y a A— ec.) , Q'I = A T , 1 — Ja T À — ec. che fat- 

to A=0, si riduce a p'a valore cercato. 

e- ? 11 — 4nx 1 -t-7a a x— • 2a'— 2a^p'(2ax — a*) „ 

111°. Sia — = L . Ponendo a-\-h 

Q x 1 — 2«x — a 1 -+-2a J/ (2 ax — x * ) 

. , , P" 2n ì +-2a 1 A-flA 1 -4-nA'— 2<z *V(a* -\-2ah) „ 

tu luogo di x, viene— - =s — ; — — — ; — .Sostituendo 

6 ’ Q" - 2a 1 -+-A»-f-2a|<' (a 1 — A* ) 

5A4 7A 5 

iu luoeo dei due radicali i loro valori in serie troveremo P ’= — — — -4-ec. , 

6 4a 4«* 

, A* A* 

Q = — — e dividendo, riduoendo, e ponendo A=d), avremo pel valore 

4a a 8a* 

richiesto ~ 5n. A questo risultam^ntn saremmo pur pervenuti col motorio prece* 
dente, ma dopo quattro faticose differenziazioni ; il che mostra, che anche nei ca- 
si in cui il primo potrebbe applicarsi, riesce tal volta anche più pronto il secondo. 

P 00 1 “I 

1300. Sea:=0 riduce -- ad — , si trasformerà i! rotto in — - . e cosi pren- 

v 00 .Q‘ * 

derà In forma di J . Può anche talvolta incontrarsi un prodotto PQ t che P ipotesi 

di x^=a riduca 0X°® • Si farà allora Q=-—; x=a renderà in tal caso /?=0 , e 

R 

PO,., 

sarà PQr=^=— t il cui valore si determinerà come sopra. Sia per esempio PQ=z a 



’k JL 77 x 

(1 — x) tang ^ > che x=l riduce appunto a 0X 00 (781.4°). Patto tanfi — — 

1 nx P 1 — x —Ttlx 

— ~ , Sara Rxxcot— e PQ=~r= avremo dP= — dx,dR — 

K 2 R cotoni lsen'\nx 

tlP 2 dP 2 

e — - — — • seti’ * nx , ossia fatto xs=l, - = — valore richiesto. 

dK 7T 1 dR 7T 

1301. Infine è da considerarsi il caso, che x=rat renda infiniti ì due termini 
della differenza P — Q . Sudi che rifletteremo che P, e Q non possono esser resi 
infiniti da x—a , se non sono ambedue frazionar]. In tal caso ridurendoli al me- 
desimo denominatore avremo un rotto , che x—a cangierà in ° , e il cui valore 
trovato corte sopra, darà quello della differenza dei due infiniti. Sia P 
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2 38 

X I 

X— 1 Ix 



, che x=l cangia in eo—ae. I.’ espressione ridotta al medesimo denomi- 



natore diviene il cui valore con xs=l si trovò estere ! (1297. 111°). 

(x_l)/x T v ' 

Decomposizione dei rotti algebrici razionali 

<302. Il metodo da noi altrove esposto (178) per decomporre in frazioni par- 

P 

siali nn rotto algebrico razionale — , tanto facile quanto elegante, finché i fattori 

di Q son tutti ineguali, si trova poi laboriosissimo nel caso contrario, e potremo al- 
lora sostituire piuttosto il seguente. 

Suppongo in primo luogo reali tulli i fattori semplici di cui parliamo , e l’opera- 

P R 

«ione condotta fino all’equazione (180)— = - (x — a)"-hA ,-t-A ,(x — a)-t-Ai X 

A A 

(x — a)*+Af(x— o^-t-ec. , onde non restino da determinarsi che gli m coefficien- 
ti A, , A », At, ec. Quanto al valore di A, , si troverà senza innovazione veruna, 
p 

col fare x=za in — - (ivi). Per gli altri coefficienti si operi qui come sulla serie o- 
tS 

strologa tt=q4-q,x-<-q 1 x , -|-ec. (1278), accennando soltanto per maggior brevità 
c non effettuando le differenziazioni del termine ^(x— «)* che per comodo rap- 
presenteremo con «.'Avremo 

^ p du 

=s - 't-Ax-+- 2 Ai(x—a'yt-lAi(x—a)' 1 - 1 -iA',(x — a)M-ee. 

d* — - -+-2 Aì-+-2.ìAì(x — a)4-3.4-<5(x — a) ’ -f-ec. 

1 „/P\ d'u 

di' d \ S) ~ “H-ec- 

1 (P\ d^u 

dx *"* * VA/ = AAs-hec. ; e in generale 

1 /P\ d n u 

j^T d ' , \s) — ^-f- 2 - 3 - 4 - n ^r4-i+2.3.4...(n-H)^,_,. a (x— u>4-ec. 

d’onde, fatto x=u, e riflettendo di più che i differenziali del termine u, ossia di 

R 

—(x — a) m fino all’ m‘ ima esclusivamente sono multipli di x — a (1297) , facilmente 

trarremo il valor generico A=—— — d «-'( — V purché a diffe- 

6 * t .2.3.. .(n — l)rfx*-' ^ A ,/ 

renziazioni eseguite si ponga x — a uel coefficiente differenziale, né si prenda 
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prescrizione che non lascia d’altronde indeterminato alcuno dei coefficienti, i qua* 
li non sono che m. 



P x^-+-x*-+-2 

Prendiamo ad esempio il rollo — = — ; , quello slesso al 

Q x(x-4)*(x-H)* ^ 

quale applicammo il metodo algebrico (180). Decomponendolo, porremo , come li 
A, A, . B, B, 

, e quanto ad A, 



, P A 

lece, — = H 

<? * (*-<) 



x — 4 (x-H)* x-H 

Ai, B,, avremo come allora («Vi) Az=l, A,=.{, B ,— — ' . Per determinare^,, 

, c , , ... , < / x , H-x>+ 2. (x-4-l )(x * — 2) — 4x 

dovremo porre A=x(x-M)*, e sara — «/ — — — - , 

v K ' dx ^x(x-H)* ) x*(x+4) 3 

che con x=4 diviene — \ , il che dì dunque A ,= — Per determinare B , , a- 

O , ... * ,/A * ,/rM-x*-^ 4 — (3x+4 )(x * —1—2) 

Tremo ò=x(x — 4)* . —d l—z,\ -r d ( — - \ = — — 

dx ^ S J dx ^ x(x — \) % J x*(x— 4) 3 ’ 

che fatto x — ■■■ 1 , si cangia in — valor di Bj. 

4303. Passiamo adesso al caso dei fattori multipli iinmaginarj (484). Supposta 

qui pure condotta 1’ operazione fino all’ equazione — ^ ^ +Az+B-{-..^. 

(A,t-+-B i)(z *-4-A)-t-(.^,:-4-./?,)(;*-4- A)*-t- ec. , e cangiato per comodo A ini*, 
M±lVV—{ M-±N‘f-'—i M'’-+-N"P—i 

si rappresentino con T ^J— , 1 ' alori 

di -y, 2d ec ' ( i ,laQ< l 0 v * *' pone i=ÌrAJ/ — 4. Troveremo 

jT/ r ' 1 

'fn ~ip,y ■ _ -=B,±3A,6y'—i — 2 » a » (Br±A,by'— 4), ec., « di qui 



NT—MU 


B = 


MT+NU 


b(T*+U>) 


T*+U* 


wr+A'f/ 1 _ 2 a 


B,= 


n'T—M'ip 


2A*(2 , ‘ + f/ , >) + 2*A» 


~U(T"+U'*) 


N'T'—M"U'i 3 A, 


B,=- 


M"T'+N"U'' B, 
- ___ 1 


2*A\:r ,, *-4-£r'*) + 2*A» 


2'b'(T ■*-t-f/"*) ' 2*4 



Massimi e Minimi 

4304. Sia data l’equazione 7 '=p(x), e voglia trovarsi il valor di x che rendo 
massimo o minimo quello di r. E chiaro che polendo l’ equazione proposta consi- 
derarsi come quella di una curva di cui y ed x rappresentino le ordinate e le ascit- 
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re, la questione allora si riduce all’altra già risoluta (1052) di trovare la massima o, 
minima ordinata in una curva di ima data equazione. Or vedemmo (*Vi) che il valor* 
inchiesto di X era quello dato dalle radici dell’equazione y t xz=.0; e si distingueva 
poi se il valor corrispondente di y era massimo o minimo dall’ osservare se quelli 
di x così ritrovati e introdotti in p,x rendevano questa funzione negativa o positiva. 

(It d* v 

Dunque poiché (1284) yix=r~-, y*x^= * concluderemo che i valori di x 

che rea don massima o minima una funzione j^=fx son quelli dati dall' equazione 

dy , .. d*r 

— .=0; questi poi daranno un massimo se sostituiti in — — renderanno negativo 
dx dx* 

questo coefficiente, un minimo nel caso contrario; non daranno poi nè massimo 

dy d % y d? r 

uè minimo, se renderanno nulli simultaneamente i coefficienti — - , — — , , 

% dx dx* rfx* 

cc. in numero pari; il lutto conforme a quanto si espose rapporto alle ordinate. 

dy <*»> dr ' 

E». 1°. Sia Y—b — (x— a)*. Avremo — == — 2(x — a ), — - = — 2. Da -J- =0 
J ' dx K 'dx > dx 

d * Y 

si ha x=zr, ed >=£, che è un massimo , poiché ■■ 1 è in ogni caso negativo. 

dx * 

La verità del risultamento è d’ altronde per se stessa evidente. 

I10 c- * c • dr r * dy ' 2r(3— X») dy 

1-4-x* dx (1-fr-x*)* dx* (1-t-x 1 ) 5 dx 

=0, si ha x=:irl, d’ onde 2 . 11 valor supcriore è un massimo nascendo da 

* * * ' d *v # 

x=4 che rendo ~ — * negativo. Per l’opposta ragione l’inferiore è un minimo. 



\ ‘ ft y r . 

Ui°. Abbiasi r = x 5 — 5x*-h5x 3 -f-l. Sarà - =5x*. — 20x* -H5x # , .... 

dx 

'4^ = 20*’— 60x *'-+*30x, — , = 60x’ — i 20x-f- 30, — 20x— H 20. A~ 

dx» ’ dx 1 dx’ dx 

d* y 

soddisfanno x = 0, x = 1, x = 3, il primo dei quali soddisfa a —^-=0, ma nop 

dx 1 

d}y . , , d* y 

a =0, onde non dà nè massimo nè minimo: il secondo riduce ~ a— 10, e 

dx s ♦ dx * 

i i- . d* y ( 

perciò dà Un massimo: il terzo riduce -■ ■ a 90, e quindi da un minimo. 

# dx* 



1V°. Sia j-* = X(x— «)*, e si supponga n intero e positivo. Avremo ~ 

^^(x— a)« -+■ «X(x— a)«- f ; Ponendo y- r=0, si ha xs=a, valore che rende nulli 
dx dx 

*!■ ... . . .... . r d\y 

tutti i coefficienti differenziali degli ordini susseguenti fino a -j-y esclusivamente 

(1297). Quiudi se n è impari, da xsza non avremo nè massimo nè minimo, perchè i 
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rorflìcìenti annullati saranno Mima in numero pari ; «e n è pari avremo un 
massimo , o un minimo secondo la qualità del valore di -V. 

V". Debba dividersi un duo numero a in due parti x, a—x tali, che il prodotto 
, della potenza dell’. ina nell’ m'-a dell’altra sia un massimo o un minimo. 

Avremo r=x»(n-x)- valore che eguaglia- 

dx 

to a zero darà x=0, x=«, ^ ullima ,adice da • v = m " n " (j^T„ ) 

valor massimo. Le due prime danno un minimo quando m ed n son pari. Ciò pro- 
va che in tal caso la funzione r, dopo essersi annullata, non seguila a decrescere , 

ma all’ opposto comincia di nuovo ad aumentate. 

,, _ dy A — n/.r i 

VI». Si a y — — . . Supposto A il modulo , avremo (1225) , 0,1 • 

eguagliato azero dà lx=^. Per avere ^ , osserveremo che in questo* in tul- 
li i casi consimili è inutile tener conto del differenziale del denominatore, il qua- 
le dovendo esser moltiplicalo per A-nlx, si annulla quando vi si pone il valor tro- 
j j . 4 ^ ^ j 4 

vato di lx. Avremo dunque — =— i <*’ onde si vede c,,e l *=~ di P er 

Ix 

r un massimo. Se n=f, e perciò t= — , sarà lx=A; il modulo gode dunque 

della bella proprietà d’essere tra tutti i logaritmi quello che diviso pel numero 
corrispondente dà il quoziente massimo. 

VII». Di tulli i triangoli della stessa base AB=«, e dello stesso perimetro 2q, 
qual è quello della massima superficie y'! Sia AM=tx, onde MB = 2q a x. 
Dunque (669) y = \ “Xq — *)(«+•*—< ?))» 2 = 

d * — LU 0)tt |a+ 

x — (j * dx 2 \ a-^-x — q q — x/ 



2 d y — — dx 

#(«+*-*), — = — a+x . 



o-t-x — q q- 

x (j — q r, 2q a x = x, e perciò il triangolo cercalo è isoscele. 

Vili”. Vogliati il valor di x che rende massimo o minimo quello di jr nelt’e- 

dy mr — x 

quazione j«_2mxj-+-x*-a*:=0. Differenziando troveremo — =~ mJ .. vi ' 

lore che eguagliato a zero , darà y—^. Da questo, introdotto nella proposta, awe- 

jc » am 

imo — ■ —x * — d* onde r——- 

m* y (i — m 7 ) 



, valore richiesto che dà Y‘~ • • • 



a dy d*j" dy dy * 

. Differenziando -- , avremo (jr— mx )-j— =2m ~~ ~TZ* * > m * 

|/(t_m») dx «a r tfx ax 

. — quantità ne- 

ri J, (<—/»’) 



dy d\y 

dx=° ! dunque — 



Y—*mx 

nativa i onde il valore ollcmilo c IIP massimo- 

IL 



m 

x(4 - m* ) 



»6i 



F.354 
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<305 Per trovare ora in qnali casi una fusione ,li due variabili x,rindipen- 
tra loro, d, venga un massimo o un minimo, .opponiamo chejr abbia gii il 
valor proprio a render la .unzione , un massimo o un mimmo; .i atteri dunque 
trovare .1 valor convenite di x, cioè bisognerà differenziare la funzione = 

parzialmente per x, e porre (~)=0 (1304). Cosi per aversi differenzierà 1, 

funzione z , facendo variare^ sola , e ponendo (£) =0 . Da queste due equazioni 

avremo dunque i valori di x ed r , atti a render maxima o minima la funzione - 
ed e chiaro per le cose già dette che otterremo un massimo se ambedue i coef- 

f,CÌeD,Ì Cip) ’ C^Ì) s,ranno “■* minimo se iranno positivi, se 

poi l'uno risulti positivo, l'altro negativo, non avremo nè massimo , nè minimo. 
Esempj. I . S. voglia dividere il numero dato 3a in tre parti x, , , 3o_x_ • , 

il cui prodotto z sia un massimo. Avremo z=xy(3a—, x— r ), 3a _ 2r 

~>)y> (3<z— 2y x)x. Eguagliando a zero separatamente questi coeffi- 

cienti , si^avrà 3u-2x— r =0=3a-2 i -.,. onde x=n, 3 «_x_ , =a . e 

poiché (j - ; ) — ~ 2k - (j~ì ) =— 2 x, cioè posti i valori di x ed r Vii? 

, ... \ d *'S 

\‘ l r * ) perc, ° dlv,d endo il dato numero in tre parti eguali, il 

loro prodotto darà un massimo. 

Il» Tra i triangoli isoperimetri vogliasi quello che ha la maggior superlicie *. 
S.a2 ? il perimetro, x, y, 2q x~y i lati ; avremo X 7 -, )(x+y 

(669), 2lzz=l q+ l- q - x y^l ((ì _ , J-i-f'x+y-q) e 1 

— Lyo 1 4 \ W 

J \dyj 2 V x-P — q ~ ) —° > d ’ onde x+y—q-q—x 

zzzq — v cd xzxy — — ? — o n , 

J 3 ' x ~y S perciò il triangolo è l’equilatero. 

«e sol I r ° Tar l - e< T ÌOm ^ Una '*“* C, ’ e ^ U " PUnt ° d *° —<«* nonnalmen- 
le sopra di un piano dato. 

del ount ** PÌan ° ^ 09S )i^V, *' le coordinale 

PUDt ° da ‘°- f ara ^V((x-x')*+ { y _, ')•+(:_,■).) U distanza di questo 
, ' P “, ? qUalUn<I ' ,e deI pi * n ° W z ° l’ espressione di una retta condotta co- 

m nque da. punto dato a, piano , espressione che dovrà per conseguenza essere un 

;Z^TT ,KU ; ^ eSSPr n ° rn,ale - poictó l’equazione del 

T T ' r V (,26fi) ’ 1 CWffick "' lÌ di e * & iu de saranno 

UÀdxJ) + U) ’ (d zXdj) + Cy) ’ ' (j z ) = ~ 
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^ j e l* equazione del piano dà 

zzzB, perciò sostituendo c mandando a zero, avremo per le due equazioni della ret- 
ta cercata xz=zx'—A(i — s 1 ), j = > 1 — B(* — 5*), come appunto trovammo (MI 8). 



4 )- 



y—r' 

r 



Curve 



i3o6. Sia la curva qualunque AM = 5 , con le coordina- V. 2S5 
te rettangole AP=x, PM=^*, con la tangente MT=f (q3/{). 
e con la «ormale MN = n (eVt), e debban trovarsi i valori di 
t , n, della suttangente PT, della sunnormale PN, e della lun- 
ghezza lineare dell’arco s, espressi in funzioni dell’ una o dell’ 
altra coordinata x , y Primieramente il triangolo MPT rettan- 
golo in P, dà PT : PM ::cosMTP : senMTP :: 1 :f«/j"MTP, 

d’onde i’.PTjs^— ‘ ^ xp’’ l n se S u * to il triangolo TMN rettan- 
golo in M, e dal cui vertice scende sull’ ipotenusa TN la nor- 
male MP, dà (58a) a*. PN == , 3*. MT^t*= .. 

TP(TPH-PN ),4*. Ml\ 3 =n»=PN (TP-t-PN ). Se dunque rie- 
sca conoscere il valore di fangMTP, avremo dalla 1 *. PT, quin- 
di dalla a J . PN, e infine dalla 3". e f \ \ MT ed MN. 

i 3 ot . Sia frattanto y==o(x) l’equazione della curva data. 
Essendo AP«=x , PM==^ le coordinate del punto M, saranno 
A»=x-HÌx, pm^y-\~oy quelle di qualunque altro punto pros- 
simo m-, e condotta per M, in la secante SMm, avremo lo/tgMSP 

— tangnìSir= (84t>). Ora $y= ( 1 2 1 5 ) <j>(x-l-Sx) — a.(x)= 



(ia8ij ^ox-f-_ 0x 3 - 



dx 



d*r 

2 dx' 



3x-4- 



d'r 



2.3 di' 



Ox-- 



y^-jtlxM-ec.; dunque tangMSP=* 
• ec. Ma quando la secante divien 



tangente i due punti M, m si riuniscono, e si ha 3x=o, dun- 
que allora fang , MTP = ^ , equindi PT— d’ onde fa- 
cilmente PN MN-b- 

y y ( 1 -+-^ ^ • Rilevalo dunque coi noti metodi dall equazio- 
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dv 

F 255 ne y == f ( 3L 0 della curva il valore del coefficiente differenziale — , 

avremo con facilità quello di ciascuna delle quattro funzioni. 
t3o8. Vogliasi per esempio il valore della normale n nel 

circolo. Avremo (y i o) y' l = i à i — x* ; ydy= — xdx; 'y x ~ — ~ 

e quindi n=yl/^i-h—-^=y =.... 

1 / àX=a, cioè la normale ècostante ed eguaglia il raggio, co- 
me era già noto (538) Si troverebbe in simil modo la sunnor- 

male PN=* dy- = — x, negativa conformemente all ’ osservazio- 



ne già fatta altrove (y34); la suttangente PT< 



jrdx 

dy' 



y* 



ed infine la tangente t — 






quarta proporzionale dopo l’ascissa, l’ordinala ed il raggio, 
come è facile verificar con la Sintesi. 

1 3oq. Vogliansi la suttangente PT e la sunnormale PN 
nella parabola. Avremo y 2 —px ( y3y ); ydy—\pdx, e quin- 

ydx 2r* 2 px 

ri— y = — ———iXy come già 
dy v P 5 

trovammo a suo luogo (g52). Vogliansi le stesse PT , PN 



di PN=^=i pi 



nelle curve dell’ equazioni t*. y 



m-4-n 



p m X n j 



la 



troveremo PT — t PN 



np m x n ~ 



y=e x:a • Per 

ny* 

(m-fn)x * 



per la 2 *. PT = (i 326)-^^-=a, PN = — e 2x:a . 

i3io. Quanto all’arco AM = s, non possiamo concluder- 
ne per adesso il valore che col ragionamento seguente. In pros- 
simità dell’ordinata PM==^, si conduca l’altra pm—y ' ; ed in- 
oltre la Mr parallela ad AP, e la M m corda del piccolo arco 
M m. Saranno Mr~Pp=dìx,mr=mp — M P=y ! — y=Sy ( 1 2 1 4), 
l’arco Mwj ==>ds; e dal triangolo rettilineo e rettangolo Mmr a- 
vremo corda (d:c a -t-q^ 2 ). Or noi sappiamo che quanto 

più l’arco va diminuendo, tanto men differisce dalla sua corda; 
di modo che i limiti dell’uno e dell’altra sono eguali. Ma limite 
di d.r è da, e di J/ è }/ (dx^-hdy*) ( 1 220 ), dunque da 

= \/ (dn* 4-dr*)=dx)/ f equazione la quale integra-. 
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tacile sia, secondo ciò die insegneremo a suo luogo, darà l’ar- 
co s. Intanto potremo con essa render più semplici l’ espressio- 
ni della normale e della tangente trovate di sopra; poiché poslo- 

vi- in luogo d. avremo n=—, t=^ = 

1 3 1 i . Del resto a tutte le precedenti relazioni si sa- 
rebbe del parie con molta maggior semplicità pervenuti, im- 
piegando gl’ infinitesimi. Si supponga infatti che la nuova ordina- 
ta mp sia infinitamente vicina all’altra ordinata 3V1P ; sarà 
Mn=dx, mr=dy , Wè. ed ammesso il principio che 

l’arco infinitesimo si confonda con la sua corda, avremo tosto 
ds=j/ (dx 2 -hdy 3 ). Il triangolo infinitamente piccolo Mmr si- 
mile ai triangoli MTP, MNP ( 554 ) darà * n seguito i*. mr: 



M 



m :: PM : MT , ossia dy : ds ::y :t — '-p^ ; a 



Mr : Mm 



yds 



PM : MN, ossia dx : ds ::y : n—~p~ : 3*. mr : Mr :: PM : PT :: 



dx 

PN : PM , ossia dy :dx :: y: PT :: PN :y, d’onde PT=^, 
PN= # il tutto precisamente come sopra. 

4312. Per quanto nessun dubbio cada sulla verità di tutte le formule preceden- 
ti % non vogliamo nascondere come intorno ai ragiona menti coi quali le abbiamo 
concluse e stabilite si affacciano molte e gravi difficoltà , che i Giovani troveranno 
esposte nei numerosi scritti polemici a quest’oggetto modernamente prodotti. In 
qualunque modo, quanto al valore di tan^lttTP, da cui, come abbiam veduto, di- 
pendon quelli delle quattro funzioni rettilinee , già per via differentissima (< 04 1 ) 
lo trovammo equivalente alla derivata c p.x, che come già si osservò (l2S4) # corrispon- 

de identicamente al nostro ^ ; con che i valori delle quattro funzioni posso n dirsi 
dx 

rigorosamente e pienamente dimostrati. 

4313. Riguardo poi a quello di ds , si prolunghi l’ordinata pm fino all’incon- 

tro in fì con la tangente MT, e la corda mM fino all’ incontro in S con l’asse 
AP. Poiché l’arco varia con l’ascissa, dalla quale è dunque dipendente, po- 
tremo supporre szxf(àc)> e quindi Nm'm=$s=J’(x-ì-ó'x ) — : /(x)=r (4 284) $x 

-4- 4- - — — n^xM-ec. Ora i triangoli MRr , Mmr danno MR= — .y— 1 

2dj>* 2.3 dx' D cosliMr 

- «wrifT c (78?u ‘ } e CO.Ì 



F.2 5 5 
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F.255 



2 46 

M'm—J x^fl+nnj’MSP) 



(<307 ) J:tJ/( 

( d )-■ * \ d * ■ . d 1 y 

14 -t — ■ ,=f\X),e~ I — — 

di* ) ' dx\dx * 



'ir’ » <i /«/*►■ 

<+- --t-cfx. 
tlx 1 



d'r 



d fd x r \ \ 

Zxfc + * C ) + " > 

c. V+-ec. ■=&) , avremo MR 

=so'jr./^X),Mm='Tx./^X-4-6»^x)=^x/ ;, (.\)H — ^«^x*-hec. Ma adoperando 

dx 

il raziocinio già fatto altrove (614.615) può dimostrar»! che Mll,Mm sono l’ima 
maggiore, l’altra minore dell’arco N.m'mzzzos, quindi siccome la prima eguaglia il 
primo termine della seconda, per il noto principio delle tre serie (808) dovrà a que- 
sto stesso termine essere eguale anche il primo del valore di c?j, ed avremo in con- 
seguenza ~-=zF( X)=y ^l-+~-^, ossia ds % ~dx*-+dy* f precisamente come 
si è trovato di sopra. 

1314. Si noterà in ultimo che le precedenti relazioni han luogo soltanto se si 
tratti di curve a coordinate rettangole. In quelle a coordinate obliquangole, supposto 
f l’ angolo degli assi, sarà PM z=yscn^ , valore che dovrà dunque sostituirsi in 
luogo di y in tutte le superiori equazioni. Nelle curve polari dovremo cangiare x in 
rcosQ,yin rse/iB (901), e in conseguenza dr in drcosb — rdQsenO, e dy in drsenb-h 
rdOcosB. E da notarsi chela sostituzione di questi nuovi valori darà pel differenzia- 
le dell’arco l’espressione semplicissima rfs=J/(r/r*-+-r*</0 9 ), oppure ds=y (d * *-f- 
y*dx % \ quando come altrove si usò (1045), e come useremo anche in appresso, ci 
piaccia di chiamar piuttosto j' clic/' il raggio vettore, ed x piuttosto che 0 l’ango- 
lo direttore. Nelle spirali, poiché queste pure appartengono al genere delle po- 
lari, cosi pel differenziale dell’arco avremo egualmente dsz=\ (d> % dx*) • 

per le rimanenti funzioni le formule del num°. 1046, cangiatovi y,(x) in da- 

dx 



y *dx 



.. y ~nx ydx. dy * \ j y/x 

ranno immediaUinente CT = ■ — , I?lr= — ■ — 1/ ( — h r*)z= - — CN- 

d r djr ' \dx* J dj ’ 

dr * /dy 1 \ ds 



Contatti e Circoli Osculatori 



256 <3<5. Sìmio r =/(*•), = = ?(«) 1’ equazioni di dne curve BN , CQ riferite 

ai medesimi assi AX, AY, ed ambedue rivolte o con la loro concavità, o con la lo- 
ro convetsilà all* asse connine AX delie ascisse. Se si prenda &)=x, le ordinate y t z 
coincideranno Pana sull’altra; ed aumentate ambedue le ascisse della quantità ox, 
avremo per le nuove ordinate Y 1 Z Ì che pure coincideranno ( 1281) 



dx 

•Z=x-<- j— ix ■ 
du 



'ldx * 



Sx'-k- 



d'r 



2.3 dx' 

— ■ — tfx a - i — ■ — 
2t/s> a 2.3dtù i 



$x'~\- 



d*y 



c?* 3 -l- 



2.3.4</x* 
d*z 



cfxM-e 



2.3.4t/o>* 



•^xi-l-ec. 
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i ?7 

Or si supponga che posto «ssrAP risulti PMr= » ; le due curve avranno in questo 
caso un punto comune M, ove si taglieranno, e gli altri loro punti contigui ad M si 
troveranno (listanti Ira loro nel senso dell’asse AV di una quantità 



.(Ì r 


d l \ ir . 


/d* > 




,d'> 


d*z> 


V-’ 


\dx 


do,) ^ 




do,* ) 2 \ 


k dx ' 


d*»? 


)23 



. < t , di' 

E poiché P arbitraria d x può sempre prendersi in modo che il termine ( -j— -— 

\dx 

Js \ # 

— v)x superi in valore tutti i seguenti (807), perciò qualora e finche questo ter- 
mine risulti e si mnnteuga negativo, risulterà e si manterrà negativa anche la di- 
stanza D; nel qual caso avremo dunque ) , e la curva CQ sarà e si manterrà al 
di sopra della curva BN. Avverrà poi tutto l’opposto nel caso contrario. 

1316. Abbiasi frattanto «/ («)— ossia r=o&>-|-£. La curva CQ si tra- 
sformerà allora in una retta SMO (9<3), che attraverserà la curva BN all’estremi- 
tà M dell’ordinata jr. In questo caso sarà =ra, e quindi nulli tutti i coeificienti 

d(tì 

. . d* z d*z 

successivi - , -j— cc » laonde D si cangera in 

z>,=(^W£r i± . + % 9x ^_^_ 3x ^ 

\dx J 'ldx' l.ixtx* 2.3.4 dx* * 

, .(/r 

ove qualora abbiasi — < a il primo termine del polinomio sarà negativo se sarà 

positiva <?r , cioè se l’ordinata Y si prenderà di seguito all’ordinata y\ sarà poi 
positivo se sarà negativa 'fx, cioè; se Y precederà r : avverrà poi tutto 1’ opposto se 
d r 

sia In lutti i casi la distanza D t sarà negativa da un lato del punto M, po- 

sitiva dall’altro, e quindi la retta si troverà in parte al di sopra della curva, e in 
parte al di sotto, il che è nella natura delle secanti. 

d >' 

<317. Ma se -~~=a , e la secante si converta perciò nella tangente TM (<04<), 

dx 

sparirà il primo termine di D ,, e D, si cambierà in 



ri» » d'r 



d*r 



-<JxM-ec. 



2.3. 4dx* 

e qualunque sia il segno competente a dx, il primo termine sarà sempre nega- 
tivo se: la curva BN volga all’asse la sua concavità, positivo se gli volge la conves- 
sità (<014); quindi in tutti i casi la distanza D, avrà sempre un medesimo segno, 
comunque ) preceda o segua > ;e la tangente sarà quindi o tutta al di sopra o tutta 
al di sotlo della curva (<3l5); il elicè precisamente nella natura delle tangenti. Tut- 
to ciò soltanto non avrà luogo qualora il punto M sia un punto d’ inflessione (1048), 
il che non supporremo. 

Ma ciò clic piò preme osservare si c clic , supposta per meglio fissar le idee 



P. 256 
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F .256 concava verno l’asse la curva BN, Uei casi in cui D , « negativa , ossia per quella 
parie della secarne SMO che s’ inalza al di sopra della curva (1316), avremo sem- 
pre, indipendentemente dal segno, dolche facilmente s’ inferirà che tul- 

la questa porzione della secante si troverà al di sopra della tangente. Di qui la lu- 
minosa conseguenza che ninna secante , o in termini più generici niuna retta che 
aitraversi la curva Del punto M potrà mai passare tra questa e la tangente. 

1318. Passeranno bensì tra 1’ uua c l’ alila tutte quante le curve, che rivolle 
Ilei senso stesso della BN, toccheranno la tangente MT nel punto M, e per le qua- 

, d'i d'y , , 

li saia inoltre — — - <( ~ - . Infatti, si continui a suppur BN concava verso Bas- 

asi 1 dx 1 

se, e sia come sopra r— y(ea) l’equazione d’una qualunque delle curve di cui par- 
liamo. Dovendo questa in ipotesi esser taugeute ad JY1T , avremo (1011) ~ xzmxs 

/ dui 
dr 

, e quindi D (f 315) si cangerà in 

^ d 1 /d\ d^zs flx* < fd^y d i z \ o xl 

’ _ ~ )~2~ + {lx i ~~dZ'J 2l + V 'dx~dZ* ’ 

e siccome le due curve volgono la loro concavità all’asse AP, e perciò ~ c —• 

dx 1 ifra' 

d*Z -W 1 y 

sono ambedue negative ( 1 0-14) , e in ipotesi si ha — — — - , è dunque chiaro 

d M 1 dx 1 1 

rhe il primnlermine di Dr sarà negativo, e, indipendentemente dal segno, più pic- 
colo del primo di Di, e quindi per il solito ragionamento ; il che mostra 

che almeno intorno al punto di contatto la nuova curva sarà tutta compresa tra la 
primitiva e la tangente. Può anche osservarsi che Diconserva sempre il segno ue- 
gativo qualunque slaquellodi ^.r; onde tanto al di qua quanto al di là del punto M 
di contatto, e all’intorno di esso, la nuova curva si troverà tutta al di sopra del- 
la primitiva , e perciò sarà essa pure tangente in M alla curva BN. 

1319. La distanza Dì sarà poi tanto piùpiccola, ed avremo perciò un contano 

.... d*f d* 3 

tanto piu intimo, quanto meno differiranno fra loro — — e — ■ . Che se questi 

dx 1 d'jt 1 1 



due coefficienti si eguaglieranno , Dì si cangerà in D t — - \ J ' T - i 

\dx s dtd'J'iì 

sd*y d*tià'x* , 

)jyj-+- ec > es a ra D.<D- , tanto nei casi chesienoambedue negative, 

quanto in quelli che ambedue sieno positive; dal che al solito si conclude, che 

i dy dz .... d*y d*z 

tulle le curve per le qnali oltre — ss si abbia — = - — si accosteranno in 
dx dfa dx 1 dui 1 

modo alla primitiva BN , che niun’ altra curva . per la quale la seconda condizio- 
ne non si verifichi, potrà mai passare tra hrro e BN. 

1320. Nella stessa maniera e coi medesimi ragionamenti si proverebbe che 
niuna di queste ultime curve può passare tra la data e quelle nelle quali si iucon- 
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, </v rPz 

trasse di più — - = r ,ec. Avvertiremo intanilo che si chiama contatto di prim* 
dx •' aw’ 

ordine quello che ha luogo unicamente in forza dell’equazione — =• — - } di seco/id* 

dx do) 

, , <l*y d'z 

ordine quello che deriva inoltre dall equazione di terzo se vi con- 



corre anche la terza equazione — - e= — - e le curve per le quali han luogo 

dx* dù j* 

questi contatti si chiamano osculatrici d'ordine primo, secondo , terzo * ec. «Si no- 
li però che il contatto di second* ordine > non è rigorosaiuenle un conlalio, ma un* 
intersezione. Infatti il segno di D\ (434 9) dipendendo da quello del suo primo ter- 

✓dV d* sxdx* 

nnncf - — d~*y 2~3 * C{ l uesto cambiando secondo che Oi si prende o posi- 



tiva o negativa , ovvero secondo che i punti della curva osculatrice si prendono 
da una parte odali’ altra dell’ ordinata j , tutto ciò mostra che iu tal caso ia cur- 
va passerà da un lato al di sopra, e dall’ altro al di sotto della data , e quindi la taglie- 
rà, sempre in modo però che, tanto dall’ una come dall’altra parte all’intoruo del- 
l’intersezione , rimarrà chiusa fra la data e qualunque osculatrice di prim’ordiue. 
Altrettanto e per le stesse ragioni dovrà dirsi dei contatti d’ordine quarto, sesto, ec. 

4 324 . Da tutto ciò si raccoglie 4°. che avremo fra le due curve un contatto del- 



l’ordine n simo , seie loro costanti, dalle quali si sà che principalmente dipende 
tutto ciò che è relativo alla loro dimensione, a. la loro posizione reciproca (4053) * 
e quindi anche alla loro tangenza , potranno determinarsi in maniera che posto w 

. ... tlz dy d*z d*z d n r 

z=r, si abbia zz=) , , — =^- ---- , ec. ed infine . 

au dx dot* dx 4 du* dx" 



2°. Se perciò d’ima delle due sia data non solo la specie ma ancora la dimen- 
sione e la posizione, e quindi tutte le costanti abbiado ? o si suppongano avere un 
valore determinato, l’altra non potrà aver con questa un conti Ilo dell’ ordine 
se non contenga almeno u-M costanti indeterminate ed arbitrarie, da soddisfare 
alle ;i-+-4 equazioni condizionali volute dall’ordine di questo contatto. 

3°. Siccome poi il contatto è reciproco, e se 1’ una delle due curve è rispetto 
all’altra osculatrice dell’ordine n sim0 , questa pure è osculatrice dell’ordine stesso 
rapporto a quella, così la possibilità del contatto di un ordine qualunque esige che 
ambedue le curve abbiano un numero di costanti alto a render sì 1’ una che l' altra 
osculatrice dell’ordine richiesto. Quindi la linea retta, nella cui equazione 
non entrano che due sole costanti, non potrà aver con qualunque curva data se 
non un contatto di prim’ ordine. Il circolo, nella cui equazion generale (w— a) 4 -fr- 
(s — 5) 1 (ili 4) entr ino tre costanti potrà averne uno di secondo. La pa- 

rabola, che ha nn’equazione con quattro costanti (939), potrà averne unodi terzo, ec. 

4”. lutine quanto al modo di determinare queste costanti , si riducano 1’ equa- 
zioni delie due cune alla ioiuia v ^-0; quiudi «i osservi che dovendo cs- 



Digitized by Google 




d% dy d % % d % Y 

aere «=t. li porre *z= p , - = . . • — = — , ec. e lo stesso che cangiare « e z 

r 'dcodx dta* dx* 

in x ed y nell* equazione v'=zO t c nei suoi differenziali fino all* ordine /* *i*o. fusti- 
tuiLe dunque inequazioni t' , =0,z/i' , =:0, ec. si permutino in cif scinta o> in 

Xyzinj'; ** sostituiscano, volendo e occorrendo, i valori dei coefficienti , 

dx 

d* y 

cc * prendendoli dall’equazioni dv^zO, d*v ~0, ec. nelle quali tutto c suppo- 

sto noto; si concludano quindi quelli delle opportune costanti arbitrarie, che intro- 
dotti in ^=.0 daranno P equazione particola re spettante alla curva osculatrice. 

4322. Riprendiamo, per dar qualche esempio, P equazione z=a&>-4-5 alla li- 
nea retta. Avremo v'=z— no> — 5=0, dv* xzdi — udo)=0, e senza passare ad altre 
differenziazioni, perchè le costanti da determinarsi non son che due sole, fatto il cam- 
biamento delle coordinale, otterremo jr — ax — 5=0, dy — adxzxz 0; d’onde « = 

— , 5= jr. — , e quindi per P equazione della retta tangente r — ->=(w — x)X 

— , ove y ed x sono le coordinate del punto di contatto, e debbon perciò sup- 
dx 

porsi note, e son date P una per P altra dall’equazione v=/*(x)(4 315). Si osserverà 
che P equazione trovala è in lutto conforme a quella alla quale si pervenne per al- 
tre vie (<064). 

4323. Si cerchi P equazione del circolo, che ha conia curva qualunque dell* 
equazione ?*=/*(x) un contatto di second’ordine. Sarà (4 324 .3°) 1 ^'= (w — a) a -f- 
(s — ^) a — r a = 0. Permutando le coordinale, e due volte differenziando , presa dx 
costante , avremo le tre equazioni 4*. (x — a) a -f- ( jr — £)* — r a =0 ; 2 a . x — a-f- 

dy d*Y dr* 

( r— £) • =0; 3*. 4-4-f y — €)- -+- - — =0. Le due ultime dauno assai lacil- 

v/ 'dx w dx* dx a 



*** ** r « «* . .. , . . 

: — a = - — , r— o— — . — , e quindi la prima r— ZT- 

dxd*r * ^ 1 c 



-.Di que- 



dxd % jr* ' *l % jr 9 dxd % y 

sti tre valori, i primi due danno le coordinate a, 6 del centro del circolo cercato 
(94 4), e servono quindi a stabilirne la posizione; P ultimo ne dà il raggio , e tutti 
insieme sostituiti in v'zsO ne daranno l’equazione. Al circolo di quest’ equa- 
zione,ossia a quello che ha un contatto di second’ordine con una curva qualunque, 
si dà il nome di circolo osculatore , ed al raggio , quello di raggio osculatore. 
E poiché la posizione e le dimensioni dell’ uno e dell’ altro dipendono dai valori 
delle coordinate x, y spettanti alla curva , e variabili da un puuto all’ altro, cosi 
i circoli, o i raggi osculatori varieranno sempre da punto a punto. Il raggio osculato- 
re si chiama altresì raggio di curvatura, poiché il circolo al quale appai tiene es- 
sendo quello che più di tulli gli altri si accosta alP arco col quale è in contatto , e 
quello perciò che men degli altri ne differisce, la curvatura dell’arco deve dunque 
presumersi tanto maggiore o minore, quanto più grande o più piccola è quella del 
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suo circolo osculatore, e io conseguenza quanto più piccolo o più grande è il 
corrispondente raggio osculatore; poiché come sappiamo (823), le curvature dei 
circoli stanno in ragione inversa dei raggi. Perciò ove il raggio osculatore sarà 
minimo, ivi avremo la massima curvatura. 

4324. Che se non si faccia uso della terza equazione (4323), e si lasci r inde- 

rdy rdx 

terminala, avremo 6=y-+— , ed a, 5 saranno in tal caso le coor- 

Ut — ds 

dinate del centro di tutti i circoli, i quali goderanno semplicemente di un con- 
tatto di prim'ordine(4320), e che potranuo essere infiniti di numero, attesa l’in- 
finità dei valori di cui è suscettiva l’indeterminata r. E se da queste due equazio- Fig.258 

ni ti elimina r, avremo 6 — y— — (a — x )^~ equazione fra le coordinate a e 6, 

ossia luogo geometrico dei centri di tulli quei circoli che hanno un contatto di 
prim’ordine con la curva data in uno stesso punto M. E quest’equazione mostra 
4“ che questi centri saranno tulli in una medesima retta (9t3); 2.° che questa 
retta sarà normale alla curva in M, o per meglio dire alla retta tangente in M alla 

curva. Infatti essendosi trovata per la tangente l’equazione z — t-=(ai x)— (4322) 

dx 

sarà dunque per l’una delle due rette (4055) a—~, per l’altra a '=— — e 

dx dy’ 

quindi aa'——{, ossia aa'+4=0, condizione nota (4056) per la perpendicola- 
rità di due rette che s’incontrano io un piano. Quindi 3.° anche il raggio del 
circolo osculatore, al di cui centro appartengono egualmente le coordinate a, 6, 
è necessariamente normale alla curva o alla sua tangente in M. 4.° Perciò se la 
tangente al vertice della curva è normale all’asse, il raggio osculatore si confon- 
derà in quel punto con l'asse medesimo. 

4325. Beata infine da notarsi 4.° che dei due segni del valore di r (4323) 
l’inferiore deve impiegarsi per le curve che volgono all’asse la loro concavità, 
e per le quali in conseguenza dy è negativo (4 044), il che rende in ultimo rposili- 
vo: 2.° che essendo dy‘=zds' — dx', avremo con dx costante dj d'j—dsd's , 

d rdt* dx 

e di qui r=_ r — ■ - - =(4230) +dy : d —, nuove espressioni del raggio oscula- 
dxd t ds 

lore. 3.° Per le curve polari, siccome chiamato u il raggio vettore si ha (4 3 14) 
dxz=ducosB- — udQsenQ , d y'zzcdusenO-i-udOcosB , perciò se vogliasi dB costante, 
dovremo oltre dy riguardare come variabile anche dx , e nel passare dalla 2.* 
alla 3.* equazione (t323) converrà differenziare anche per dx. Con ciò l’e- 
quazione 3.* {ivi) si cangerà in 4 -f ~- - ( dxd'y — dyd'x 'ì = 0 . 

dx ’ \ / dx' 

Frattanto da questa e dalla 2. 1 avremo x — 2 =- -^ — ^ , y — 6= 

dxd'y — dyd'x ' 

T. II. 16* 
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Fig.257 



ì5a 



dx(dx'-hdy ) . (<** +<* * ) 

; — — , e quindi dalia I . rs^—— ; — — , ovvero, potti 1 supe- 

dxdj. — dydx dxd'y — dyd’x r 

riori valori di dx , dy e quelli dei loro differenziali, e fatte le debita ridu- 



zioni, r 



(du'-+-u'dQ‘) y 



-+-d # 3 



- 2du'dQ—ud'ud6+u'dé i '~( i 3 * 4) 2du'dO—ud'udb+u'dP’ ° PP “ re 
±ds' 

r ~ 2 dxdy’-yd'ydx+ y'dx » quaI ° r * si ra PP re * enti con y=f(x) l'equazione 

alla curva (1045), e quindi con jv? il raggio vettore e l’angolo direttore. 

1326. In latte queste differenti espressioni del valore di r delibonsi poi, sic- 
come abbiamo avvertito (<32t. 4.°), porre i valori di dx,dy, ec. presi dall’equa- 
zioni particolari delle curve per le quali si cerca il raggio osculatore. Cosi nelle 
curve coniche la cui equazione riferita agli assi principali pub comodamente rap- 
presentarsi con y*=px-\-mx' , e che è alla parabola se m—0 , all’ellisse se 

p p dx 4 

m— — all’lperbola se m=— (944), avremo dy= — (p-\-2mx). d‘rz= X 

za za 2 y zy x 

{imydx* — (p+2mar)r/xdy^=— (imy" — (p-t-2mx)’^ , ossia sostituendo il va- 
lore di r> d’ X =- P ~. Di qui r=(1323) 



dxddj p’dx ì ' 



la* 

( 1310 )-^.= 



(953. 970. 987)=^—, relazioni notabilissime per tutte le sezioni coniche. 

1327. Dunque nel circolo ove p=2a(911) —2n (1308), si ha rs=n=z-^ = a ; 

onde i raggi osculatori son tutti eguali al raggio del circolo , come è d’ al- 
tronde evidente. 

„ ,, , . ... . , MN» MN’ MN 

Nella parabola, ove si ha *p=PN (1309), si avra r=— = — X p^--’ 

perciò condotta l’ordinala PM e la tangente MT, presa sull'asse PQ=TN, abbas- 
sata da Q la normale indefinita QC e prolungata MN fino all’incontro in C con 
CQ, avremo r=MC. Infatti i triangoli simili MPN,CQN danno PN : MN :: QN : NC :: 

PN-t-QN :[MN+CN : :'PQ : MC : ; TN : MC ; d’onde MC=~^2=(1 306.1.*) 

MN’ MN MN’_ 

pn x PN _ prF _r 

1328. Infine poiché rfs=J^(di’-Hi/*)=J/(<ix’-l-^(p-t-2mx)»^, sosti- 
tuito questo valore avremo rz^-~y(\y'+(j,+2mxy'^ . Fatto x=0, sarà al- 
tresì ^=0, ed r=ip; dal che si conclude che io tutte le sezioni coniche il 
raggio osculatore al vertice eguaglia la metà del parametro. 
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4329. Nella cicloide, ove supporto DB=2a , abbiamo y =PM z=MU-4~asenu p 260 
(4020), sarà df—du(a-\-acosu); e poiché, ponendo BP=x, si ha ni ani festante nle 

n-4-ncoju=:DP=2a— x, ed auz=uirc.sen.v.x t d'onde uz=zarc.sen.v. — (782), e duss 

a 



(4233.7*) 



dx(2a— x) 



VQax. 



— , dunque di nuo.o d r = y^ ax _ xl) - dx V 

adx % 1adx* (dx'+<lr'') 

■ ■ ,à*+dr'= =rf»*,edr = v 

xj/(2 ax-x‘) J x — dxddy 



Di qui ddr= — ■ ,dx % -Hiy t = - — ds', ed r — ' — ■ 

1 x|/(2 ax-x') x —dxddy 

=2j/2a(2a — x)=20D=2MN (<0M) , ed MN=OD ; quindi <°.Nel punto A ove 

x—2 a avremo r—0 ; 2°. nel punto B ove x=0 avremo r=4a=2BD. 

<330. Sia la spirale logaritmica ADM,in cui (t047 ) y—Ae T - f ' t e quindi (1226) 259 

d>=— dxAe*-. r x=-^ , d’onde dx — — , ds— (1314) j/ (dr'-hy'dx') — drX 
c c y 

dy* .... 

J/ ( 4 -+-c a ), c finalmente d*ys= -i— . Da questi valori sostituiti in quello di r 

ydt* rds' yds ds _ 

(4325.3°) avremo r = -rj- - =— =MN (4344) , on- 

v cdr\*-¥-c') cdyds » cdy dx v 

de il raggio di curvatura eguaglia la normale MN, con la quale perciò interamen- 
te si confonde (4324.3°); e poiché MNA=TMA (582), l'angolo di questo rag- 
gio con la suunormnle, o con la retta condotta dal polo alla sua estremità inferiore 
IN è costante, ed eguaglia quello che fa la tangeole con l'ordinata. 



Evolute 



4 334. I centri dei circoli osculatori variando di posizione per ogni punto della 
£urva AN, si concepirà facilmente che presi l'un dopo l'altro debbon formare una 
nuova curva BC , con aeS per coordinate (4323) , riferite ambedue agli assi stessi 
della curva AN, e quindi con per equazione, la quale facilmente otterremo 



prendendo i due valori (4324) « = x^i , 6==rl£l-r- , introducendovi quelli 

a s v ds 



258 



.. dr dx . . 
di r, r , — — , dati in 

ds ds 



funzione di x, e conclusi dall’equazione yz=f(x) della 



curva AN, e quindi eliminandone la stessa x. Or questa nuova e rimarchevolissima 
curva è conosciuta col nomedi evoluta o sviluppata , perché immaginato avvolto 
un filo flessibile alla sua parte convessa , il quale con patte di se sporga fuori del- 
la curva di tutta la lunghezza AB equivalente al raggio osculatore della curva AN 
al punto A, se Io svolgeremo tenendolo egualmente teso , la sua estremità A anderà 
percorrendo o descrivendo la curva AN, a cui in questo casosi dà il nome di svi * 
lappante o di evolvente. 

4332. Infatti sia Gnu punto qualunque della curva dei, centri BC, e CM ri 
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F. 258. ra r?‘° •*** tirc0 *° osculatole io M, che avrà tlnni(ue per centro il punto C. Saranno 
«/. ed x,y le respettive coordinale dei punti C,M del raggio C-M—r ; a',? 1 , x',r' 
quelle dei punti c,m del raggio contiguo cm=a J ; e Inequazioni l\2*. e3*.(<323)che 

sussistono tra le prime, sussisteranno anche fra le seconde. Dunque 4*. (x 1 a 1 )’ 

dy 1 

-+- Cr ^ * =0, 5* X 1 — a'-Kj e')^7=0, cioè (12 (6) u+du=0,v+do=0, 

qualora con u=0,u=0 si rappresentino la 1*. e 2*, e purché in u,v oltre x, y si con- 
siderino come variabili anche a,6/-.Ma u=0,s'=0 danno du=0//oc=0(t 269), dun- 
que 6* .(x — a)(dx — da)-\-{y — S)(dy — d§)=rdr; 7*. dx*+dj *+( > — 6)d*j\ — 
dxdx — dSdy=0. Da queste e dalla 2*, e 3*. nasceranno 8*.(x — a)da-f-( i — ó)X 

d§ — —rdr, e 9*. — = quindi la 2*. darà 10*. y — 6=~ (x — a) , e questa 

djr da. da 

con l’8*. e 1*. darà in ultimo 11*. dr i xxda *-Hf§* , ossia z//=J/(rfa*+*f§*). 

Or la 10*. è l’equazione di una retta (1055) alla quale appartiene il punto cor- 
rispondente alle coordinate x, y, cioè per noi il punto M, e che passa per quello cor- 
rispondente alle coordinate a, 6, cioè pel punto C; è dunque nella direzione del 

raggio osculatore MC. Inoltre il coefficiente — indica che questa retta è tangente 

dei 

alla curva dell* equazione &=qp(a) (4064) , In onde MC, e perciò ciascun raggio o- 
scrutatore è tangente nella sua origine alla curva dei centri BC. La direzione dei rag- 
gi osculatori coincide perciò visibilmente con quella che prende successivamente , 
a misura che va spiegandosi, il filo avvolto. Infine 1' 41*. mosLra che la variazione 
dr del raggio osculatore MC equivale a quella dell'arco dell'evoluta; dimo- 
doché questo raggio , e tulli i suoi precedenti e seguenti differiscono fra di loro in 
lunghezza di quanto è lungo 1' arco dell’evoluta , interposto tra gli uni e gli altri. 
Dunque l' intera lunghezza del raggio MC che si compone del raggio primitivo AB 
più i successivi accrescimenti di tutti i raggi intermedi , eguaglierà la lunghezza di 
AB più tulio 1’ arco BC, ed avremo 1' equazione MC=AB-4-arc.BC,* il che verifican- 
dosi egualmente della porzione di filo compreso da A fino a C, ne segue che al- 
lorquando il filo si sarà svolto fino al punto C , e la parte svolta avra quindi pre- 
sa la direzione di MC , la sua estremità A si troverà nel punto M della curva 
sviluppante AN, lungo la quale dunque si manterrà costantemente nel suo svol- 
gimento, e che in conseguenza anderà descrivendo nell'alto stesso di svolgersi. 
Di qui intanto la bella conseguenza che ogni qualvolta la sviluppante è algebri- 
ca, potremo aver l’espressione di un arco qualunque dell’ evoluta, prendendo la 
differenza dei raggi osculatori della prima, corrispondenti alle due estremità dell' 
mco della seconda; vi è perciò un' infinità di curve rigorosamente rettificabili, 
contro l'opinione altre volte emessa da Cartesio. 

4333. Illustriamo con qualche esempio queste dottrine, e si cerchi iu primo 

luogo 1' evoluta del circolo. Poiché io questa curva abbiamo r=.a (4 327), — y— 

ds 
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— ^1(4 340)= — —(4308),^ ='—(4340)=— -, sarà a=0, §=0 ; onde il circolo 
t ' a its il a 

ha pei- evoluta il suo medesimo centro. 

Vogliasi 1’ evoluta della parabola. Si avrà r=— (1326), — = ~ (4 340) = 

HÌZ—JL ; -* — — ; onde a=x-f- — - =3x+ 5 p(9!i2) ; 6 (p*-4n’)= — 

ndx 2 ri ds ri p p p 

-4xf/— .Dunque 6’=^-=— (a— }/»)’, ossia (fatto «— jp=a , )o , ’=-^^6 * , 
p p 27 p *0 

equazione ad una parabola cubica (40H) col vertice in B , e il cui parametro F.258 

27 

è di quello della data. Abbiamo qui dunque un esempio di una curva aige- 
biica rettificabile (4 332). 

Si cerchi l’evoluta della cicloide. Avremo (1329) , — ,dsz=dxX. 

x 

J/-? , r=2j/2n(2a — x), e quindi a.—Aa — jc,o=; — 2J/ x(2a — x). Non polendosi 

qui effettuar completamente l’eliminazione di x ( f 33 f), perchè manca il valore di 
j dato direttamente per x, e si ha solo quello di dj tlalo pev x e dx f si dille* 

renzino adunque le due equazioni, ed avremo dot=z — dx,d$zzzdr — ■[ \ 

y x(la — x) 

ossia sostituendo il valor di dì ,df>=dx 1/- =— daV ; ovvero ( pooeu- 

“ 2 a — x a — la 

do |?r — 6=6', a — 2n=a') d%'=da'p’ - — — , equazione che essendo in tutto con- 



forme .vii’ ultra di=dxp — -, mostra che l’evoluta ò una cicloide dell’as 



2o,e quindi perfettamente eguale alla data. 

Si osservi 4°. che la fatta trasformazione delle coordinate a, 6 in a 1 , non 
inducendo cambiamento veruno nella direzione degli assi (904 .4°), quelli della nuo- 
va cicloide si conserveranno dunqne paralleli agli assi della primitiva, e soltanto va- 
rieranno d’ origine, la quale, come è facile a vedersi, da B passerà in A, punto che 
sarà dunque il vertice della nuova cicloide, come AB' parallela ed eguale a BD ne 
sarà l’asse, e B'G parallela ed eguale ad AD la semibase. 2°. Che la nuova cicloide 
incontrandosi in E con BE=2BD raggio osculatore della cicloide primitiva al pun- 
to B (4 329), ed essendo nullo il raggio osculatore al punto A (ivi), la semicicloide 
ACE, e quindi l’altra sua eguale AMB, equivarranno in lunghezza a 2BD (4332), 
e l’ intera cicloide AB« a 4BD; laonde l’ arco intero cicloidale e quadruplo del 
diametro del circolo ecnitore. 3°. l’ altra semicicloide nC'E descritta sull’asse ab 
parallelo ed eguale ad AB' sarà l’evoluta della semicicloide BM'o. 

Vogliasi infine l’evoluta della spirale logaritmica. Poiché in questa curva P 259 
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p 259. ANMs=AMT (1330); 1’ evoluta ABN è dunque eguale alla spirale loga- 

ritmica ADM (1030). Quindi (1332) la tangente iVLN è eguale alla spirale ABN, 
benché questa lacci;» un 1 infinità di rivoluzioni intorno al punto A; dunque del pari 
condotta AT per pendi colare ad AM, sarà MT= all’arco ADM,* oude la spirale 
logaritmica e la cicloide sono evolute di se medesime. 

Altre regole dei, Calcolo Integrale 



Metodo per ridurre V integrazione di più differenziali binomj di una so- 
la variabile a quella di altri differenziali conosciuti 



!334.Debbasi integrare x n dx(a-\~bx m )^ J supponendo noto I* integrale di 
sf* dx(a-\-bx m ) ed n^p. Poiché x n =x n x m ^ perciò fatto 

l ( | l m \ A-f*f 

a=f, ed x m * dx{a-\~bx m ) ^=dq , onde (1259) qzz — - — 

a(a-\-bx m ) ^-fr -bx rn (a+bx ,n ) ' 



bm'J- HI) 



la formula ftdqz=ztq — Jqdt (1263) darà Jx X 

, /i-H — m. , m>. A-+-I . , . 

Jx(a+ bx”') k =l {U+Ì,X } ±^2/x n ~ m dx { a{a+bx m ) k 

V bm-Jt-W) bmk-+-i) J » v 



, <-t-n — m, , , m.h-hi 

k_* (a+bx ) 



i m, , , mji | . , . , . Di.k x \a-r~ox . 

- bx (u+bx ) j ,cioc rulucendo ,/ x dx(a+bx ) — — — 

a(n — m- H) , n — m , „ , mk _ . 

- Jx dx(a-\~bx ) .Se in questa stessa espressione in vece di 



^(wà-HM- I ) 



u si scriva n — m t n — 2 m, ec. , si avranno i valori di Jx 1 ,n dx(a+bx m ) ^ , di 
Jj l r ^ m dx(a-\-bx m ) \ in generale di Jx 1 * m dx(a-\-bx m ) essendo t un in- 

tero positivo; e di qui Jx tl dx(a-\-hx m ) =(<t-f“&x m ) (^ j(i T' nV ’ n ì À ) — * ’ 

<f(l-+-n — m)A a(l-f-n — 2 m)B cr(l-+-i* — /n(i— l))i£ x 

bT m (\-\-n-\-m(k — I)) òx*(4-4-w-Hn(A — 2)) £x*(l-HH-m(À-^-i-4-0)/ 



<**( I — f— /i — m)( 1 -+-/J — 2/n)...(l-|-/i— ira) 



- n— im _ , _ /?i n A 

/* cix(a-f-£x ) , 



A*( I -HH-mÀ) ( 1 -4 -/ì- 4-/»(A — !))....(! -f-/i-f-m(A — *-f- 1 )) 
pve i fatturi A , /?, ec. rappresentano in ciascun termine tutto intero il valore del 
suo precedente, ed il segno superiore ha luogo quando i è pori, l'Inferiore quando è 

impari. Ora se n — im=xp t cioè te — —z=i, intero e positivo potrà Jx </x(«-+-.... 

ni 

bx ) ridursi con la formula precedente a J dx(a-\-bx ) , presi tanti termini 
della serie, e tanti fattori tri nomj nel numeratore c denotili nalor t|<?l teniliuc tuoi 
di serie, quante sono unita iu i. 
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Es. Sia Jx'°dx{\ — x’) 1 da ridursi a Jdx(i — x’) * —are. seni (1 232. 1 ,°): 
sarà nt=i 0 ,a=.\, b= — 1 , m= 2, k = — l ,p~0, — -=4=5; dunque Jx'°dx(i — x) - > — 

771 

/i 4 „ 9 , 97 , 9 - 7 - 5 , 9.7 .5.3 N 9.7. 5. 3.1 

v ' \ (I) 10.8 10.8.6 10.8.6.4 10.8.6.4.2 / 10.8.6.4.2* 

are.senx+C( 1252. V.). 

1335. Se sia n<p, e in conseguenza i numero inlero negativo, in luogo di 
ridurre Jx*dx(a-\-6x m ) i a Jxfdx(a+bx m ) i , si ridurrà questa alla prima. 

Esempio. Sia Jx — <i/x( 14 -x ’) — 1 da ridursi a J dx( I -f-x 1 ) — 'e^urc.tangx 

(1232. 3.”); si avrebbe ni 4, m=2, p—0 ed- — 2: riducendo dunque la 

seconda alla prima si avrà 71=0, a— 1, 6= 1, m=2, k— — 1, p— 4, IZZF — ? — ; . 

x — * 

onde/rfx(l-+-x*)-'=— x-'-i — — 4 -/x-<cix( 14 -x')-'; dunque /x-*<fx( 14 -x*)-'= 

1336. Pub altresì per questo caso istituirsi nna formula generale analoga a 
quella già stabilita pel caso opposto. Si riprenda la formula (1334) /x*dx(o- 4-... 

. 7 *'+» -«(a-f-ix*)*-l" 0(14-71—771) 

3 = -1(1+7, 4-mà) T(<+n+mk) fxn ' ad < a+bxm) ■ Avend0,Ì da 

questa W(o4-6*«)* 

— m) a(<-4-/i — m) 

se si ponga n-{-m in luogo di n troveremo J x*ax(<H-&r •)*==• 

a(l-Hi) 

— —J x J *~T- m dx y a-\-bx m ') k f ove se in luogo di « scriveremo suc- 
cessivamente n-f-m, ra-4-2m , n -4-3 /ti , , . . , n-\-im , e se sostituiremo come so- 
pra gli uni negli altri i valori che cosi si saranno ottenuti, troveremo 

Jx'dx^br.y-^.^.f^L., K*+n+rn(k^yx~A 

( 0(14-71) o(14-,t4-7«) 

*( 14 - 7 » 4 - 77 i( à 4 - 2 ))x -5 J(14-n4-77i(à4-3))x«C 6 ( 14 -/i 4 -/ 7 i(à 4 -i— l))x"Z ) 

0 ( 14 - 714-2 771 ) 0 ( 14 - 714 - 3771 ) 0 ( 14 -/ 14 - 771 ( 1 — 1)) } 

| 6 <'(l- 4 - 7 i 4 - OT (à-H))(l 4 -n 4 - 77 i(à 4 - 2 ))( 14 -n 4 -CT(à 4 - 3 )) ... (1 4-7i4-'>i(H-Q) 

o*(14-7i)(l4-o4-7n)(l 4-714-2/») . . . ( 14 - 114 - 771 ( 1 — 1)) 

J x’ r ^‘"‘dx(a+bx ■)* j nella quale ciascun dei coefficienti A, B, C, ec. rappre- 
sentano al solito tutto intero il termine precedente, i à un intero positivo , ed 
han luogo tanti termini in serie e tanti coefficienti polinomj nel termine fuor 
di serie quante unità sono in i, valendo per ultimo il segno superiore o l’in- 
feriore secondo che i è pari o impari. 

T. II. 



1 
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4337. Col metto delle due precedepti serie generali si otterranno assai facilmente 

j^ 2m dx x ±m Jx 

gl- integrali 4.» f y^_ x y * * / y^Z^ *' 1 H**-*-) ’ “ 



i ,° Unto coll’un segno quanto coll'altro a /• 



dx X 

r-r r\= (t 26 < . < .°ì are. seri— : ri- 

ve*»— *) « 



ducendo il 2 col segno superiore a / ; 
dx 



x dx 



— =(4 2 24) — J/ (a’— *’) , e col segno 



inferiore a /■ 



*V(a’ 



K«W) 

4 cfx 4 a 

* T - ;~r — r«=(4 261. 3.°)— arcata--. 

V(x’— a*)' ‘ ay — 4 x 



O V — i 



±rm— ì rfx ..... . . , x-idx 

trasformando il 3.° in x — -, e quindi nducendolo a /— •= 

Y(a—x) J y (a — x) 

dx 2j 

f =(4264 . 4.°) arc.sen.v. — . Operando troveremo 

J y x(a—x) a 



I •*/ 



x**dx 



. _ ( x* m ~ t ( 2 m — i)a'x tm ~^ 

V («’-*){ -. T-- + 



J/ (a’— x’) ' ^ “'(2 m ' 2m(2/n— 2) 

(2m— 4)(2m— 3)a»x’«-5 3.5.7...(2m— 4)a*'"- , x \ 3 * 7...(2m— 4)^ 

2m(2m — 2)(2oi — 4) h H 2176. .2m j + 2.4.6.. .2m X "‘ 



2m(2o> — 2)(2m — 4) 
x 

a’ M arc.sen h C 

a 



11 .*/- 
J *•» 



di 



{ 4 2m — 2 

(2ni — 4 )a’x’ , >- ,_, "(2ni — t )(2m — 3)a 4 x'—- J ~^ 



x' m y (a* — x’) 

(2/h — 2)(2m — 4) 2 4 6...(2m-2) i 

‘ " ' ■** 3 5.7...(2m— 4)a*-x j 



(2m — <)(2m — 3)(2m — 5)a 6 x* m “ 5 
dx 

WS) x - 

2m(2m — 2 )a < x , ’»- < 



IH 



\ x ' m 


2mflV**** 


( 2m-M 


(2m-4-4)(2m— 4) ' 



(2/n-l-4)(2/n— 4)(2m— 3) 
IV 



4.6 8-..2/na’*-’x’ t 2 4 6...2ma ,m | ( ^ 
4- ‘ " + 1 3 5.7...(2m-t-4) + 3.5,7. ..(2m-+-4) ) 
rfx ,,, ( 4 2m — 4 

■’ ^x’-»-t-'W a *_x-) V( a '— Z 2 ma ^>. + “ « + "'" 



'K a 

(2m — 4)(2m — 3) 



2m(2m — 2’)a^x' m ~' 






3.5.7. ..(2m — 4) 



2m(2m — 2)(2m — 4 )a 6 x’" - * 2.4.6...2//ia’"x 



) ) 3.5.7 ...(2m— 4) 4 

? ) 2,4.6... 2mu*à+' y ~ < X ' 



are. se n 1 - C 

x 



x”<dx , . ( i"-} a(2m-l)x»*-T a’(2m — 4)(2m — 3)x"~4 

^ y{ax — x*) ' ( m 2m(m — 4) 2 'm(m — 4)( m — 2) 

o»-'(2m — 4X2m — 3)...5.3.4xt 1 l 4.3.5., (2ro — 4)a* 2x 

2n-'m(m— -4)(m — 2). ..4. 3.2. 4 j 



-arcJtn.v.- 
2'»t.2.3...m a 



2'(m — 4) 



«fa 4 2 

VI.* f =— Vfu— *)< H — 

x m Y(ax — x*) ( a(2m — 4 )x m - \ a'(2m — 4)(2m— 3)x B,_ f 

2 1 (m — 4)(m — 2) ^ 2»(m— 4)(m— 2)...4.3.2.4 ) ^ 

n i2m — l)(2oi — 3)...7.5.3.4xìr / 



t-— + 



a^m — t)(2ai — 3)(2m — 5)x*"f a m {2m — t)(2m — 3) 
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e dovran prenderai tanti termini nelle serie contenute dentro parentesi, e tanti 
fattori nel numeratore e denominatore del coefficiente del termine al di fuori, 
quante nnilà sono in m, e mancando il termine al di fuori se ne prenderanno 
ns-H »1 di dentro. 

4338. Questi valori moltiplicati per y — t daranno ispettiva mente, come è chia- 

lt2m t — — (2 /js-)-4) , _L_ m j 

ro, quegli degli integrali 3.-/— —j. 

4339. Cangiata poi negli integrali 4.°, 2.° del paragrafo precedente a in 

, x— 2m dx 

ày — 4, e nel 3. a in —a, avremo il valore degli integrali 4,° J 

(a’-J-x’) 

5 * 

K«V) ’ ' V("x+i’)' 

4340. I metodi esposti guideranno pure all’integrazione dei differenziali 
*~ n dxy (± a’+x'), x—"dxy C±ax^x*), x ~ ‘ "dxy (a’+x’), x ±n dxy (ax+x"), 
che moltiplicati e divisi respeltivameute per i loro fattori radicali, si ridu- 



cono il 4.° a 



^x— " ( /xrpr 2 — Vx .. . _ 

" V(±«'+x') ’ ‘ ° * 



U 3.» ad 



*'x—‘ 



2 ±n, 

ax rf r;pr rfx 
" 1 



, il 4." ad 



ax^dx+x^dx 



’ • 

^ 344. Vogliasi per esempio [dx\f e* ) . Coi segni superiori avremo 

fA-rY/fÀ* »\ /*(«’ **) . _ rf* . x*dx 

J n " - =< ,33 ’- '• > 

“ arc »on — h-f/ (a’ — x*) — ^-arc.sen—^r-a'arcjett — V (a’ — x*)-4-C. Coi se- 
*2 2 a 2 a 2 

gni inferiori avremo /<fx^(x*— 0 ’)==^—) — 

2 a 

4342. Qui poi torna a proposito l’osservare che gl’integrali espressi in funzioni 
d archi di circolo posson comodamente trasformarsi in funzioni logaritmiche. 
Sia y il minimo degli archi che hanno x per seno, coseno, tang. ec. Avremo 
4. xzzicny =ten(mr-+y"), preso il segno inferiore qnando n è impari (794. 68.* 7 0. 3 ). 
Or di qui e dalla prima formula del §. 822. si ha facilmente 

y I l f — *’)±: *V — 4 1 ; sarà dunque in generale arc.seiix = nn ■+■ 

y j l | yO — ■**) ±*y • — 4 2.® x=xcnsjr=xcos(2nn±;j-) (ivi. 69.*), ^+-^= 

y j 1 | X ±V (** — 0 1 , e quindi arc.cosx=2mr-h~-^ l | — () j. 
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3.° x=tangy=xtang(.nn-{-}). Di qui e dall» terra delle formule del J. 822, 

4 4-4-xJ/— 4 4 4H-xl/ —4 

1 ; — — -, ed arc.tangx^m r-t-rr; ‘ 7 . 4.* x = 

2jz— 4 4— x^ — ( 3 2J/ — i 4— xf/ — 4 

aen.i/.^ =je«.»'.(2njr^y)=4 — coi/ (779), con =4 — x, renj =|/(4 — (4 — x)’)= 
y*( 2 — x), -+ 3 ^=p — j l | f — X;+;J/x(x — 2)|, ed are. se/i. v.x=2n7r-h^ — -X 

/jl— X±^x(x— 2)J. 

4343. Sia proposto ora di ridurre Jx dx(a+lx' n / > a Jx dx(a-+-bx m p . 
Fatto x z=.z ed (o-4-ix )^=u, la formula Judz=uz — Jzdu (4263) dà 

"\P— < 



. Se iu 



n-H, , m./> . 

, n m v x («4-ox ) bmp . n-4-m . , , 

/x dx!a-\-bx Yz=z C x dx(a-+-bx V 

«-4-4 H-+-4 y 

questa istcssa espressione si scriva n+m, n+2m, ec. per n ; p — 4, p — 2, ec. per p, 

• 1 ir n + m , , , , "» p — < ,. , n-t-2m , , mi ? — 2 

si avranno i valori di Jx dx[a-\-ox ) ,diyx ax(<H-ox J , ec. 

/n-H 

e si troverà la seguente formula Jx" dx^a-^-bx™)^ =(a-4-Jx” , )^| • 



4-4-n 



bmpx A 



bm(p — 4)x B 



bm(p — t’-+-2)x Z 



ù 



(l-4-n-t-m)(a-+-5x ) ( 4 -(-n-^-2m)(^H-4x , ”) (4+n-4-m(i' — 4))(a-4-ix m 

ì* 

l m p(p — 4)...(p — i'-|-4) , n+i'm , # , m,P — *' . . 

•+•/ — — -£■ — fi dxta+bx f , ove tutto si 

V 4 -4-«)( 4 -4-n-t-/n).-.( 1 -4-«-H«*(t'— 4 )) 

prende come prima (4 334). Ora se p — txxq, o se p — q=i' intero positivo, l’in- 
tegrale di x dx(a-\-b X m 'J’ si ridurrà a Jx Jx(o-|-ir p , il quale poten- 
do ridursi a Jx </x(a-+-ix p quando n+i'm — imxxr, cioè quando =< — 

m 

vi si potrà ridurre anche il dato. 

5 t 

Esempio. Sia da ridursi Jx*dx(i — x’) T a Jdx(i — x’) 7 ; si avrà n= 4, a=i , 

s 

5= — f , m=2 } p=.\ , rz=0, q=\ , p — qsxi'z=2. Dunque fx*dx( 4 — x’) T =... 

X '(' — r • )T -4- ,X . .?J~ I V -4-^/x’rix(4 — x’P } ma (4334) /*Mx(4— x’)7 = 
5.7 



5.7 



x7 


‘>x K 


7.5x’ 


7.5.3x ^ 


17.5.3.4 


To” 


~ 40.8 ~ 


" 4078lì ” 


4 0.8.6.4/ 


40.8.6.4 



/x«<fx(l-x’) W !(< 5 * r 4 



/<fx( 4 — x’) T ; dunque 

* /x7 3x' 3.5x’ 3.5.3x N 

— ■ — - I *+“ ••••• 

6 10.8.6.4/ 



*/r7 3x’ d.5x 

VTò ToT? To? 



3.S.3 
40 8.6.4 



/ d x( 1 — x’) -+C. 
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1344. Se i» sia numero intero negativo si operi come sopra (1336). 

Integrazione dei rotti Algebrici razionali 
Pdx 

1345. Debba integrarsi la frazione-^-, con P, Q funzioni intere e razio- 
nali di x. Se x è in P a dimensione maggiore che in Q, si effettui la divisione 
di P per Q fino a che non si abbia un resto R in cui x sia a dimensione minore 

_ . , Pdx f Rdx Pdx 

che in Q. Supposto q il quoziente intero, saia =qd x-f- — , e y— — - .= 

Rdx , , 

J qdx-\ - J~ q — , e come già sappiamo integrare qdx , cosi non resterà ad 

integrarsi che , ricerca che coincide con quella dell’integrale di — , 

quando x sia in P a dimensione minore che in O, il che dunque qui supporremo. 

P 

1346. Ciò premesso si decomponga la frazione --j nei rotti parziali da cui de- 
riva (1302). È chiaro che la somma dei loro prodotti per dx equivarrà a 

i , . ... Pdx Pdx 

e la somma dei consecutivi integrali a J ■ ■ ^ ■ . Avremo dunque J se sapremo 

Pdx 

ad uno ad uno integrare tutti i rotti semplici nei quali si risolve — il che è 

in ogni caso possibile. Sappiamo inlatti che queste funzioni non possono preseu- 

.... . Adx Adx Aztiz 

tarsi che sotto una delle sei seguenti forme (180) , («<») — ,(181) , 

Adi „ Azdz Adz . _ . . , _ Adx 

— — -, (ivi) : — , — - — — e m tutte il coemcienleja e costante. Ora / = 

z'-yi v 1 (z’-t-i)p (: +i)> oc— a 

( m ,un~« ; ■ 

A /z<iz(z , -f-i)-P=:(l259) — — — ; • Quanto poi all’integrale del rotto 

Adz . . r dz 

— ; — — si otterrà riducendolo, mediante il metodo del §. 1343, ad A 
(5 + 6 )? s -*•* 

(1261. 2.°) ^-arc.tang z\ ~ . 



Esempj. Si voglia integrare dyz 



dx 



Fo 



dx 



Adx Bdx 
— 1 h 



(«’— x*)x (u' — x’)x x a — x 

Ddx 1 1 1 dx dx 

■ , e trovo (179) Dxx- — -, perciò d y—~— +-r~r -- 

' “ 2 a la J a x 2 a (a— x) 



a-l-x 



2a* 
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dx . ix l(a-x) l(*+x) IC 4 , Cx . L 

S&T)' — + ?=?'f(raj S '" 0,, '‘ 

, dx 4 , C(a-(-i) 

p ure W = ì:'t7' 

(x*-4-X*-+-2Vk: ^ ir** A t dx 

Sia > =•— • . Decomposta la frazione in hr rrr-r 

~ x(x— l) a l»4-0* x ( x -<) 

Aidx — |-~^ 3 — avremo, come ai trovò (480,4302), A~2 , A t =z\ , 
x— 4 x-M 



2rfx 



</x 



3dx 



A,=-\, B.=-i, B ,=- ». Dunque 

dx - . SJx .~, ed yz=llx ^ £f(x— 4)+. * — . — ff(x-H). 

2(x-H)’ 4(*H-0 ^ x-4 T ^ ' 2,*-H) ’ 

Si» -J» — — , ove vedonsi riuniti i tre casi di Q con 

x(H-x)*(4-(-x-)-x*) 

z — 4 

fattori reali eguali ed ineguali, e con fattori immaginar)' (4303). Posto x=-y- 

per togliere il fattore trinomio ((84), troveremo <fr= 

4 C D 



4 6dz 



( 2 — 4 )(s-+- 4 )*(feM-3) 

H 



. c D Di Az-hfì 

Pongasi dunque +*^T * 

metodo ordinario (479. 480) darà immediatamente C=— , D — — - . Il metodo 
differenziale (4302) darà in seguito D,=—Ì ; e di nuovo dal metodo ordinario 

NT-MU _ MT+iNU 

mediante le formule A=-^-^, B= avremo A > B < I aando 

ai saranno stabiliti i valori di M, N, T, U. Or poiché nel caso nostro abbiamo 
P=\, S=( s— t)(z-H)*, e deve porsi z=±y3y— 4, sarà secondo lo spirito del 

metodo Af=4, N=0, T=— 4, U=—4, e poiché 4=3, avremo perciò ^=— , 

i dz 2 dz 2 dz (z— \)dz 

D “ lUU ° CÌÒ ™ alteri dun< * ue d ^ == ^~(^Ti i*-hT ’ 

f*— lll/fz'+Sl 2 4 * _ 

e integrando, jr=t- ^^5 +* ~ y$ arc - tan * yj + Cott ~' 

^(xM-x-H) _4 1 af ?f±l+C. 

(x+4)* x+4 y 3 6 ys 

4347. Dunque ogni differenziale frazionario e razionale s* integra o alge- 
bricamente, o per logaritmi, o per archi di circolo. La difficoltà consiste 
nel trovare i fattori di Q , difetto piuttosto dell’ Algebra che del metodo 
d’integrazione. Notiamo alcuni casi in «mi oltre quelli già contemplati in 
principio (4260), l’integrazione di un rotto irrazionale può ridursi a quella 
di un rotto razionale. 
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r,Si» djr=s 



Xds 

y U-+-&X-Ì-CX 1 ) 



263 

, ove X è una funzione razionale di x Se c è pu- 



nitivo, si ponga — —X , — —ft, czxx * , e j/(a-d-5x-+-x*)=r-+-i. Avremo is..< 
c c 



V (•+■**■+«* * )=xJ/(iaH-€x4-* * )=x(x4-;)— ■ . ^*= 

2dz(a — £z-(-z*) ... . ... . , . , . 

i — , valori che sostituiti in ay canneranno questo differenziale in uu 

(2 ; _e>> o i 

alleo della forma Zdz, ove 2 sarà una funzioue razionale di z. Se c è negativo , 

nel qual caso x sarebbe immaginario e Z irrazionale , sieno x — A, x — A' i fattori 

reali di primo grado in cui potrà sempre decomporsi il trinomio x * — 6x — a , e si 

. Az*-f-A' 2 zdz(h — A') 

ponga A 1 — x=(x — h)z * . Sara x=—-—-,dx= — — — (a-hix—cx » )= 

xj/(x* — 6x — a)=xz(x — A), valori che come i precedenti cangeranno d_y nel- 
la funzione razionale Zdz- Cosi se X=( , operando, troveremo nel primo caso 



sf.= 



dx 



2dz 



y (u-+-A*-+-ei r*) 



x(2z_6)-^^f (2 ‘- e)== -|fe /( -r- 2 * 



-+-2 J/ Ì — — — ) -I -Cost. ; e nel secondo dy=z ; 



dx 



2 dz 



V(a-ybx— ex») x(i’-H)' 

2 2 x 

ed >=(< 2G1 .2°) are.tauezxx — - — are. lungi/ 1 -Cost. 

x \c x— A 

Parimente se djrxx—-~- , ss — e quindi — - — 

VO+x»)* (l-+-x*)J/(M-x*) * t-f-x» 

4ztfz .. 2 



«=1, A=U, c=l, avremo la trasformata dy 
\ 



, d’ onde rs = 

(H-s*)* 



• H C, ovvero cambiando , come sempre è permesso, C in C—K 

<-t-x*_x^(t-t-x’) • t r . 



e ri ducendo, y ss 



K0+**) 



4 -C, valore che direttamente si sarebbe incontralo , 



t 



ac senza far caso del metodo attuale, si fosse posto x*= secondo il metodo 

Z——i 

altrove accennato (4 260.3°). Si apprende intanto nuovamente di qui, che gli in- 
tegrali ottenuti con metodi differenti possono diversificare in infiniti modi tra loro 
(1254); ma il divario non dipenderà che dalla differenza delle costanti. 
dx . 

Infìue se ars= ; — — -, saia c negativo, e poiché per — l ab- 

* (a-H^x)J/(l— x')’ * v 4 

1 — ; * 

biamo h= — 1, A ssi , dovremo porre i= — ; dal che si avrà y=— • • • * 

f ^^r=* =(<233 - 3 ^^fció arttansi ^b^Td=^ arc x 
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rfx _ < m 



II 0 .Sia adesso J y* t=- 



/7i in n » 

<<-* )V(2x m _0 



Pongo— -^/(2x — <)=u ; ed 



ho 



2 m — < 

(I— x m ) % dx(i—x*) 2m — < _ ^ , dx u dii 

— z< — ■u*"; — ^-=u </«. Di qui 



ara » 



2m+i 



r(< — x*) 2 /tk * 

4 — u 



2m — 2 , 
u du . 

d'onde infine «; = razionale. 

2/zi 



m — < 



Iir. Sia infine 



/fx 



m ni 



(<— x )j/(2x — 0 



Pongo (2x m « — i)=ru , ed ho 



4— x*s=; £(<-—«**) j , e /Lr = 



2 /ti — 2 
2u </m 



4 — u 

Melodi d y integrare per Serie 



2//z 



<348. Quando un differenziale non ammette integrazione esatta, si ricorre al- 
le approssimazioni, e le serie sono allora P ultimo compenso. Infatti riducendo in 
serie una funzione X della variabile x, si ha un seguito di termini monornj, i cui 

integrali riuniti danno un valore approssimato di JXdx. Per esempio , 



dx xdx 
a a* a 



«H-x 

* Jr fi T r r 1 

— ec. ; dunque J 7- 1 — ec. -‘r.C = (455) 



2a* 3 a' 



/( 1 -4- — )-f-/C= I -(a-\-x)=lC(a-\-x ) . 
a a 

d x x^ 

Cosi si ha dy z= =/fx — x % dx-\-x^dx— x 6 dx~^ec.: ed v — x -h — 

J 4-t-x 1 y 3 

X 5 x^ 

— -j-ec. = aic.tangx (822. <232. 3"). 



Cosi dj'=‘ 



dx 



v (<— 



, — t , x 4 <.3x< <.3.. J »x 6 

=:<ix(<— x 1 ) -+- ^~T -4- ■ " , - +-CC-) 



2.4 



2.4.6 



< x 1 < 3x 5 < .3 5x’ 

(429) j ed y—x+~ +^jjj+ec.= are.seiix(623.ni2.i a ). 



<349. Bastino questi esempj ; ma il seguente Metodo d * integrar per parti 
dà delle serie più convergenti. 

La formula </(Xx)=Xrfx-+-X£/X dà J\dxxxS.x — • t /xdfX(<263.2°). Sia dXz=z 
X'afxj dunque JxdX~JX}xdx ; e fatto xdx^dz, onde — sarà JX'dzzzz.. 
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Xs — JzdX'= J (X'x * — fx 1 dX'). Sia JX r =X"dx ; dunque Jx'dX'=xJX"x'dx, 
x ì 

e fatto x'dx-dz, onde— s arà/X"<f;=X"i— / 3 dX"=^(X ,, x 5 — /xWX"), 

ec. .Sostituendo questi valori nella prima espressione si troverà JXdrzxXx 

x» 



~X'+^X»- — X"4 

dX 



2 — ■ j 3 — ' j 3 j“ ' JJT 7 X ' V — ec - > ovvero supposta eìx costante, on- 



dX ... ddX 

17 

x'ddX x *dddX 



ddX 



‘dX 



de dl =x ’’ 17 -' dX '' Tx =x ’ - 17 ' ec • si avri / w*=Xx-— -+ 



2.3 dx a 2*3. idx^ 

J5 -n c- . v v m—l , r/X % m — 2 

^3j 0. Sia per esempio X=?»(a-Hr) , onde — = m(m — l)(<i~hx) , 

a.T 

dd X fji - 3 » 

faT =m (. m — 0( m — 2)(a+ar) , ec. Dunque JXdx— (1259) (rM-x) =C+ 

. . T71— 1 , /7I— 2 m 

m 2 ( a +x) — y m(rn — <)x a (a-+-x) - 4 - ec. Fatto x= 0 , verrà C=a , ed 

{*+x) m =à n -\~mx(a -f-x)"* - *_ { m(m— t)x » (a+x)™ - 2 +ec. 

4354. Sia Xz=a*la ; sava -^~^a x l 2 a, — - z=:a x Da y ec. , il che dà fXdx=.. 

(1258) a r =C-i-a x xla(4 — y xla-j- x 1 / a a — ec.). Sia x=0, si avrà £7=1 , ed 

a ’ r l-f-a x x/a(l — ^ x/a-l-ec.) ; dividendo per a*, verrà l=«r'**-4-xfa(l — Jr/aH- 
ec.). Dunque <z~ T =l— xfa(l — yx/a-4-ec.), e cangiala -~x in x, a r s l-f-x/a-f- --- 
4-ec. (461). 

Integrazione delle funzioni Differenziali Logaritmiche ed Esponenziali 



1352. Vogliasi JXdxl n x. Posto lxssy t e successivamente Xdx=dz , z d> = 
«fa, udy=dt, tdyx=ds , ec. , F integrazione per parti (1349) dà fXdxl *x= >* z 

*i— 1 n — 2 n — 3 n n 1 

— V “+n(n— Or t_n n_t)(n_2)v i-t-ec.=/ xJXdx-nl xX 

/^JXdx+„tn-i)i n -\f d -± /? JXdx-nCn-iXn-2)i n -\/!l X 

J— JXdr-\-ec. Cosi se n= 3, X=x*, verrà JXdx= J— JXdx = •— , ec., e 



3i»j 



/x WxDx= “(far- ~ + — )+C. ( 1252 . VP) 

1353. Se « sia negativa, fatto lxxzjr y e successivamente d(Xx)=X , dx J d(X!x ) 

• t 7 , , Xdx Xxdr 

— a ox, ec., vena «x=xar, e conio stesso metodo si atra f = / — 

*'* j* 
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4 



a C,6 

X —t { X +—2 

li — 4 t n — l 

(it-i)l X 



X‘7*x 



■2 (/. — 2)(n — 3) 



+ec 



K 



(» — «)(n — 2)...2.« 



J 



x (n_4) ^ 



Cosi se it=3 ed X=2x(Zx— «),** ha X'_2x(2Zx— I), X"_ -8xZx, 

, (2xZx— 2x+2xix(2Zx— I ) } + j/^=£+C- 

mx 

4354. Debba ora integrarsi a Xix. Posto a dx=dz , onde — = • 

(«258), e fatto successi vantante dX=X'dx, dX'=X"<Zx, ec., verrà col metodo stes- 

tnx v , -vii » 

wx„ , a ( y A . { ove il segno di sopra è 

per a pari , ed n è determinata da X’=Costante. Cosi se m=3, ed X=3x * (xZa 
-H), ,i lm X'=3x(3xZ<H-2), X''=6(3xZa+«) , X'"=«8Za=C, onde n=3 . e 

ai* . 3x(3x/o-+- 2) . 6(3xZa-M ) <8Za^ 

y3a 1r x*dx(xZa-H) = ^(3x*(* ia +0 3 / a 1 gi» u ’ “ 27Ca' 

^.«■“xM-C. 

mx , x (n) 

«355. Dunque Je^XdxJ-^- { X - iL } • Coai con m=2, ed 

m 

Xc= 2 (a — x)(« — x — «) , verrà X' = 2(2x— 2a-H), X"=4=C, onde n = 2, e 
2x 

J2e 2x (a — x)(a— x— « ylx— t—(2(a—, xX a — x— «)- 2x4-2a)=e (a— js)*4-C. 

J > 

«356. Per aver P integrale di porremo il valore di a («35«), ed avre- 

m /r=“ + 

x+ — -t-cc.j e se e*=*, si avrà j’t=C4-Uz+lz+lì+ «=• J c poiché 

f^=Uz ({225)=r, sarà / ~= Jz . ~=Jzd r=zy—/jrdz=Mz—/Uzdz, e 
s/s s*s 

Jllzdz~zllz— J — C-llz’—lz- — ec. 

Integrazione delle funzioni differenziali , entrano Seni , Coseni, ec. 

senti r 

A 357 . Poiché / rfxcoix»enx, c Jdxsenx = — cosx, jarà Jdycosny=. — , 

cosar sent+’z , . - 

e Jdysenny^ — , Jdzcos zsen*z~ — 7— > « fdzsenzcos z—— * • - 

ri «-t-i 
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coj^'z . 

— — — . Similmente Jdyscnycosay=(795')^Jdysen(a-+-i)y — jJdj X - • 

cos(a+t)r cos(a — 1)»' 

senta— ( ) ►=_ — | — . Sarebbe lo stesso per dx seti xsenax, 

^ K 2(a+ 1) 2(a— l) v 

dxeos x cos ax, ec., e si tratterebbe colla stessa facilità dx sen xsenax cos bx, te., 

riduceudo questi prodotti a seni o coseni semplici. 

djr 

1358. Vogliasi Jdxsen n x. Fatto sen x—y, onde dx——- : — -, sarà JdxX 

v (<— y ’) 

y*d? 

sen’x—J ^- — - — - , che s' integrerà al solito (1335); dopo di che non resterà 

che restituire il valor di y. Cosi troveremo J disenfi— C (je» s xH — — X-- 

6 4 

5.3 5.3.1 , , _ cosi 4sen*x 4.2 V 

sen*r-+- — renx)-t-,— —x; e Jdxscn'x—C — (sen<x+ — 1 ). Nel 

4.2 0.4.2 5 3 3 

modo stesso potrà ottenersi Jdxcos’x, ponendo cosx—y, il che dà Jdxcnfxzx — 

y*dy 

J — - Facendo x=90 ° — y , e per conseguenza dx— — djr, senxxxeosy , 

eosxxxseny, avremo il valor di Jdjcosy, e si troverà per esempio Jd) coi c r 

—C+~^-senr( c os<j+ ^ cos'jr-+ ^cosy) + ; e Jdycos i y==C+-—^—X 

, 4 4.2 

(cos^+ycos* r-f- — ). (1252. VII) 

1359. Vogliasi anche Jdysen ycos y. Fo cosyxxx, ed ho J d) sen' l yX 

m—i ni — 1 

cor y— — Jx dx( 1— x») 2 , che riduco (1334) o a — Jdx( 1 — x 1 ) 2 = 

m — 1 m+ 1 

m — - — sen y 

Jdysen y se n è pari, o a — Jxdx(\ — x 1 ) 2 — ZpTj - "" *° u * Impari, 

»M-1 

....... , . m n - sen y , n I 

e restituiti ì valori , ho Jdj sen ycos y — C-\ j cos y-+- 



(« — l)cos >• (n — l)(n — 3)cos y 

m-t-n — 2 (m-j-A— 2)(m-t-n — 4) 



j (n — l)(n — 3)...l 

+ec. JH - 1 y 

' (m-pH)(m-+-n-2)..(m-t-2) 



ri m , . . (n — l)(n — 3). ..2 ien™"*”*»- 

Jdysen y se n e pari , e se e impari -4 . Cosi [d > X 

(m+n)(m-i-n—2) ..(m-t-3) 

cos’'ysen , y=C-hlsen e j(cos 'y-y^—C-i-^sen^j (|— scn'y) 

1 361). Consideriamo ora i rotti , Ilei quali entrano seni , ec. ; 1°. J — 

seny 

f~ y — (791-40*) = / zxltangjy (1231.1225). Fal- 

J 2seit }j cosjy J cos* * j tang^jr o x \ t 

toyxx90°—z, avremo 2°. /— — s)=— /cot (45°-i- * s) (793.7°) 



Digitized by Google 




a 68 



Stanga 5-4-iOi 3». ,c„0, ^/W. 

5tvi r* *e/ 2 y “ vosy 

. — tì^COSì) 



=j 



cos y 



seny 

- lcosy=dsecy ‘= J d » tang ) ; ec . 



4 36 1 . Se cerchisi J — - — , fo sc« r=x, ccl ottengo / — — = f — 

sen m y - '*e/**r x»/' (l—x*) 

che le formule «lei turni 0 . 1337 sempre integreranno. Nel modo medesimo facendo 

. - dr . r .1 • dycos*y 

cos r=x integreremo J . Uopo ciò saia tacile integrare — .. poiché 

COS**Jr- 9ett*y 

or . . r/r cos a *'+* I y dCseny ) .. t 

se /w=2A;-f-l , si ha — = — (1— seti* yj", che, fatto sai > =s . di- 

scu n y sen*jr 

venta z — »dz(i — 3 ■)* integrabile (1260.1°), giacché qui k è un numero intero e 

C „ „ dycot**v drU—sen'yy 

positivo, oe mxzlk, allora -= , espressione che sviluppata 



scn 9 y 



sen 9 y 



y dy d ysen 9 ^ y 

s’integrerà per mezzo della formula J — . Lo stesso sarebbe per J 



cos*jr 
e s— - 



1362. Sia dz= — . Posto cos >=x, ho dy*= — — 

a^rbcosy ~ f/(l — x») * 

r dx v 2 </(l — x)(a—b) 

I =^/l347) — are. tangy • . Or poiché i 

J (n-f-£x)J/(l — x’) J y (a* — b*) (l-f-x)(<i-*-£) 



generale are .tangp~ (787.14*) are .cos ^ ^ — — , avremo dunque altresì r — 

2 ,(H-x)(n-l-£) <% , . ( 1 4 -x)(a-+-i) 

arc.cosy — - . l’.itlo perciò a* — o’=m% sai a y 






2 {yi~ybx ) 



2(yt-\-bx) 



i A 1-1 -cosmz . ax-4-/> 1 

=co$ f /wz=== (7 97 .9 1)1/ • - .Di qui cosmz=. — , e z = are. cos X ••• 

l , a-+-óx ni 






a-\-bx 



9 C 

—, cioè J 



dy 



1 acosy-\-b . ... 

are. cos ? , espressione osservabile. 



a-f-£ cosy \ (a a — b') a-y bcosy 

Integrali definiti 



1363. I metodi fin qui indicati per ottenere il valore esatto o approssimato 
dell* integrale y=. JXdx , mentre danno questo valore in termini finiti , lo lasciano 
peraltro indeterminato, sia per motivo della costante arbitraria che indispensabil- 
mente ne deve far parte (1254), sia perchè la variabile x non vi ha essa medesi- 
ma alcun valore assegnato. Non così accade se in luogo dell’integrale preso in tut- 
ta l’estensione di cui è capace, se ne cerchi una semplice porzione chiusa fra li- 
miti fìssi e prescritti , come sarebbe da x=a fino ad x^=b. Infatti se P\ P ìl si euri 
i valori respetlivi e particolari di JXdx quando vi si pone x=.a , x=b , saranno y 
=/ ), *4-C, y M —P"-\-C quelli di ^*da x=0 fino ad x=za, e ila x=0 fino ad x==b, ed 
y u — r =P l, —P f quello della sola parte compresa fra x=r«, ed x=$, espressione 
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a Gri 

che pii'i non contiene l’arbitraria C, «parila in forra della «nitrazione, c che i 
composta da P", P' funzioni non piò di x ma l'una di h 1’ altra di a. Cosi «e 

d X 

per esempio vogliamo il valore di J -y=arc.scnx-\rC i preso da i^:} fi- 

no ad zsl f poiché con x=| si ha arc,senx=zutrc.sen\^=. £.*ir (781 .2°), e coti x-=l 
si ha are. scnxzziarc. seni =J7T , avremo P'= j7r, P"=! r, e P ,f — jtr , .che 

r dx 

sarà dunque il valore dell’ integrale J P reso x - == i fino at l x~i. 

In egual modo troveremo che l’integrale J — — =/£(!-+-*) (1259), preso da 



x=0 fino ad x=l, ha per valore il logaritmo iperbolico di 2 (1225). Ora a que- 
sti integrali compresi tra i limiti risultanti da due valori attribuiti alla variabile, si 
dà il nome d’ integrali definiti , lasciandosi l’ altro d’ integrali indefiniti a quelli 
pei quali questa restrizione non abbia luogo; ed è chiaro che mentre gli ultimi 
hanno un valore indeterminato , i primi lo avranno sempre determinato e costante. 

1364. La paite d’Analisi relativa a questo genere d’integrali è cosi feconda, 
che la piena collezione delle memorie già scritte in proposito dei medesimi si e- 
stenderebbe a molti volumi. Le più delle indagini vertono intorno al modo di as- 
segnarne il valore, specialmente qualora quello dei correlativi integrali indefiniti 
non si conosc.*i; come pure circa le singolari relazioni che risultano dai loro pro- 
dotti e dai loro quozienti ; oltre l’ uso prezioso che poi se ne fa nella soluzione di 
molle equazioui differenziali , nella dottrina delle serie, e nel rendere più che sia 
possibile prossimi al vero i valori degli integrali indefiniti , incapaci di essere 
espressi sotto forma finita e completa. Tutto ciò non avendo alcun rapporto imme- 
diato e necessario con quel poco che abbiamo in animo di soggiungere per dar fi- 
ne a questi elementi, ci asterremo perciò dall’ internarci maggiormente sul presen- 
te soggetto , avuto anche riguardo alla sua sublimità non compatibile con la natu- 
ra di un’opera unicamente consacrata ad uno studio primordiale. Ci limiteremo 
adunque a darne i tre seguenti piccoli saggi. 



dz z*dz 

1°. Vogliasi il prodotto dei due integrali — ~, /— 



presi 



{/(i 

*=0 fino a z=l. Le formule del num°. 1335 danno fra i limiti x=0, xz=l, . . 

2.4.6....2r 



da 



r x %r dx 3.5....(2r— 1) n f x^r^'dx 
J t/i x Z7\ * o * f. o.. ^ T 9 J 



' 2,4.6.. ..2r 

x*rd x ^ x a '-Wx 
J t/ f J -IN J 



2 ’ J J/(l— x*) 3.5...(2r-M) 

7T 



• . Dunque 



.Or si cangi x in s* ,e si ponga r=z — 



|/(l-x a ) ^ ^(l-x a ) 2(2r-H) 

dz z*dz 7T 

avremo f . f— =c — .valore richiesto, perchè in forza dell’ equa- 

VC-:') * 

zione z 1 — - r ben si vede che z ha qui gli stessi limili che ha x nel prodotto ge- 
nerico precedente , cioè 0 ed I , come esige la proposta condizione. Abbiamo qui 
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'X’JO 

dunque un esempio di un prodotto noto e finito proveniente da due fattori, ninno 
dei quali presò separatamente sarebbe integrabile. 

II 0 . Vogliasi il valore dell’integrale Je~* % dt, preso da t=0 fino a t= oo. 
Si ponga x = <-?'* nel prodotto generico di cui abbiamo fati’ uso di sopra; tro- 



, . fatele 

’ q J Vv-r-'l 1 ') 2 ( 2 ' 



* , valore che 

2(2r-H) 

avrà luogo da f=0 limite corrispondente a quello di x=l , fino a txxa> limite 
corrispondente ad x=0. Determiniamo frattanto le due arbitrarie q ed r per mei- 

, ... r tdte~‘ % 

so delle due equazioni t*. q(2r-H)=l ,2°. <7= 0. La 1 . darà 4 q 1 J TTiT* 

— i ojr ■ ovvero dividendo 1’ equazione intera per q , e quindi 

C tdte * * . rtdte-‘ _ ir T _ ,, 

i due radicali per 2q , 2 / X / , — 2 ' ^ 

J *( V&r) 

ridurrà le quantità sotto il segno radicale a •=*■ (1297). Avremo dunque 

2Jdte — »*. Jdte — t* = ~—l(Jdte — «*)*; d’onde infine Jdte — « 

ed il segno inferiore corrisponderà al limite t= — au- 
lii 0 . Sia dy=dxfx , e si cerchi il valore approssimato dell’ integrale > = 
fdxfx da x=a fino ad x=a-hm, supponendo che già si conoscano i valori A,B, 
C, E,..M A\ fx, dati da x=a, =ut+è, =U-+-C, z=a+d,..xxa-\-m. Avremo pn - 
ma di tutto (1 363) f= Jdx f (a+m)-Jdx ? a, ovvero poiché x=a rende dx-da, 
y~=J dao(a-¥m)—fda<fa. Applicalo il Teorema di Taylor (1281) allo svilup- 
po di Jdaf(a+m), e fatto per comodo da=\, e rammentandoct che <fx deve 
in ipotesi cangiarsi in A quando vi si pone xzxa, e peicio fa A, trote 

l>. /= ec. Avremo inoltre 



B= f{a+b)=A+idA+~d > 4A^d'A-+-£ 1 d'A+'c. 



i 5 



é‘ 



2.3.4 

Cxxf(aA-c)=AA-cdA+^d 0 4+^PA+jj-^AA- ec. 

e* 

iliT 



e* e 

E= f (a+e) = A-t-cdA-f - — d * A -+y 3 " 



Af=f(a-t r m)=A+mdA+'^d * A-^^A+jj-d^A-f-ec. 

Si ponga adesso II*. J =zA%+B;,+Cz.+Ez ì + ec. +Mz m - Se in questa 
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37 * 

*’ introducano i precedenti valori di B,C,E, ec. e quindi ai confronti cou la I*. 
ciò che allora diverrà la II*, otterremo l’ equazioni 

4*. *4*t,+5«+*j+rc ,=:0 *i 2*. fci-i-c2ri - r"i+rc. = rai 1 

3*. h 1 i.-t-e * c 5 -+-ee.= ^ m' ,-f-e J x,-H! , :,-f-ec.— — m',ec. 

eguali in numero ai valori noti A,B,C, ec. di fi, e che serviranno a determi- 
nare altrettante delle quantità incognite z,z,,z a ,z 3 ,ec., le quali sostituite quindi nella 
II*., daranno quello di y tanto più esatto, quanti più saranno i suddetti noli va- 
lori di fu. Cosi se questi non sieno che due, cioè A,B, sarà B=Af , 
=a-4-m, quindi Imm; e per determinare^ 1 avremo le due sole equazioni z-f-z, 
~m, dalle quali traendosiz=ym=z,, la II*, dunque darà _/ = j 

? (a4-m)). 

Che se si conoscano A, B, C, sarà C=A/, a+r z:a-{-m, e cz=m; e qualora 
per maggior semplicità vogliasi supporre che x cresca di eguali intervalli, ed ab- 
biasi perciò fl+I=a+Jm, e bxz\m, potremo determinare s, z,, r, per mezzo 
delle tre equazioni z-(-Ci-l-z,=77i , i m 1 , \m' +m * r , = ^ m' 

che daranno z t z=^.m, e poiché i= \m, c=m rendono Bxs 

y(a-+-jm),C=f(«4-m), dunque y= —m { fa -+-4y (a+ 7 m)-t-f(a+m) j . 

Parimente se si conoscano A,B,C, E, e quindi sia <i-4-e=n-f-m, e=m,e d E = 
f (n-+-m), e ti continui a suppon e eguali gli aumenti di x, il che darebbe J m, 
c— 3 m , fi— y(o-f-{m), C=f(a-t-^m), troveremo y=z{mf p<H-3p^a-+- ’ to)-+- 



(a-4-m) J ; come in egual modo troveremo | 7ya-(-32p(a-i- 

Jm)-i-t2p(a-(-jm)-4-32y(a-+-|m)4-7p(a-4-»z) j se si conoscano A,B,C,E,F j ec. 

1365 Questi successivi e sempre più approssimati valori di y conoscinti tra 
gli Analisti sotto il nome di formulali Cotcs, sono d’un uso vantaggiosissimo nel- 
le Matematiche applicate e specialmente nell’Astronomia. Per farne una facile ap- 
plicazione sia y — / )+ -,e vogliasi il valore approssimato di y da x=0 fino a 
x=l, che come sappiamo (1363) corrisponde al logaritmo iperbolico di 2, ossia a 

0,69315 ec. Avremo siO, 1, e quindi m=l. Sarà inoltre px= , 

1-i-x 

e fatto successivamente x=a=0, =a+m=l , =<z-l-}m=ry ( rs+^mzy, ec. , 
avremo foni , f(a-\-m)=\ , y(a-t-y m)= ’, p(<M- ' m)= y, *c; quindi le formu- 
le superiori daranno una dopo l'altra le seguenti approssimazioni: ,r= 0,75, y- 
0,694, ^•=0,6937,^=0,69317, l’ultima delie quali non differisce dal vero che di 
circa due centomillesimi. 
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Condizioni d f integrabilità per le funzioni differenziali di qualunque ordì - 
ne, e con qualunque numero di variabili j ed integrazione di quelle che vi 
soddisfanno 



4 366. Il differenziale Xdx di primo ordine, e in cui X sia funzione della 
•ola x , potendosi o esattamente o per approssimazione decomporre in termini 
della forma pr 9 dx, è nell’uno o nell’altro modo sempre integrabile. Anzi, se 
dx sia costante, con gli stessi due metodi integreremo ancora Xdx". Infatti po- 
sto /Xdx=y-\-C, sarà dx fXdx={i256) JXdx 2 z=zydx-\-Cdx , e nuovamente 
integrando , J /Xdx 2 = J y'd x-f-Cx-H C ! . Del pari dr / JXdx 2 = J fXdxhssdxX 
J j'dx-\-Cxdx-\-Odx, e // fXdx^z= J dxfydx-\-Cx 3 x-\-C', ec. Cosi , se 

m-M ^wi-f-2 

Xz=zx m , avremo r*= -, Jydx=.- — — , Jdx/ydxxx 



m-f-3 ^m-f-3 

(^) ( m+2)(^3j’ ' ///^= (m ^ 0>+2) (-^ T +Cx.^+C-'. 

4367. Ma se dx non sia costante, o X sia funzione di più variabili, poiché 
allora i differenziali superiori al prira’ ordine nel primo caso, e quelli di qua- 
lunque ordine nel secondo risultano da più termini legati fra di loro con 
rapporti dipendenti dalle leggi della differenziazione, non ogni espressione di tal 
genere a capriccio composta, rappresenterà differenziali esatti ed integrabili, ma 
quelle sole le quali risponderanno a determinate condizioni, che preme di stabilire. 

4368.Epriraa di tutto in ogni termine d’un differenziale dell’ordine n le dimen- 
sioni formate dai differenziali delle variabili dovranno esser tutte del grado n, con- 
siderate d*x, d n f, ec. come dell’ ordine stesso di dx*, dy n , ec. (4 246). Infatti sia 
U£=s(4r f r) S sarà dw=.Adx~\-Bd}' (1238), ove A,B non essendo che funzioni fi- 
nite di x, y (ivi), i due termini non contengon dunque i differenziali dx,dj>' che 
alla prima dimensione. Sarà inoltre d 2 uzzzAd 2 x-{-dxd A-\-Bd 2 y~\-dydB ; ove 
il primo e terzo termine non contengono clic d 2 x, d 2 y differenziali di second’ 
ordine e quindi della seconda dimensione; e negli altri due tanto dA, clic dB 
come differenziali primi di funzioni finite di x,y, non contengono che dx , dy 
alla prima dimensione, dal cui prodotto per dx, dy risultano le dimensioni se- 
conde dx 2 ,drdy, dy*. E cosi potremo ragionare rapporto a d'u, d*u, ec. 

4369. Inoltre se uzsz 1, già sappiamo (4 250.2°) che d i pz=zAdx-\-Bdj-+-Cdz-\- 

ec. non può essere differenziale esalto, qualora non abbiasi 




^ ^ )f cc ’ Verificandosi queste coudizioni il diffe- 



renziale potrà integrarsi cou la regola nota (1262). Sia per esempio d<pz 



ydx — xd v 
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x 



Avremo Ax = — , Bx=— 

x*+y* x*+y 



A A 

T>* «"W‘7/*,- 



dtf 



■h7*)“ rf** 

de il dato differenziale è integrabile. Applicata la regolo troveremo fxs 

X y arc.cotJ- (1233.3°.4°). Si cliiami frattanto x t’arco che ha per 



y arc.lang 



X 



tangente * ; sarà - e= tnnez, ed — =cotz, dal che si Iia dunque arc.eot -== .... 

X X x * 

(trc.tang— , e quindi <fs= arc.tavg— , come già si sapeva (1 243.3"). 

<370. Ma sia n qualunque, e d H o funzione delle variabili x, y e dei loro 

dr dp dq 

differenziali fino all’ordine n con dx costante. Facendo — =r, 

dx dx dx 

ec., cioè dy=pdx,d l y=dpdx=qdx' l ,d^yxxdqdx-=xrdx^, ec., d"<f diverrà fun- 
zione di x,r,p,q,r,c c., e del solo differenziale dx , che dovrà in lutti i termini 
trovarsi al medesimo grado u. Potrà dunque d“tp rappresentarsi generalmente con 
Sdx’. ove 6 sarà funzione delle sole quantità finite x, y,p, q, r, ec., il cui nq> 
mero dovrà essere mani lèstamente n+2. 

<374. Si supponga intanto che 6 dx’ provenga da una, due o più differen- 
ziazioni o di una funzione finita o di una funzione differenziale di un ordine co- 

,. i n — I . , n — 2 ... n—3 . ... 

ntunque minore di tj; e steno udx , u dx , u‘ dx , ec. t suoi inte- 
grali primo, secondo, terzo, ec- D '"'e per la possibilità di una, dite o più 

n n — < 77 — t 

integrazioni di Sdx", dovranno verificarsi le equazioni Jfidx = udx tjudx 

.—,. ’d-r u ■*, f u'dx U ^=u"dx U ^ , re., o più semplicemente (>dxxxdu, udx 

~xdu! , u'dxzxzdu", ec. 

Ora quanto alla prima, si ha (1248) 



ed*^ u =(2y*+( j“] d r+ ■ hcc - • ’ uiB * 

/ du\ /dii \ / du \ / du\ 

~ U-f -j- W( ~7~ )?+( r )<•-+- «C, 

\dxj \dyS 'dp / \dq/ 

(fr HwHj-M'wHS)' 



I r+e c. 



/d'u 



v 



Iqdp / 



-f-ee- 



r -4-ec. 






7'. 77. 
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(d“\ / il' u\ fd'u \ , ^d t n\ sdu\ sd-u\ 



ec. 
'du \ 



Ma essendo i coeflìcicnti ^ ^ 'ì » (t”) ’ C / ) , ec. funzioui cmì pure del- 
le variabili contenute in u , si lia parimente 
j/àu\ s d*u \ sd*u\ / d'u\ fd* u \j 

\7:) ~(d,dJ ,l ' + (jr* </•> j,, > +( 

,'du\ (d'u \ , /’ d 1 u \ /d‘u\ f d*u \ 

^ di) = /''"K ,77)^ >* + ~- 



du\ sd ì tt\ f d'it \ , /" d * n N /</ 2 «\ , 

*W = C d^£f x ^i^r r ' d,;d r /ìr+ ( d^ dq+ec - 

f d*U \ /" d*f4 \ /rf$\ _ r 

dunque, poichi ((2.; 0.2 ) ^ fallo per comodo (^-)=iV, 

(?)* p * G-J)^* rr - " vrem ° f8eii,,,e " ie jVs= i' / (^)' p== (J) + i x 

«£)•<?=($ 

1372. Ora se, come abbiamo osservalo (1370'), in Zdx" ossia in € le variabi- 
li r, j*, /z, (j, r, ec si trovano io numero ili /i-4-2, saranno /*-M in udx H ~' os- 
sia in li: onde, ponendo successivamente «r=l, =2, .=3, ec. , u sarà funzione 
•oliatilo di jr,^ uel primo caso, di x f jr, p nel secondo, di x % y , p, tj nel terzo, ec. 

ed avremo quindi per i , Pz=s( 2V==-r— < dP t ed N — — dPx=0 ; per n=s 

\djrs dx '** 



dx 



2 - «- © • ' - u) + ÈW A =i'"’- K. J1 «. -< + 

H**- G->=©+ 



dx' 

T—d'R , A = 4 d/ J — ~-^-d * 0-4- 4-jPR, «d JV. 4 -4-^/* C> 

ila * d> rfr* v da’* ‘ 



dx 

i 

dx 



dx 



dyd 

K 

dx* 



•d'R~ 0, e in generale , qualunque siasi il «alote di w, jY— — dP - 4 X 

dx dx 1 



d*Q — d * S — ec.=rO, formula esprimente ia condizione necessaria 

a r' dx k 

perche .possa aver luogo 1’ equazione Cdxrrd/i, ossia perchè possa integrarsi una 
prima volta la funzione fidx n f o la daiad*^ differenziale dell* ordine n. Pillerò eoi 
principj del Calcolo delle un ria" ioni , del quale daremo noi pure in ultimo qualche 
»« cenno, è pervenuto a dimostrare altresì c he questa condizione c unica, di modo 
clic qu-.udo sia soddisfalla, la lunzione d u 'if è senza dubbio una prima volta inte- 
grali ile. 
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4373. Ma perchè possa integrarsi una seconda Tolta, « sussistere ancora Pallia 
equazione udx=du* 9 osserveremo clic la (orma di questa equazione ricade in quel- 
la della precedente , cangialo vi solo 6 in u ; dunque potrà concludersi la condizio- 
ne per la sussistenza di questa, introducendo lo stesso cangiamento nella tornitila già 

trovala per la sussistenza dell’altra,* il clic darà per nuova condizione 

4 / r/u\ 4 , /du\ 4 / du\ __ . .... 

t-«( -r- H-*r — d*( — J — ■— « { M- ec. = 0. Jua dai valori già trovati per 
d.t \dps dx* \dqs dx* \ dr / 

P , O, ec. è facile dedurre che i —</p-4 -— — d * R - - d*S+- ec. ; 

Wt*/ c/x tfx a dx 3 






— — c/*S-H ec.; 
dx 



sostituendo 



adun ■ 



qt:e si troverà P — -prfpH — d*R v~v d*S-\- ec. r=0 , condizione necessaria 

or ax 1 dx 3 

perchè possa integrarsi una seconda volta il proposto differenziale. 

Con simile raziocinio si troveranno per condizioni d’ integrazioni ulteriori 

36 , 4 40 

Q — ~dR-\-~ — d*& — ec.=0 :R—~~-dS-+-- — d* T- — ec. = 0, con legge essai 
dx dx 3 7 dx dx* 

manifesta. 



4374. Frattanto si concepirà facilmente: 4°. che queste equazioni eguaglie- 
ranno in numero l’ordine della proposta; 2°. che se oltre x 9 y si abbiano iti d- 7 ^ 

le variabili ?, w,ec., ponendo -r^p'f-r —V» ec -> Mr ® 8 fun- 

dx dx dx ' dx 

d8\ 
dpO 

—P\ ^*~^=p',ec., P r> , ec., oltre le stabilite equazioni tra 

JPf 9 PfQ s ec., dovranno sussisterne delle simili Ira 3S 1 , P\ Q' t ec., 2V l, > P ,, ,p ,, f ec. 
Infatti poiché z, w,ec. sono indipendenti da r, e coinè costanti rapporto a questa va. 
viabile, la loro preseuza nella I unzione non distrugge nè altera le condizioni, che uni- 
camente si riferiscono ad y; e dalPallro canto se queste si verificano riguardo ad y y che 
in somma non è clic una variabile qualunque, debbon dunque verificarsi anche 
per r, w, er. 3°. Perciò le equazioni di condizione per ciascun ordine differen- 
ziale son tante quante le variabili meno la x, il cui differenziale è costante. 
4". E questo numero e le stesse equazioni condizionali avran luogo ancor ch« 
manchi dx t e per conseguenza x nel differenziale proposto; mentre ciò non im- 
pedisce, che possa tarsi dj x=pdx t d[K=(]dx, ec., ed aversi d"&^Gdx* eoi: tutto 
il restante. 5° Potremo perciò usarle anche nel caso di dx va ri ahi le, o di d u f 
funzione della sola .r, ponendo x=mq e trattando v al pari delle variabili ^qr^ec. 

4 375. Ma si venga agli csempj, e sia 1°. d*y — (xd*y-+- 2 dxdY)cosy — * . * 
(d v* jcmv. Avremo (4 37 0) S— (tjx-\-2p)cosy — p - xseny t onde 3 — — (qx4-2/>) X 



: di 
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ttn y p ‘ xeos > ; P-lcoty — 2 pxteny, -— = — 2{2p-\-qx)seny — 2 p * xcoty; Q=* 

2dO d * (J 

xcoiy, — ' xzlcnsf — Ipxsen v; — — — — ( 2p+qx')scnr—p * xcoty, ove è «- 
dx ’ dx 

dP d*Q 2 dQ 

▼idente clic N r- -f- 3 — .=0, come pure P— — — = 0 ; e perciò l’espressio- 

dx dx* ux 

ne data è due volte integrabile (1373). 

11 °. Sia d’ i <f=z_idxd*z+xdyd*z+xyd ì z. Dunque %x=q'r-\-pq' x-y-r' xy , 

. dP , , „ 2 dQ d'Q r> „ 3dR 3d>lt 

K=q'+r*,P=q'r, - =q +r>x, Q= 0 = — = R=0= , 7 - = — 

d'R WP' 2 dQ' „ -/‘d 1 

= 2V>=0, ^= 0 =^ 7 . Q=V+^ —.^p-y2qx,—=3q+rz, 

3dR' 3d*R' , , rPP 1 , TJ , 

U 1 — x c , -c=3 v-4-3px, ■■■ . — zxbp-Y-iqx, ——-Iq-ì-rx. Han dunque luogo 

• - 0. ». 



U equazioni A- ^-+- ^ ^ =« , «- ~ -1- — r - — _ 0 , m. 

„ 2rf<? 3rf’P „ 2<iO' 3r/ - /?’ „ 

non eia le rimanenti P - — — — •+*— : =0, P — — - \ — - — — =0, ec., onde 

® dx d.r 1 dx aj:* 

il proposto di (Ter en zi ale è una sola volta integrali ile (1372). 

111°. SÌnd*f~6rdx % -{-i2xdxdjr-{‘3x*d* r-+-6xj‘d 2 x , cangiato x in v 

(4374.5°), avremo d* y=6; di'* -+-1 2i*di'd r /-f*3i'* d* y*-hti^ ■ d*i% e sarà %xz6p ,% jr 

, rf/> 

- 4 - 1 2 ppV-H 3 < 7 ^* - 4 - 617 v kj onde A= 6 p* »- 4 - 6 <y V, P={2p ì u f y—= l 2 ^V-+-l 2 p r * , 
2d O d * O 

Q = 3k», — — ‘=rl 2 /»V, — — N'z=i2pp'+dqv-\r(iq'j , P'— I2X 
dx dx* 

dP' , _ 2dO' 0 , d*O f 

— — 2 t / i/>-H 2 9 'j--H 27 K, <? = 6 »m-, -j-=\2pv-\-\2py, 77 -= 

„ rfP «*•<? 

6 ^i*- 4 -l 2pp'-f- 6 <y'r : perciò verificandosi le equazioni A — -4- — — — =0, P— 

2f/0 dP 1 d*O i 2dQ 1 

— ■ — — 0. A 1 — — »■-+■ — .=0. P' — ^ — 0 . l’espressione è due volte in- 

dx dx dx* dx r 

tegrabile. 

IV°. Sia d*f=zt2dxd* x-4-4xd\rs= \2dvd*v-\-Avd''v. Dunque 6 = \2pq-\r 

irv, N=ir, P = 12 7 ,^=12e, (>=12,,, = 24 q, =i2r, R=iv, 

3dR 3 d*R „ d'R , „ 

dx dx * ’ dx' 1 



zioni di condizione, mostrano che l i (unzione data può tre volte integrarsi. 

4376. Stabilite in lai guisa le condizioni d’ integrabilità, tacili sono i metodi 
per integrare la (unzione quando vi soddisfi- ccin. Sia w = 2 e dx costante, 
cioè d * y=(l 368 )Kdx * -irFdxdy-\rGdxdi-+-tc.-ì-Hd % j -\-Ld * z-h ec. , e m ne 
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voglia 1* intégrale primo <2o». Fatto dy3^Adx-\-Bd> -+-Ofr*-f- ec., avremo d*fz=a 

)^ J +((^>(^)>^+((S)+(£)>^ **• +/w ‘^ 

Cd*z- f- ec. Dunque 4°. B=ff,CssL, ec., cioè t coefficienti dei differenziali 
variabili d>,dz f ec. in soti gli Riessi che quelli di d % j' 9 d*Z, ec. in f/*p; 
onde per aver dy non resta che trovare A, se pur dx non fosse variabile, poi- 
ché in tal caso è manifesto clic avremo A dal coefficiente di d* x. Ora 2. 





= E ’ (zKS= g ' ec - * e 1)1 qui Céf * -*■ • 

( VY** eC - = dA = Ed * +{ f - C£)) dx+ ( C “ • • 



(£)) dz-^rec . , valore cl»e integralo (i262) determina A. Nell’esempio 1°. 



(1375) abbiamo E = 0, Fss 2 cos r , // xeosy z=z B : dunque dA = d v cos y 0 
A=seiif, e df=dxsenj‘-j-xdjrcosj:sz(i262)d(xgeny). Ma nel Il!°. , ove dx c va- 
riabile , dai coefficienti di d*x e d % j avremo immediatamente da> = f>xj'dx-+- 
óx * dj =A(3x ). 

<377. Sia /I=3, c come sopra r/.r costante, cioè, limitandoci per semplici- 
tà a due sole variabili, ff*p__^(<368) Ed^y-\-Fdxd'y‘-\-Odj‘d % j ~\-Tfdx^“\rùdx 9 d jr 
'+Kdxdf i -*rldy'' i . Supponendo che d -\~Bdx*+Cdy % +Ddxdy 



l’integrale, avremo differenziando, d^=Ad\) +I)^dxd 

«SrO + 2 C Y' d v+© rf *’-K(;r) + ©V x * '^(SM^))* 



Dun( l ue 

tre P r i me equazioni si hanno i valori di A t C,D ; Mul- 
tiate danno ^^dx+(~^dr==:dE==ffdx-i-Ld j — » differenziale del 



prim’ordine, che integrato (1262), farà conoscer B. Nel modo stesso si anriBM 
gl' integrali degli ordini superiori. 



Integrazione delle equazioni Differenziali 

Come i differenziali delle funzioni differiscono da quelli delle equazioni (1266), 
cam ne differiscono gli integrali. Per integrare una funzione e necessario rimon- 
tate a quell’ espressione finita, la cui differenziazione renda la data. Per inte- 
grare un’equazione basta che in qualche modo si giunga a determinare il rap- 
porto Cotto delle variabili. Il vocabolo integrazione ha dunque in questo caje 
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un avuto molto piu esteso, ed equivale a rio che in Algebra si chiamo risalti - 
biotte ; nel qual significato le regole che abbiamo date per le semplici finizioni 
non possono esser nè suliicimli , nè sempre applicabili all* integrazione dell* e- 
quazioni. Questa Teoria è d’ mia vastità un ni eusa ; noi non nc daremo che po- 
chi accenni. 

<378. Sia l'equazione Adx-\r Bd 1 =^0 del primo ordine e a due sole va» 

(dA\ (d B\ 

riabili. Questa s’integra generalmente 1°. se , o il di lei primo 

membro è un differenzi, le esalto (4250.2°)$ 2°. se poss i giungersi a separare l’un* 
dall’ altra le due variabili in modo che A resti funzione delia x , ì 1 delia sola j 

(dA\ /dB\ 

mentre allora \^j~ y-J ; 3 . se si trovi un inoli iplicatore M ;tto a ren- 
der differenziale esatto il primo membro della proposta. 

<379. Nel primo caso l’ integra zinne si riduce a quella delle funzioni , e l’e- 
quazioue si chiama integrabile /ter se stessa , c anche reale , denominazione 
•he ritiene del pari tutte le volte che può comunque integrarsi. 

<3b0. La separazione riesce molto comodamente, f°. scA=zXV t B~ X Y\ 

. , . , Xdx Y'dy . , , 

nel qual caso si ha — «+• — =0, equazione separata; 2®. se A, B son fan* 

zioni omogenee di x, v, o allo stesso numero di dimensioni ; poìdic, fi Ito x= yz 9 
B 

sarà — - una (unzione Z di r, e sì avrà dx-}-Zdy=-:0r=zdy-+- ) dz-\-Zdy' t • sc- 
A 



parando , 

B 



dz 



Z-r-3 

— mz — n 



de = _ -y 

A a -\-b 



- — - . Cosi (ax-^-b y )dx = (mx-^-ny)dr, fatto z=) T, on- 

Y 

(az-t-b)dz 

, equazione iarde 



.. . ,l r 

diviene = — 

y az*~t-(b — m)z — n 



ad integrarsi (4 345). Parimente xdì — ydx = dx\ (x a -|rr a ), fatto y zz=xz, di- 
verrà rfxJ/(<-H5 a )— xdz = 0; d’onde — = c integrando, /x= ... 



C Cx 

(040) lC(z + I + = 2 ))= '-( ) (x * -f- >- 1 ))=/ -, ossia, tol- 

* j — V ( x -+y) 

ti i logaritmi , >-—)/( x a -f-^ a ) — C, integrale cercala. 

4384. Negl» altri casi o la separazione c affatto impossibile , o si esigono del- 
le artificiose sostituzioni per ottenerla. D’ordinario si sostituisce con frutto egua- 
gliando ad una nuova variabdc i termini che ammettono integrazione; ma uon 
vi è regola generale per sostituire, e poiché il molto esercizio supplisce in questi 
casi alle regole, porremo qui vnrj esempj di sostituzioni, con cui si giunge a se- 
pararle variabili in diverse equazioni del prim’ ordine. 

1°. (a-f-Ar-f-c v )r/x = (6-YfxnrgJ')dy ; supponendo A , B tali, che sia a- 4- 
bA-+-cBxzQz=ze-{-JA-{-gB t si ponga x -A, yzxnt~\-B , troveremo, dopo aver 
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sostituito e ridotto , (bt -fuueJJ t =( ft-+-gu)(là , equazióne omogenea (1380.2"). 

il''. (2j+x)dj' ì iix = (n -fr-x -f-j) ) dj ; fatto x-\~y=z z 9 viene ydz-+-xdy 

u) dr Yd " fiq m 

dt; iaiior;=u, viene dii ~a'i dr; fallo — - c= — , vie» 

X W J *1 

nda — tulq aYdr u ai dr 

ile 1 — z=— ; (alto ~Pi viene infine tip —z - •— . 

7* 7 7 7 



/2x*-t-y-*)djr-4-j: dr xdx-Y^d 

IH°. v ; = — — — • fatto x - -4- V 1 — = i “ j viene 

x ‘ -y 4 -+vi* a* y {X * + , a ) 

s(x d:+:dx) ^ a*dp dz 

— — — ; latto rx=/J, viene — — — = ■■ — . 

' p * -T-U^ 2 

> * 

IY r °. (a 4 — x»)r/r*+-> xf/x = <i'/.rj / (x*-i-r‘ 1 -«*)* fnttoa* — x" = : , 

« 4 

n dr — v*du . ,T*du ri,, x , . , * 

ori. fé — xtlx =. — , verrà — — aUx\ («*— d;, che facilmente si 

u ' a 1 

•e tiara. 

Ydv dx dr. Ydr xd:— m dx 

V”. z^a)\ly — — .fattoci d } -s~ .viene = ; fat- 

X» X - X* SX* 

z Yd r 

to ^ «, viene -- — - = 

X * z' p' 

/ mdx ud' \ 

VI . mydx-\-nxd > =- , ovvero x r( 1 — j .= : /*</ , • fatto m/x-f» 

dp nl p dp ’ n 

ni x=lp, x^y^szrp , viene — y • — =-= j r "“ 1 dy > cioè — — x=dy^\) 

■ P r 

fi r i 

VIÌ\ d t -p. y*dx — ax m tix. Se m— 0, avremo s=dx ed x — X 

a—y 4 * Y u 

/ili":!'* ~^( 1 3 163; se /«= — 2, fatto j=-i , r equazione diverrà omogenea, ed 
ì a—r 1 z 

in conseguenza separabile (1.380. 2”)j c può anche divenirlo in un* infinita di altri 

i 

— a 

valori di ni. Ini ‘ritti ponendo successivamente xzz.t " r ‘ l , z=t ~~ l , v = * » 

1 (m-t-l)s 



— £ * :, avremo le trasformate dz- 4 -z* dt^z — - t dt 9 dz-\-~ * dt — 

(m-H) 4 

al le quali essendo simili alla proposta , ci dicono che se abbia luogo la 

separazione in un caso qualunque, per esempio quando mxsn , deve averli» ancora 

quando m= — *•——», c quando //]:= — n — 4: ma riesce quando m=0 , dunque 

«-H 

usando alternativamente i due valor» di m si troverà aver luogo anche nei casi di 

4 8 8 . -h 

ni - — 4 , ss- , = — ~ ec. , ed in generale quando sia m = 1 . 

3 3 5 2i-2— 1 

«ssrudo i un numero ititelo e positivo. 
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4382. Si irretii rii infine, eh* deve riguardarli conte non integrabile l’equa» 
rione Àdx—Yd ) , benché tediala , quando vermi dei due integrali / Xdjc , 
j Yd r può sveni algebricamente : le pur non riesca per altre vie d’ incontrare 
una qualche equazione litiita ed algebrica, che soddisfaccia alla proposta e che 
possa dirsene 1* integrale, come in qualche caso succede. Sia per esempio . . . 
dx d y .... ... dx 



y \**-+y*) 

dj- 



a cui si riduce l’altra 



p (a '■* -i-ùx-i-rx 1 ) 



-, lUolliplicando per xy, cd integrando quindi per parli, ti ha 

y\ /(a‘ 4 -* 1 ) — ydj y(a i ^-x , )x=xf/(a 1 -yy 1 )— /dxf/ («*+; *). Bla Jdx ) C 
H«’+/‘ì = Jdj V (u’+ar 1 ): dunque y\ {a % -\-x % 'j=x\ (a‘+j *). 

dx dy dx * 

— iti ponga <M»«x »-+-/**= — - , 



Sia 



\ (a-|- ex 1 -+J'* k ) \ (u-t « J ' *f/r‘) 



d) » 



• Da J‘^ c, ' enM da quest’ ultime equazioni, fattovi x-y-y—p, 

j sety, darà cpq-^-^Jpq'p * -hq 1 ), e dalla somma dei lor differenziali 

presi condì costante, e rcspetlivamente divisi l’uno per dx, l’altro per dy , 

d 1 » _ dpdq Id^vdp 'ldn*dq 

avremo -- =*/H- J/** • +3, • )= — +//’7 * . Dunque 

dp * 

HJpdp, e integrando con costante, —■^—^=:Jp t A~C. Posti dunque i valori di 

p, q e — -^J/(a-fcx , -t-/'.r 4 )-|-J' («+c; asremo per l’integrale cer- 

dt 

cato, P (u-t-cx 1 -f-/x»)-|-^ («+07 J -H//*)=(x— ^r)p/ Nello stea« 

dx 

10 preciso modo s’ integrerebbe l’equazione - 



J/ (u-l-ix-l-cx’-bda: 



dy 



V -4-cjr 3 -ì-djr'-irfj *) * 

<383. E nella maniera medesima integreremo pure l’equazione 

dr % 

. Poste come sopra i — e*sen ? jr- 

\ ( 1 — e 2 se/i 



f/.r 



J/ (< — 

J -- . Poste come sopra l_e»ien = x=^— - , I— c*ren*7=:-— — , 

) r a/ * 

dpdq 

ed x-f- v ? x— j —q % il giro medesimo d’ operazioni ci darà * (, s * n *T 

— •#e?i*x)s=e*(jc/ixH-ie«r)(#e/i p — senx)= (796,80*) —ìe'scn^pcos^qsen^ qcos^p 
a=(79< A2*)—c*senpsenq ; e * ( scnxcosx -+- seti j cosj ) = — y e 2 ( se nix -f* 

coso d-p nqcosq 

unir) e*senpcosq ; d’onde - — — = — - , ossia —r— s=- » « in “ 

* dqdp scitq dp getiq 
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a8i 

dp Cstnq 

tegrando Idp—ICsenq, oasi», dividendo per la costante dt, — =— — — = Csenq. 

Ed iofioa posti per q e i loro valori, \ (1— e*je/i*x)-t-Jz (I — e , ten'jr')z= 
dt 

Cien{x—y). Avvertiremo passando che gl’integrali della forma j 

, „ , r A+Bsen*x da : 

sono un caso particolare dt quelli della forma / — — — X . ' — . 

J C-*-D*en*x J/(l_e»jen*x) 

celebri per le belle proprieti che vi ha scoperte Le-Gendre , il quale ha dato 
ad essi il nome di tratcendenti Ellittiche, perché in certi casi possono espri- 
mersi per archi d’ Ellisse. 

1384. Per i casi che non ammettono separazione resterebbe il ricorso al 
moltiplicatore M (1378 3."). E realmente può dimostrarsi, che non solo que- 
sto moltiplicatore ha sempre laogo per rapporto all’ equazione Adx-\-Bdy —0, 
ma che possono trovarsene infiniti altri della forma fM, tutti idonei a ren- 
dere integrabile la data , quando uou lo sia da se stessa . Infatti si punga 



A (dM\ (dM\ 

— =^— — J : ’ e *' moltiplichi la proposta per fM, avremo 

? M(Adx+Bd,)=0= ?M^dx+dj}= 9 M^(~)dx : = 



esatto : dal che si può 



differenziale 

anche concludere, che ogni equazione di prim* ordine a due variabili e sem- 
pre di sua natura integrabile , teorema degno d’osservazione. Ma frattanto la 

difficoltà di risolver l' equazione a differenze parziali A^-j — ^ — B — ^=0 , 

che determina Bf t rende assai poco praticabile e di quasi ninna risorsa nel- 
Tattuale stato dell’Analisi questo metodo d’integrare, se pure o non si pre- 
senti M da se stesso , o non si usi per trovarlo una di quelle solile indu- 
strie , con le quali non di rado suppliamo tanto felicemente alla mancanza 
delle regole generali. 

<385. Se peraltro A contenga jr al primo grado soltanto, e B non con- 
tenga che x , e quindi — — «ia funzione della sola x, sarà sempre 

possibile trovare un fattore M> semplicemente funzione della sola x , che 
renda esatto il dato differenziale. Infatti poiché AMdx-^-BMdyz^d deve sup- 
porsi integrabile in forza del moltiplicatore M, ed M si vuole funzione della 

<IM9) = (^7p) . ' ioi 

. Ma essendo in ipotesi B M funzioni della sola jr, sarà 

T. TI , 8 * 
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f d!H\ „ ,dB\ dii dM , „(dA\ m dH dM 

(—)=•* (c)‘37’ tehar d ""’” a • 

</A/ r//f /dA\dx - • j ii j .. . . 

d'onde — *-f- = ( «r — ove, per la prima delle due condizioni assegnale, il 

J\l B \d ) H 

/<ÌA\ 

coefficiente f — \ è necessariamente funzione della sola a:. Frattanto integrando 



otterremo IM-+-IB = J ^^^7, ovvero IM+IBsx J ) B, 

/ dA\dx f dA\dx 

e tolti i logaritmi, AÌBxze \d y ) B, d’onde infine 9f=-e \dy) B 1 
fc li 



valor cer- 



cato. Sia per es. 1 dx+pd : =Xdx con p ed X funzioni della sola x. Avremo j4—y~X 9 
r(dA\dx fdx i fdx:p 

h~p, onde / I — - )--*= / — 1 ed iJ/= — e* , fattore che rende integrabile 

J \dj ) li J p p 

la data. Infatti posto dx=zpdz , essa diverrà ye z dz-\-e-d > — Xe*dzssz0 9 e iole- 

— f dx : p / ,* Xdx f dx : p \ 

piando, yc* — JXe z dz~C , cioè y~e yj — e r -t-C) Cosi se 

sia p=i , X=x' , avremo ysx e-*(J‘c x x *dx-+-C)~ (t 355) Ce~*-\-x % — 2x-4-2. 
Si noti che a quest' equazione si riducono l . a pydx — d v -f-X r ^'rfar^-O j 
2.* pj m ~ì~‘dx — ) 9 d . -4-Xj'*«dx=:0 y 3. a pXi m ~t~'dx — Xj "dy-y-X' ? *Vx=U, col 
fare y‘-*=u nella I .*, ; *-»-t “ l ^u nella 2.*, X' : X=X M nella 3. 3 . 

Dipeude infine da questa stessa equazione l’integrale di ; 4 — 4—^ ♦“••• 

dx dx • 



td* Y' 

hr: — 

di* 



•x=X, ove a, b t c, ec. si suppongon costanti e che, sebbene non mollo 

dy 

propriamente, dicesi equazione lineare , perchè i coefficienti differenziali 

dx 

d * s* d'y . 

•7 — -, - — ; , ec. non vi ollrepassnno la prima dimensione, 
di* dx 1 

1386. Infatti se l’equazione sia di prim’ ordine, cioè n=i , avremo 

ady e~ x : n 

y 1 " 7' —X , onde p=a ed y = (JXe*’- a dx-\-C) t e mancando X, 

dx * a 

r=Ce-*:<*. 

ad y 

1387. Se l’equazione sia di second’ ordine , ovvero «= 2 ed y -\ ■ — 1“— 

dx 

bd % Y v f r/r rndy 

* V— =X, tatto p =~ , ovvero mp — *— p-=0 (m è indeterminata;, e som- 

di ax 



<ix 



mata questa con la data, viene 1° y-+-(a-{-m)p — ( mdj * — bdp)—^X , ove sup- 
pongo (giacché l’indeterminata w lo permette) che un //if* 0 della prima parte 
^•4-(<x4-m)p sia l’ integrale della seconda mdy — bdp ; dunque y-\-(a-\-m''p^ 

— [\jnidy — bdp)=* — ; onde a-+-m= — — , e II. 0 0 , con che 

m ni m 
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avremo ;n. retto ora IH. v-4-(a-f m'pzsuxz ; — -, e perciò du~dy ,ovve* 

“ ni tn 

nula 

ro mduz^mdy — bflp, la I. diverrà u - — =X , che integrata ci dà (1386) IV. 

dx 

e T : m 

(/Xe — x ’ m dx- > rC), Quindi poiché dalla II. nr crono due valori m' t m n 

tu 

di m, che posti nella IV. ne danno due u\ « ,f di u, la lena si scioglierà nelle 

due («-+-/»• )/>= M f , >*•+■(<* "4- «* M ì dalle quali si ha la V. j ■ =s 

.(«H-m n :u' ’ 

: — , . Si osservi che qualora si abbia 6=. — , la III. non <*a- 

//» ' — rn , ‘ * 

rà che una sola eqra/ionc, la «piale peraltro essendo Ira j , p ed u, cioè Ira i‘, 

f — od una funzione di x , può sempre integrarti (1386). 

Jx 



ady bd*y cd'y 

1388. Se nz=3 ed r-+--r^4 * ' 



d y d % )' dp 



, \ -—A, fatto 7 -~Pi r = ; =q» « 

dx dx 1 dx* dx dx % dx 

t tt'y Un . , , cdtj . 

perciò — y r equazione diveiTa/-1-<i^-f'6q-h— =A, che som ni; U con le 



d ' >• dq 
dx' dx 
mdy 



hdp 



due mp — 0, kq =0 (A: è una nuova indeterminata) dà \* . 

dx dx 



4-( b-\-k )q — -£-(mdy-+-J<dp — cdq)z=X. Frattanto poiché ni e A sono indelermi* 

I 

nate, le suppongo tali che soddisfacciano alle equazioni II 3 . J'-^(/i-\-m)p-= ^"X 

J (mdjr'-+-kdp) := v-f-— , III 3 , (£-f- k)q = — — J cdq = ~ • I-a II 4 * dà a+m 

ni ni ni 

k c e 

= — , e la IIP. b ~r- k •= — — . Dunque -\~m *~k = — A — — , cioè 
m ni in 

1 X*. m' -t-am* -f- bm-\-c = 0 , equrzione che risoluta tara conoscere m , ed in 

conseguenza anche k. Si faccia adc.«*o V*. » (£-f k)q~u , sarà — 

1 . , . . . mdu i. . ... /wdii «, .. 

-\-kdp — c«7<7;= — , e quindi la I*. diveira \I a . — r=X, e di 

ai ' dx dx 

qui n. Ma siccome la IV*. dà tre valori to’, m \ m M| di w, d'onde se ne ha tre 

altri k l 9 k i, ,k ,n di k y e questi posti nella VI*, uè danuo altrettanti u l, ) u ,M dì 

U) la V*. dunque si scioglierà nelle tre Vìi*, y -y^a-ym'ìp+^b-l-k'ìq = u\ Vili*. 

Y+(a-{-m i, )p+(&~t-k l, )q=u n t IX*. Y-\-(a-±ni' ,: )p-\- (A-f k‘ n )q-=zu nl , per mezzo 

delle quali eliminando p e q si fiera immcdiataineule y dato per u\ u 11 , u vt , e 

dei coefficienti costanti. Che se dalla IV 3 . si abbiano due soli vilori m’, m u di 

m, essendo il terzo eguale all'uno o all'altro di questi due, si avranno altresì 

due «oli valovi n\ u 1 di u , e la V*. s%rà risolubile nelle sole VII*, e VITP. per 

mezzo delle quali elimin.itido q, si avrà un'equazione Ira p e«l u 1 , u M , cioè tra 
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,,l \l\ ,dìì\ il H M!H\ il M , ,.(dA\ ,dfì dM 

(-rb 0 ' {àihdi’ {ny-in; * vren, ° duo<iue M \^h M dì +B di • 

1# , dM dii ,dA\dx ...... . . 

a linde jj = f — — )~ìi' OVe ’ ^ er ^ P rlrna “ e “ e < * ue condizioni assegnale, il 



( ri A\ 

— J è necessariamente funzione della sola x. Frattanto integrando 

f(~y. r 

oUcn emo / 



c tolti 



J ovvero lM+ÌBz=z J Q ^ ^ — X lessU^\d t j ) tì , 

/dA\dx /dA\dx 

i logaritmi, il ftse Wk / B, d’onde infine W===*=.e Vdr/ /I vai 



valor cer- 



cato. .Sia per es. j dx-\-pd \ =Xdx con p ed X funzioni della sola x. Avremo Ax.j'~, X, 

B—p, onde / /- — , ed A/==— e*^ fattore che rende integrabile 

v \dj JB J p p 

la data . Infatti posto dx=pd z, essi diverrà > e z dz-\-e z d y — Xe'~d e inte- 
grando, je* — fXe z dz=C , cioè ^ =e ^ ^ j — -e^ ^-+-C^ Cosi se 

sia p=l > X=x* , avremo ysztr*(Jt x x *i/x-4-C)= (4 355) CV~*- 4 -x*— 2 x-i- 2 . 
Si noti che a quest'equazione si riducono 4. a pj'dx — d r4-X > »"+" , dx=d) ; 
2.* py-™*‘ i dx—) "d ; -)-Xy*dx=zO j 3 . 3 pX j *4-'dx — Xj *d^-q-X'/ col 

fare 7 — *=u nella 4.*, ; nella 2.“, X' : X=X M nella 3. 3 . 

_ . , , <?<// èd* 1 * 

Dipeude infine da questa stessa equazione l'integrale di ; 4 "; K*« 

d x dx % 



sd n y 
dx « 



c=X, ove a, 5 , c, ec. si suppongon costanti e che, sebbene non molto 
propriamente, dicesi equazione lineare , perchè i coefficienti difiVrcnziali 

dx 

d* j* d^r* 

- — -, ec * non v » oltrepassano la prima dimensione. 

4 386 . Infatti se l’equazione sia di prim'ordine, cioè n=i , avremo 
ady v * e~ x ' a 

^^"dx^^ 9 onde p=a ed yz= (yXe*: a dx-\-C) y e mancando X, 

^ — Ce - * : °. 

. # # flrfr 

4387 . Se l’equazione sia di second ’ ordine , ovvero n =2 ed 7*4 — 7- — K«. 

dx 

bd % Y dy mdy . 

• latto p=wj— , ovvero m/> — — - — =0 {me indeterminata;, e som- 

rfx ax ax 

mata questa con la data, viene 1° y-|-(a4-w)ft — (md; —bdp) j-=.X , ove sup- 

pongo (giacche l’indeterminata m lo permetLe) che un mP l ° della prima parte 
< 7 ‘ 4 -(<* 4 -m)p sin l’ integrale della seconda md ) •- — bdp ; dunque y-\-(a-ì-m s p^ 

— [{mdy — bdp)=' — ; onde . e II . 0 m' x ~y-at)i-{-b^=.0 , con che 

m ni m 
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avi tmo m. Fatto ora III. j*-F(<«-+ m'p~u=z : — ^ , c perciò dux=Ay — ~^-,owe- 

ni m 

nulu 

ro mduz^mdj — Mp f la I. diverrà u— — — =X , che integrata ci dà (1386) IV. 

dx 

e T : m 

u=r- — -(/Xe— 1 r :"rfjr+C). Quindi poiché dalla II. n? «cono due valori m\m n 

ni 

di m } che posti nella IV. ne danno due u\ u n di u, la tersa si scioglierà nelle 
due (<M-/w')p =«' , r-4-(u -h /«" )f>— tt' 1 , dille quali si ha la V. j sa 

"V . ... . «* , rif , • 

, . .Si osservi che qualora si abbia — , la ili. non ua- 

//i‘— iir* 4 

rà che una Mila equazione, la quale peraltro essendo fra j ,p ed «, cioè fra i* 

d y , 

■ ed una funzione di r, può sempre integrarsi (1386). 
dx 



1388. Se JixxS ed f-f 



ady bd*y ctP y 



; + --= x - faUo CÌX =P’ 



: iy_ d % y dp 



dx 1 dx 



dx * dx 



=<h « 



dx 

d* do ..... .. 

perciò , r equazione <iiicrray-ì-iip+oq-\ — — =A, che sonimi U con le 

1 r/.r ** - 



cdtf 

dx 



due mp — — =0, kq — -“=0 ( k è una nuova indeterminati) dà I*. y-^-^a-ì-m^p 



dx 



«+-( b~\-k )q — •j-f x mdjr-\-kdp—cdq)r=:'X.. Frattanto poiché ni e k sono indctcrmi* 

1 

nate, le suppongo tali che soddisfacciano alle equazioni II 3 . y-+~(a-\-m)pz=z — X 

m 

J (mdy-y>kdp) =zy-\~ — , IIP. (£-f- k)q = — — Jcdq^x La IP. dà a-ym 



— — , e la IIP. b -ì- k = — — . Dunque *%m -f-m a =& = — b — — , cioè 
m ni m 

IV 4 . -+- bm^rc ss 0 , equazione che risoluta farà conoscere ni 9 ed in 

conseguenza anche k. Si faccia adesso V*- » -d-(«4-/w ' p~\- (£-f k}qx=.u , sarà — 

-r-(mdy-\-kdp — cdq'xx — , e quindi la P. diverrà VI®. e di 

dx ' dx dx 

qui ri. Ma siccome la IV*. dà tre valori m\ m f , m"* di nr, d’onde se ne ha tre 

altri k , yk l \k ,,, di k, e questi posti nella VI*. ne danno alti citanti u\ u u 9 u ,n di 

u: la V*. dunque si scioglierà nelle tre VIP. y 4-(<*-4-/7i)/J+(£-t-/i , )q = u’, Vili*. 

, IX*. y-¥(a-+m ,,! )p-\-(b-t k' n )qxxu in , per mezzo 

delle quali eliminando p e q si £vrà immediatamente y dato per u\ u ,r , u ,,T , e 

dei coefficienti costanti. Che se dalla IV®. si abbiano due soli viiori m', m 11 di 

m, essendo il terzo eguale all* uno o alP altro di questi due, si avranno altresi 

due «oli valori u\ u 1 di it, e la V*. gir* risolubile nelle sole VIP. e Vili*, per 

mezzo delle quali eliminando q } si avrà un’equazione tra y t p ed u', M M ,cioè tra 
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t , y ed una fanzioao T di r, che essendo lineare del primo ordine , è per* 

ciò tempre integrabile (4 386). Se poi tutti i tre valori di m dati dalla IV*, sie- 
nu eguali, non si cangila in modo alcuno la V*. Ma siccome questa è tra jr , 
dr d % y 

fi, q ed u, cioè tra — , -r— 1 — ed A’, è dunque lineare del secondo ordine, e 
1 dx dx * 

perciò sempre coinplctriinentc integrabile (4 337). 

4389. Or questo metodo, che a cagione delle indeterminate m, ec. introdot- 
ta nell* eqn xioni , si chinina dei Coefficienti indeterminati , v;.le anche per l*e- 
quutioni lineari di qualunque ordine le quali sommate con un numero 

md r kdp gdq 

n— I d’equazioni mp — — — =0, hq — — =0, gr — — =0, ec -> * integreranno eoa 

la stessa facilità: il giro però sarà in queste più lungo, attese F equazioni» — 4, 
da cui drbbon dedursi i valori delle indelerinini te k , g, ec. dati per m , e quel- 
le del grado n*‘ m9 , dalla cui risoluzione dipendono m\ni u ,m ,M , ec. , e quindi 

. . » d y 

u 1 , u", u'", ec. Si avverta che «e manchi nell’equazioue ai potrà porre — ss , 
d*r dz 

« in conseguenti! — — =•— , ec. Ma proponiamoci qualche esempio. 
dx * t/i 

I. Sia V — - — — 2x : avremo a — — L b — — l X—2r . m'—i , m ' 

J Mx 6 dx* r T * 

s= — -j-, u'=— Ce 3 x -p2.r-H, u"=Ce — ,T +2x — y(l387), ed j=Ce — ,x — 6c’ x 
soppressi come inutili i coellicienli numerici delie costanti (1234. 2°.), 
il che praticheremo anche negli esenipj die seguono. Prendendo dal valor trova- 
to di r quelli di — - e - , e tutto sostituendo nella data, questa è pienamente 
“ dx dx* 

soddisfatta , il che verifica P operatone . 

Il Sia r- 6 ^V — — —— 0. La IV* (1388) diverrà m ì — Gm*+i2,n 
J dx dx 1 dx 5 

_8=0=(m — 2)\ Dunque m= 2, e l’equazione ha tulle le radici eguali. Poi- 
ché frattanto k—am+m*x= — 8, sostituiti uella V*. i valori di m, k, a, b, u, a- 
Ad y Ad i y ® x 

vremo y -H =xCe‘ , lineare del 2°. ordine. In questa per deleruii- 

J dx dx* 

naie m avremo l’equazione (1387) m*— 4/n-t-4=0=(i7i— 2) * , onde mz= 2, e le 

2 dr \x 

due radici sono eguali. Dunque (ivi) j — 2p= u, ossia j — -j--=e‘ (C — j X 

i x 1 x i x 

Je 5 XCe 1 di r)a=e T (C — Cx), lineare del prhn’ ordine, nella quale a= 

( i x 

— 2, X—e^ X (C — Cx). Si avrà dunque (1386) _p=e 5 ( J ^ 



-hC")=«’ X (Cx*- Cx+C"). 
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*$5 

_ SJv Td'r Hrf'y 

III. Su y — j — — — — = 0. Si avrà dunque m 1 — 5m‘-i-7m — 3=sK, 

equazione , le cui radici ineguali sono m'=( , Sarà dunque *'=—4, 

jp * X 

— 6 ,u'=Ce , u"z=C 'c^ , e la V*. si risolverà nelle due f—* ip-+-3q=zu', y— 

, « 

2p+q=.u ìl . Eliminando < 7 , si Irova y — ( 3 « ,f — u 1 ), ossia y— — 

Ce , lineare del prim* ordine, nella quale avendosi <*=— d, sarà y = e X* •• • 



(/ 



C'e —Ce 1“ 



dx+Cy=e X (Cx+C'e * X -4 -C\ 



X X* 

IV. Si debba sommare la serie infinita r=<H 1 

J (. 1 (. 2.3.4 



-f-ee. Avremo 



'i'T 



.’ — ^j-=0, e perciò jr—Ce -hC’e . Per determinare le costanti si osservi 



che quando ar=0, viene^saC+Crsl, dy(=xCe X dx — Ce * dx)z=:Q =zC—C i 

dunque C~C'—\ , ed j =4 (e* -\-e"~*)z=cos — x\ — 1 (8(5). 

(390. Infine se la proposta Adx-y-Bdy = 0 sia ribelle a tutti i melodi prece- 
denti, ricorreremo al consueto compenso delle approssimarioni , ponendo j -=s 

fi y 

D-\r Ex-\rFx*-\rGx*-k- cc. Ques'a differenziata darà —• =zE-\- 2/ 7 !r-J-3Gx a - 4 - 

dx 

A 

ec ; d* onde, sostituito in A y B il valor supposto di y f c il Lullo man* 

dato a zero, si avranno gli opporluni valori dei coefficienti. Perl.il guisa dal IV* 
quazione di Newton d vzxdx— 3rdx-{-j'dx-\-x *dx-\-xjrdx otterremo j =Z)- 4 * 

(D+i)x+(D—i)x'A^~* y -¥ ec. 

(391. Sia adesso l’ equazione di prim’ ordine a tre variabili Pdx 4 - Qdy 
-\-Rd„=xO. Poicliè I ò indipendente da r, )' (1289), consideriamola come costanta 
per rapporto a queste variabili. L’ equazione si ridurrà allora a Pdx - 1 - Qdy— 0 , il 
cui integrale completo conterrà una costante, clie potrà esser’una (unzione p(z)di z. 
Differenzi ilo quest’ integrale anche per risulterà un’eju ziune che, tolti i rotti, 
sviala l'orma Pdx-t-Qdy-)-(S — T'f l (z))dz = 0 , e paragonata colla proposta darà 

S — 7y'(z) — R, e f(z) — Jdzy\z}= J ove la quantità sotto il segno 

dovrà esser nulla , o semplicemente funzione di r, qualora sia integrabile la pro- 
posta. Cosi avendo ydx(y-{-z)-i-tdj (a-(-;)-+- ) dt(j—x) — 0, porremo I zf .r ( *• 
-4-:)-(-rrli (r-|-s):= 0, e integrando, li (ar-t-:) — /( I— s) = y(i)- Di qui tdr^i-y- 
?.)- 4 -j)da'( r-l-j)-+- > <ii( y—x — (i+r)( j'-hz)^'(a)) ■= 0. Dunque & — R = 0 ; per 
consegueoza y(») = C, e y(x-y-z)^C{y-y-z) 6 aià l’integrai* della data. Ma se sia 
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proposta zdx+xd = 0, Irò veremo S~~ /? = x!x—y , onde quest* nqimio* 

wr non c integrabile. Se 1* integv izionc di Pdx+QdyssO riescine difficoltosa , 
potrà tentarsi quella di Pdx-\-fìd~=() J ovvero di Qdy-y-Rd zz=zQ f eguagliando la 
costante n y( v r) nella prima , a ©'x) nella seconda. 

4392. Si terrà Mandamento stesso per l’equazione a quattro variabili Pdx- f* 
Qd r-+-/W — 0, integrando prim i Pdx -\-Qdy-\-Rd :sss 0, come se fosse 

©osi aule «, e chiamando y(to) l’arbitraria dovuta a quest’ integr de , che differen- 
zi 'tn e paragonalo in seguilo con la proposta farà conoscere ©(&>). Ed egualmente 
si tratteranno P equazioni a un più gran numero di variabili. 

4 393. Per P equazioni differenziali d'ordine superiore al primo e non Li- 
neari, non si conosce attualmente vcrun metodo generale d’ integrazione, e que- 
sta teoria è pur troppo imperfetta finora. Poniamo alcuni pochi casi, nei quali, 
supposte due variabili sole, e usando qualche artifizio, riesce integrare. 
Y*dx—xrdjr - x 

I. — , — — - — J : latto — : ondexz^y z. e dx=r a z 

ì ( y'dx'—'lxj dxdy+y'dy' ) y 

y*d z 

-+-xd i , si ha : — — : — ,= J ; quadrando, riducemmo allo stesso da. 



J/(j’dz ’ — | dj ’) 
dz 



«luminatole e separando . viene — . 

1 KC*-- 1 ) nv— ir) 

II. dj • — 'd'y^z l dx m , ove è costante dx: fatto djszzdx , si otterrà 
z m —'d:=Vdj'. 

n 

III. J dx' — meli * — IlyddjzxzO , ove dx r costante : latto dxxxztl ) on- 

a ni vi i * a nidìdz 

de 0=(il«</i+rrf , r)l'' j "H — I x « “ — ", cioè nydd\z= — rnd i * — : — - — , 

r ‘ n ' z 

ri wlz n _ « 

viene l’dyt'j ’■ — ».= j , e dx=djrf' j ”7/ - 

2 2(J>d , "+0 

IV. Se sta ?(*.£, fatto - =p. e porco , »ra ■ ; 

~f( x fP)y equazione di pritn' ordine, che integrata ne darà una dello stesso or* 
i- r . , dr . , 

dine Ira x e p, cioè tra x e -- , che pure integrata fara conoscere j • Sia per escili- 

3 3 

• ( t dp ( 4 -f-« 2 ) ^ 

pio ^4d- ~ j — — A: ** troverà ~ •= — , e per il primo integralo 

(4 347.1°)-- — ss i Fatto / *« -+-C = J”, si avrà per P integralo 

^ X J a 

r Và* , v " f 

secondo v= / — t-C , onde, se A=;-~,sara i l 

/ d r d* » \ dx 

-+-C . ^iel mudo stesso si tratterà #\ — —\z=.Q, eguagliandola . 

\ t/x </x x/ d y 
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V. L’ equazioni di second* ordine, omogenee rapporto ad x, r ed «ti diffe- 
renziali dx t dv f d*Y valutati per una dimensione, possono sempre ridursi ai pri- 

mo con le sostituzioni J =ux e qx=iz , che atle^ dj=pdx e dp=u]dx=-~ 

x 

dx du dp 

danno ; cosi aydx* —brdrdy+g) * d\ }== 0 diventa au — bp+ 

gu*qx=0=a U -ip+gu*z, onde du^gu'dp . _(fy>- ouVa 

gu* p — U bp — au (p — u gii*' 

equazione del prim’ ordine, che te possa separarsi (come nel c«so di n—r. b ) r ue- 
dx du 

pareva anchel altra = Anzi tali equazioni si ridurranno, sol che fieno 
x p II 

omogenee riguardo ad \ , dr, d'y, qual’* yd*y—dy*—Xydxd> xxO; poiché 

—ir ir j . ...a. , . , dy 



t ^ ^ dy 

latto p=.-^=uy y ziri, onde d, =u dx, dp=zy . dx=-ud y+jdu, — = udx 

• dx — du 



• nX—du 

— , ewa direntaq dx'— p*dx‘— X ì pdx * xeOxsz—u'—uX, che dk 

du 

u ’^ r — )dx — du, oude ~ — Xdx, equazione acparatii , che tepara anche 

^=udx. 

Jt 

VI Se ai, p = l r , o = * - A 2Z « 

dx 1 dx dx* * dx~dx>’ de~dx'’ ’ 

renài*, x = J ~ ; II*. x=J ed y zxjpdx ; IIP. z — J ‘^3, e d y 

xxjpdxzx JdxJqdx = J ^ j ^ ; IV*. a: = J-~,*d,=x Jpdx= Jdx Jqdxxx 
.. -, . , . dr dr r rdr 

JdxJdxJrdx= J — - J -~J - «c., formule integrabili se p sia iunzionedi j-, q 

j* d ® y d^Y 

di p, r di 17 , 1 di r , ec. Cosi per l’equazione i =s X — , cioè i ~qr o 

dx 4 dx* 7 

4 --v 4 4 1 

la ,,1 ‘- d * Jq*dq = —q'-yC, edjz= — q*+ 

s 

ÌCq'-bC’xzt^p~+C(2x-cyd-c'. 

3 3 

Hipieae anche le formule d -izxp, —xxq, Ì2-=r,ec. verrà I*. ÌEÌT xxpdp 
de dx dx dx 

=ldy, }/* * =/, qdy, pxzii z=\ 2 / qdy, ed x= ■ i H*. =xqdq=a 

dx J Vljqd dx 

'dp , j 7 ’ xxjrdp, 7 — ~ •(. ’ljrdp, x = J _ i , e come «opra, r= I 

dx J y2jidp r J q 
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a38 

« /•_£»,■ UV.^ =rdr=.dq, ' T r^/sdq, r=% =\V*àq, «•»< 
J Pljrdp dx <** 

/• rfq / /•< 7 <fy /• ^7 r 7^7 „ r . f„ r . 

/ yyldq' e come “ pra ’ r== -/v/ T -~JiTj7Zf > V V*d q ' " 

mule integrabili , «e q sia funzione ili y, r di p,s di <7, ec. Cosi per 1 equazione 
% J L'™'=P’ ' /^=5p*+C, la = O340) 

iC^-+-V'(7» * -+-C)) —lC'=xU, C'e*-p=V ( 7> * -t-O. p=Cc x —Cc-* , ed 



/ 






-=l/l 



j/(p * -+-C)4-C''— Ce r -l-Ce~ x -i-C l ' 



y^P'-hO . 

VII. Infine se l’ord ne della data sia n, e si abbiano n equazioni non iden- 
ticlie d'ordine inferiore, eliminando i differenziali , come altrove si eliminarono le 
«ostanti (1272), avremo un’ equazione tra le variabili * ed .i , che saia 1 inte 
graie finito della proposta. Si è di già praticato questo naturalissimo metodo in- 
Icgr.mdo le lineari ((387). È poi da osservarsi , che qualunque equazione deil’on, 
dine « lia sempre un numero n d’integrali primi dell ordine il. Infitti pel 
doti da un’equazione finita dedurne «— I differenziali dell’ ordine n— (.tutte 
diverse fra loro per una qualche costante ((273); se col mezzo delle ì espelli te 
differenziali si elimini da ciascuna questa costante, svanirà ogni divario, e risul- 
terà da tutte un’equazione medesima dell’ordine il, che avrà dunque pei inte 
gra.e immediato ciascuna delle suddette equazioni. Cosi dall’ equazione y-ax— 
/.*a-0, differenziata ed eliminatane prima a poi i , provengono le due altre 

• * <Ì --i-Ax* = 0,2r-— — dalle quali differenziate e spogliale dello 

J dx dx 

c ... n . Izdr xjd Y mnseeuenza ha l’un» 

loro costanti deriva 1’ unica 2/ —A — c,ie ' b j 



a JL’ altra di esse per integrale. 

(394. Del rimanente i solili metodi di approssimazione sono di non piccolo 
soccorso anche nell’ equazioni d’ ordine supcriore. Con questi Eulero inlegiò 1 e 
Jiy , . d*y v dy .. 

quazione ^-(-otr* i s=0, da cui dipende l’ altra piu generale ^ V. r 

_0 coi cornicienti P, Q variabili. Ma la brevità a cui siamo necessariamente 
tenuti, non ci dà luogo a di fionderei in tali ricerche. 



Integra: ione dell’ equazioni a differenze parziali 

(39V Abbiamo già trovalo ((272) come l’equazioni a differenze parziali si 
formino. Vediamo adesso conte possano integrarsi, o per qual mezzo si giuug* 
a stalli li re il rapporto finito delle loro variabili. 

(396. Cominciando dal caso più semplice , sia l’equazione del prim’ ordine » 

lineare J_A'=0, ove A/, N son funzioni di r, r, z; e F( x,y ^ 
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s )= 0 nc sin il richiesto integrale. Dunque s =zf(x,r), dz — • • • • 

(< 248) , e ^ | r ~ = 0, equazione, che confrontata con la 

proposta, di M= N=J X , ossia Mdx-dy = 0 , Ndx-dzxx 0. Si sup- 
pongano P=ru, Q = * gl’ integrali completi di queste due nuove equazioni, a, h 
essendo le opportune costanti arbitrarie. Potremo dunque dedurne i valori di x, } 
dati per z, a, b, che sostituiti nell’ integrale F(x, y,z)z=0, lo cambieranno in 
funzione delle costanti a, b e della sola variabile z. Ma allora s risulterebbe co- 
stante ( 227 ); dunque dopo la sostituzione non resterà in F(x,y, z) neppnr la va- 
riabile c, che dovrà svanir da se stessa : onde l’ integrale cercato sarà funzione 
delle sole costanti a, b, o dei loro valori P, Q, e potrà rappresentarsi cou 
F( P, Q)= 0, o con Q=f(P)- 

Esemp. Debba integrarsi ( — ^ 4- ~ — '*V C 1 ’ +X 1 Avr«- 

v : ydx zdx 

mo iI/=— - , N=— — ■ +s|/(i’+/‘)i e in conseguenza"-- —dy = 0 , — 

x X 1 J 

^ r gf'( x %^.y*)dx—dzzx 0. La prima integrata dà -^=a=P. La seconda divien 

dunque —uzdx+^-^\/ (,<-+a i )—xdz=0 , che integrata dà (1381. VI) ss= 
* a 

«mi 

-(?)■ 

( dz\ mr(dz\ mz , m X K ml . 

Si voglia integrare T — °' S ® 1 * nx ’ N ~ X ' 

r 2z_ d - r — n f!_ d~_ g j a p,.j ma s ; riduce ad — ~ ^ om * e “ ha 

nx dx ’ x dx nx X 

m » mdx dz 

iy . lx* — i n , ossia yz=zax n ì e la seconda ad ” 0, che rende lx*. - 

m 

— Ib , cd x m zxzbz\ dunque a—PzxìX , e b=zQzzzx m z ~ j • 

*» 

I3i)7. Se M— 0 e sia = l’equazione Mdx — dy sx 0 dara y= 

azkCost. Perciò nell’altra equazione TSdx-dzxxO dovrà supporsi costante y : 
onde esprimendo cou J*Ndx l’integrale parziale per x di Ndx, avremo Q=zbx= 

z~J*Ndx, e poiché P=xy, sarà zz=J*Ndx-X?yi cioè V equazione N, 

T. II. J t) 
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e funzione di x, y, «, s' integra come se fosse a differenze ordinarie, pur - 
che vi si riguardi y come costante , e in luogo della costante consueta si ag- 
giunga la funzione indeterminata ®y. 

4398. Con la stessa facilità s’integra l’equazione a quattro variabili 

'dx/ 

) = JV. Poiché suppostone 1’ intoprsU F (z , y, t, u) = 0, c 

" =A ’’ r ‘ “> • *= (s>' + (£K + s =( è) + 

✓ ^5 W /dz\du Jy 

\<T y/dx~*~\dù)dx’ ' con ‘ r ° nto di questa con la data darà L , M—~ , 

«i ds 

■D— • Supposti P=a, Q=J>, Rz=c gl’integrali di queste equazioni o di altre 

die ne dipendano, polran dedursene i valori di x, y , u dati per s, a, b, e, che 
sostituiti in F(x, r, z, u)=0, per la ragione stessa data già sopra, faranno sva- 
nire anche ;, e daranno per l’integrale richiesto F\fi, b, c) =zF(P, Q, R) =0, os- 
sia R=z f (P, Q). 

Es. Si, (2s_2,)(g)_(lr)_ ( , +2 ,._ 2rO(J)-<=0. Dunque 

r _ 4 ,r 4M-2*»— 2pS ,r f 

ITZTr’ 1 Z--ÌJ ’ N= ~—2 y ' S "* consp g uen7a ( 2 = 

— Wr+di=0, (2 2r)rfn-H(x-f-2-«— 2n)rfx=0, (2*— 2r)4r— rfx==0,- 
d’onde — o, z/u+xrfz+zz/xzzO, 2id;-f-2 td _t _ rfx = 0. Dunque />= 

*+S’ Q—u-hxz, R—z'+y' — x, e per integrale cercato z*-+sjj -*— - x=r <f(z-+y , 
a+rt). 

t399. Passando all’ equazioni lineari di second’ ordine, sia da integrarsi I*. 

j ove S c d h sono costanti ed R è funzione di 

3 tX- Pongo II*, è indeterminata), e differenziandola pri- 

ma per .x, poi per y , moltiplicando i differenziali respellivi per J - , — — , 

e sostituendo nella J*. i valori di (•£-“) e di h {ff} , essa ( se si faccia HI*. 

diverrebbe IV*. JL(ÌL^ — r Ma qui bisogna os- 

servare che la III*, dà due valori m\ m" di ni, c che m'm"x=h ; cangiato dunque 
Mi in ni’ nella II*, e IV*., avremo le due equazioni di prilli’ ordine 

(iT^ - )”^’ c ^ c <4iUi,n l uo g° i'i due sistemi d’equa* 
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rioni a differenze ordinarie ((396) (". m'dx—dyx= 0, V dx—dz z=. 0 j 2". ni''dx 

,1 »— (I, Rdx — d V —0. Dall’ultimo abbiamo^ — m''xz=a, V — J Rdxxxb ; onde 

(ivi) V=JRdx-\-y{y — m"x), purché iu R si ponga yz=a-\-m"x, il che cangerà 
R in funzione della sola x. Il primo darà y — m'xxxa 1 , z — J V dxzxb' e z— JVdx 
y — m’x), purché in V si ponga y—a'-y-m'x. Sostituendo dunque il valor di 
f r , e osservando che fdxy(y — m"jc) = Jdxy(a'-\-m'x — m"x)z=' p(n'+/n‘x — 
m ;l x)=’y( jr — m"x), cangiata in p, zxxjdx JRdx-t-f(y — — m'x), 

purché nella prima integrazione si ponga y zza-y-m"x, e nella seconda y^a'-^-m'x. 
Che se m'=m", sarà fdx?(y — m' l x)z=/dx<f(a'-{-m'x — m"x)z= Jdxja}— xpa 1 
= x ?0— m '-0> z=JdxJRdx+xf( r—m'xy+f(j—m'x). 

( 100- Sia adesso ^ — ^ +-/d ^ C--t- l r —0 , coi coelEcieu- 



ti A, B, C, y funzioni di x, y. Suppongo s=c S , e che a, S sieno funzioni 
di x, y, determinate dalle due condizioni (*. -H? = 0 , 2 1 . 

^y.Ay^)=-re *, oppure dalle due altre i x .(^—^+A=Aì , 4*. 

^ ^ 6 ' ^ ntro ^ otto nella data H valor sup- 
posto di 3 , e in luogo di ( — ) l’ uno o l’ altro dei due valori — ( -, — V — 

\dxdyS I '■«/■/ \dxj 

/<i R 

dati o dalla (“. o dalla 3*. condizione, troveremo nel primo caso C=Atì-{-(——\ 

Vv / 



nel secondo Cz=AB-y ^— — Onde se tra i coeflicieuti A, tì, C della propo- 



sta sussista uno di questi rapporti , essa sarà integrabile , ed avremo zxxe 6, ove 
se avrà avuto luogo il primo dei due rapporti, dovremo lare a=— J*lidx-y<f( y'j, 
valore dato dalla prima condizione ((396); se il secondo, dovremo porre st= — 



Ady-hf(x ) dato dalla 3*. ; quanto poi a 6 si avrà o dalla 2*. o dalla 4 J , con- 
dizione, ponendo nella 2*. ^ =u, nella 4*. (^— ^ = u ; , con che la 2*. di- 
verrà (Cr^ + '0 u ~ *’ 6 Mr * ( 4396 ) 6 — J Itulx A-jXr) , e 

dalla 4*. avremo — V e , c §xx/~ u< dy-y-J\x'). 

Sd x z\ ( sdz\ ( /dz\ 2z 

Es - Al>1,ia5i (dldTÒ'^XdÙ — r(^) + (^7F s0i ° ,e " 

verifica il secondo dei due rapporti ira i coeflicieuti. Dunque poiché — 

. | . y dr 

e avremo dalla condizione 3 a . a^: / — f-vC*}— — /(-r— ; )-f- 

x — y x — j ^ 
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» / x , ?M , $>'(*) < / du '\ . /?'( r ) 

/fW= /__ . j n conseguenza = « (sTj + CtfJ) ~ 

— — ^«'=0. Questa integrata (1 396) dà lu'-r:2l(x — y) — l<p(x')-+iF(j'), cioè u'= 
x—jS 

(*— . r)*-^r) n * / dr(x— r y F(r) . ^ % 

— .Dunque S = / +/<>:) = (1256)— ( / <*/X 

(x— ;)>/■( ^)-t-/(x)), e zxx-l—fj* dy(jc—jr)* F(y)+f(x)).S* si fa 



r — r ' 

avremo l’ integrale particolare s= 



/(*) 



4401. Quando non sussista alcuno dei due rapporti , si riduca la data alla for- 

ma j Az ) + { c -Qéy- AB )^ v =° • 

che fatto (~)+Az=z' e C-('^)-AB= M, diviene + ~ -*+ 

V 

z-+- *^:=0. Da questa differenziata per j' y e sommata col suo prodotto per A y ri- 
sii Ita una nuova equazione della forma -d' ( — ^ \-f-CV 

v dxdy / V dx/ V d\ S 

-+-^ 1 =0 simile alla proposta, e di cui si tenterà coir istesso metodo l’ integrazio- 
ne, la quale, se riesca, farà conoscere z\ e per conseguenza anche z. Se poi non 
possa effettuarsi l f integrazione , la trasformeremo alla maniera medesima in una 
terza , e cosi di seguito , finché non si giunga a qualche equazione, che resista agli 
stabiliti criterj d* integrabilità , la quale, come ha dimostrato il Sig. La Place , de- 
ve necessariamente incontrarsi , qualora la proposta sia integrabile. 

4402. Ma sia A = Bz=xC~ V -=0, cioè non resti nella proposta (4 400) che 

'■id^O Snrì duoque (if,) =o ’ e 1,0510 <a - 



il solo termine f 



IxdjA \iyj— 

avrà 2*. j ~ ^ 2 a . iV = 0 (4 397) j dunque integrando si 

avrà m = r ). Nella 4 a . JV= dunque 2 vdj'+f\x)z=J^ y+f(x). 

V 

Facendo perciò f~ rJyp( }) = F( i ), avremo inline z— F( > )4-/‘(zr). 

MU3. Frattanto basi.» clic ai sappiano integrarci* equazioni precedenti , perchè 

lo stesso possa farsi dell’ altra più generale j — — \+-j!V ^ ^ : 

, " r *“ i se ?a», 0 si e no due funzioni di x y y tali, che 
_ r /dftì\/dtù \ / dw \ 1 /r/0 \ 1 

"b;)(jr)+'’ v (37) =“> 2 ' CsJ +"*■■ 
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( — — \i-N( — ) =0, e si calcolino e s’ introducano nella data i valori 

dxj\dyj \dj/ 

dei coefficienti differenziali ( ) , ( - — , ( - — ), ec. dati per le nuove 

'dx % s ^ axdj'S ^djr * * 

<£), 



/* d* z \ ( \dx' ) /a 4 z \ / d<ù\ 

variabili (1264) , avvertendo che (^J= } “ j = (s^Àd J + ”‘ 

UsOfe)’ co,ne del pan (»)= CwUJH ansXsj ’ •••• 

/ d*z z\fdfó\ Sd*z\/dB\ f d % z d % t/9 \ 

\djdti>J~~\dbì* /\dj'S \doid(J ) \djr) 9 '■dj dB* >d0 * (e/wt/6' 

(X) ' J>, (s) +9:+J '= 0 ' •" • w '= 

eguagliano il primo membro della data toltone Qc-l-7 1 , e cangiata z in « per L\ 
in 0 per P' ; ed è chiaro , che per render questa nuova equazione simile alla pre- 
cedente (4 400), basterà dividerla per AV , e introdurre nei coefficienti i valori 
di x t j~ t dati per «, 0, dei quali potranno aversene un’ infinità dalle equazioni 

- (S)=(^<— 1 w-vti-w.- 

JN)) dedotte dalle due condizioni 1*. e 2*. 

Esemp. Sia S *'* N= J *> Lz=0 ’ P ~ 

_ A _ '/doì\ fdB\ /dB\ + 

X>Q-0, 7=0: onde primieramente ( rf J = ,' ~ U 

e perciò (4402) w = — H-Zj) , 0==/*(x(/-— 1— //•). Scelte le più semplici 

forme di queste funzioni porremo OJ=xp / — 9 9=x quindi 

/Vf«\ / dB \ / dbi\ 1 / dB \ /d*to\ /d*B\ 

U>>'- , =(E)X^)=7 r =-(^)'(.*v>"=GT.) 

Sd*v>\ A ' /d*Q\ 

( - — ) ~ — — = — ( - — onde M'= — 4: L'=P f = 0, e la trasformala divie- 

V “W y* \dy’f ’ 

ne ( -^ ^- ) = 0, che immediatamente dà (1402) 3 = y ((u)-+-/‘(6)=p(xj / — 1-t-fy) 
— 1 — ij')— (822)y(/(^ cojx-H^-J/ — 1 ,senr))-+-f(l(ycosx— y )/ — 1 .ie/ix)). 



Soluzione particolare delle equazioni 



1404. Sia f=<f(x, y, a)= 0 un’equazione finita tra x, y, n : è chiaro che se «i 
diflrrenzj avremo un medesimo risultamento o vi si riguardi a come costante, o vi si 
tratti come variabile, purché in questo secondo caso si prendano infine per nulli i 
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termini inlrmUli «f .«li ^ «nppwl)i variabilità di mm colonie ( cioè si ponga 
^~,^daz=0 , o più semplicemente ^^^=0. 

1405. Nasce di qni che qualora si «libi» uà’ equazione differenziale di prim’ 
ordine a due variabili , di cui y, n) — 0 sia I’ integrale completo (1255) , 

non solo potremo assegnare ad a qualunque valor costante ci piaccia, senza che per 
questo cessi la verità dell’ integrale , ma quelli ancora che risulteranno dall’equa- 
zione := 0, clic generalmente verranno espressi in funzioni delle variabili x, 

y. L’ inlegr.de proposto oltre al perdere in questo caso la sua qualità di completo 
neppiir raderà tra gl’ infiniti integrali particolari , che si hanno dall’ eguagliare a 
ad una qualunque costante ( ivi ) ; onde ha preso il nome di soluzione particola- 
re. Abbiasi per esempio y (x * -+y 1 ) —r- — x=0, il cui integrale compie- 

rli dx 

to, fallo x * -t-y 1 =* * , si trova esser w = x* — 2 ay — <z* = 0. Dunque ^ — 

la — 2 >— 0, e quindi a^z—y, valore che posto in f, dà la soluzione particolare x’-t- 
j *=0, che, senza esser compresa sotto l’integrale completo, soddisfa intera- 
mente alia data. 

■1406. Se l’equazione differenziale sia di second’ ordine , ed abbia in con- 
seguenza f(x, y, a, A) = 0 per integrale completo, potrebbe per avventura sup- 
porsi che per dedurne la soluzione particolare , bastasse porre insieme le due e- 

quazioni ^ ^ = 0, = 0. Ma si deve avvertire , che le costanti aj>, riguar- 
date come variabili, oltre i coefficienti introducono nel differen- 
ziale secondo anche , (jfl) (4276) , e converrebbe che tutti fossero 

nulli , perchè salva restasse l’identità del differenziale, cioè dovrebbero due sole 
indelermiuate soddisfare a quattro equazioni , il che è generalmente impossibile. 

4407. Procederemo dunque diversamente , osservando in primo luogo, che 
da f(x, y, a, 4)=0 risulta (4 266) bzzzf (x,y, a ) j onde dal differenziale di p = 0 

.... .. z _ n „ . 



per tiyò, avremo (1272) i*. = 1* equazione 

primitiva ? = 0 dà 2*. (J) + (^XÈ)= °=?'^ (È)’ 4) ’ * 

di qui 3*. ^ =0; «col mezzo di queste tre equazioni e 

della Coita p = 0, eliminale a, 6, ^ avremo un’equazione di prim’ ordina 
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spQgliata a fiotto di costanti , e soluzione particolare della proposta. 



lìsemp. Sia f—J' — — a ’— 6*=0, da cui per mezzo di dy = 0, <l’’f 



=0 (1269) proviene y- 



*(/>• x’il’r 



dx 



2 dx' 



ciò avrà y per integrale finito. Dunque 



fdr xd\>\* d‘y, 

-^=0, che per- 



e la <*. diverrà — — (-2a+(x-f-2A)^— ^=0. Inoltre = — ax — b, 

e 1. 2». darà y'= -"-«+(£) = «. Infine ( %}=-*> ' * 

dalla 2 a . avremo x-f- ^=0. Falla l'eliminazione proposta, troveremo (i *+• 
x*)jr — “+“^ == ^> che * a soluzione particolare 



di prim’ ordine della data. 

<408. Ed è inutile avvertire che a questo medesimo risultamenio avrebbe condot- 
to 1* ipotesi di aj=zf(x y y, 6), non potendosi cangiar 1' essenza del calcolo, qualun- 
que delle due costanti si prenda per funzione dell* altra . Noteremo piuttosto die 
la soluzione particolare di pri in’ ordine , considerata come equazion differenziale, 
può avere anch’ essa delle soluzioni particolari, le quali rispetto alta data si chia- 
mano soluzioni particolari doppie. Queste provenendo «Ini trattarsi non solo come 
variabili, ma ancora come indipendenti le costanti della prima e della seconda 
integrazione , coincideranno con ciò che si avrebhe dall’ integrale finito, ponendo- 



vi i valori di a, b dati dalle due equazioni 



(£) =o -(2)= o(H06)jei,cr * 



ciòsebben soddisfacciano alla soluzione particolare prima, non soddisfanno peral- 
tro aita data differenziale di second’ ordine. 

Del resto il Sig. La Grange , a cui è interamente dovuta quest’ importante teo- 
ria delle soluzioni particolari dell’ equazioni , dà dei mezzi per ritrovarle anche 
nel caso che l’ integrale completo non si conosca. Noi non ci occuperemo di que- 
st’ indagine , e passeremo piuttosto a qualche applicazione delle precedenti dottrine* 
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Applicazioni bkl Calcolo Integrale 
Quadratura delle superficie 

i 4 ° 9 < Sia la curva AM con le coordinate AP=.z, PM=y, 
e vogliasi l’area S del settore APM. Presa sull’asse AN la por- 
zione P/?=ox e condotta l’ordinata pm*=y\ e da M la Mr pa- 
rallela ad AN, avremo l’area mistilinea PM mp=$S (12 13 ), e 
l’area rettangolare PMr/.»=y 3 ,r , differenti fra loro di tutto il 
triangolo mistilineo Mrm. Ora è chiaro che questo triangolo 
tanto più impiccolisce quanto più si approssimano l’una all’al- 
tra le due ordinale PM, prn, ossia quanto si rende più piccola 
3 x; come è chiaro altresì che quanto più impiccolisce dar tanto 
più impiccoliscono le due aree. Dunque a misura che le due a- 
ree impiccoliscono, tendono ad eguagliarsi l’una con l’altra, e 
quindi hanno necessariamente limiti eguali (1206). Ma limite di 
8 S è dS, e di yox è visibilmente ydx , dunque d&=ydx, e 
quindi S— fydx. Ponendo perciò il valor di y dato per x, che 
deve aversi dall’equazione della curva (896), e poscia integran- 
do, avremo il valor cercato di S. 

E qui pure può, come altrove, osservarsi che alla stessa 
importante relazione dS=ydx ci avrebbe del pari e più flui- 
damente condotti il principio infinitesimale. Infatti supposte in- 
finitamente vicine le due ordinate PM,^m, l’area dS—VNmp 
si convertirà in un trapezio che avrà per misura ( 634 ) yP^fPM 
-\-pm). Dunque dS= ) dx(y-‘r-f )= ) dx(y-hy-hdy') =ydx-h 
\dxdy. Ma \dxdy è un infinitesimo di second’ ordine (1207), 
e perciò (1211) deve togliersi in faccia ad ydx infinitesimo d’ 
ordine primo , dunque dS=ydx, e come sopra S= fydx. 

4410. Si noti 4°. che seie coordinate facciano un angolo obliquo y, sarà £= 
senyjjrdx (<3i4); 2°. eliclo spazio compreso tra due coordinate r , J x verrà rap- 
presentato dall’ integrale definito (t 363) Jy'dx C/i Jydx; 3°. che differenziando con 
dx costante, si avrebbe d'Sxsdjrdx, d’onde S= / fdydx, purché s’ integri prima 
per >% poi per x, e si sostituisca il valor di^ avanti di integrare per arj 4°. che 
16 f infine condotte AQ, MQ respeltivpmenle parallele a PM, AP , e riflettendo che 
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AMP=y></*= (<263) xf—fxdy, ed r v=APMQ, avremo Jxdy- AQMP F 261 
_AMP=AMQ. 

1411 . Indipendentemente dal principio infinitesimale e da quello dei limili 
può giungersi alla importante equazione A— ^ j \ 'dx col nolo principio delie tic se- 
rie (808). Si chiamino S, S 1 i due settori APM, A pm; saranno 5 a=3>(-r), S 1 — 9>( x 

+or)= (<281) 4- nL' Ó ' X ' + ' C - ’ ' d S '— S — mm P— 

^-'-VX ^ ,l> . Jx'-i-ec , e supposta^* tale che in tutu la lunghezza P/i dell'asse A/) 

dx 2dx' 

non cada alcuna ordinata massima o minima, l’area PMmp risulterà visibilmente 
maggiore dell’uno e minore dell’allro ilei due rettangoli P/ J X PIVlxsydx, x 

pm=y'dx=dx(j- t-~ óx H- .^’^ j’+cc. Or poiché queste due espressioni 

cominciano con lo stesso termine 1 Sx, dovrà altresì cominciare col termine stesso 

anche il valore dell’ area PM tnp ^808), e sarà quindi ^ x dx== J dx , d onde S — . 

Jr dx - 

i4i2. Passando agli esempj, nel circolo Jydx=AQMP= 2gl 
(gio) J dxY (a 1 — x 2 ') , cioè riduccndo in serie il radicale (aiti), 
moltiplicando per dx, e quindi integrando ciascun termine del 

x* 3x7 

prodotto^ 25 7 ),AQMP=C-4-a:r— — — jXs? "" TéTe ~ 

* ec. Fatto x=o, sarà AQMP = o, e però t7 = o: 

2.4.6.8.9a7 ^ 

x' X 5 „ . .. 

dunque AQMP = «a:— — — ^ — ec. Fatto x=a, viene il 
quadrante BMQA $ e poiché AMP=— |/ (a* — x 2 ), si ha il set- 

/jr 3 X® 

tore AQM==AQMP— AMP==y -+- 757 -4- ec. 

1 4 1 3. Nell’ellisse fydx=( t,64) I *’)= ~{ax — .. 

~ — — x ~— ^ — ec. ). Quindi, paragonando il circolo all’ellis- 
se, si trova CB'NP : CBMP:: a: b:: Ab'ttb 1 : ABab :: PN : PM :: 2 63 
SPN : SPM :: SAN : SAM} ed essendo Al Vab'=a 2 n: sarà AB ab 
■=abiz, cioè V ellisse eguaglia un circolo del diametro me- 
dio proporzionale tra gli assi. 

1 4 1 4- Nella parabola Jydx= (g4B) J dxY px=~ 3 f/ px 
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ì.^i 5 . Nell’iperbola tra gli asintoti zy= (989)0*, e Jydx 
—J—^-=a > lx-\rC. Se x=AD —a, allora lo spazio Q'ADBN 

=a 2 la~\~C-, dunque BDPM— a 2 /x — a 2 la—a 2 l^- Quindi se a 2 

=1, sarà BDPM=/x , logaritmo naturale dell’ascissa AP~a:; 
ed ecco perchè chiamausi iperbolici i logaritmi del modu- 
lo 1 (454). 

263 44(6. Nella cissoide yx= ^ (4 003), e Jydx=xAKMPA=Jx J dx( a 

ii i 

— x) *. Ora Jx* dx(a—x) * =ACONP (4442) ; e se si riduca Jx z dx(a — 

* ^ __ 1 « T T * 

r ) T a Jx * dx(a — x) r , si troverà (4343) JxTdx(a — x) =jX (a — x) T -f- 
4 Jx* dx(a — x) *. Dunque Jx* dx(a—x) * Jx * dx(a — x) T — 2x(ax — 

t 

x’) T , ovvero APMKA=3ACONP — 4ANP=3ACONA — ANP. Dunque, poiché 
quando x—a, il triangolo ANP svanisce e il segmento ACONA si cangia nel semi- 
circolo ACN6, lo spazio indefinitamente lungo MKABQ è triplo del semicircolo 
genitore. 

2g ( . 44)7. Nella cicloide BMA, xdt—dxy (2ax — x*)(4329): ma xdysaMQ.QQ', 

onde Jxdy=. BMQ (44)0 4“), e Jdxfy (2nx — x*)= BOP; dunque tutto Io spazio 
BM AD eguaglia il semicircolo BOC, e io spazio cicloidale è triplo del circolo ge- 
nitore. 

267 W)8. Nella logaritmica x—Aly (<023), i dx — Ady, e Jydx=z&hVM.x=Ay 
-4 -C: ma quando _>'=)= AB, lo spazio ABMP diventa nullo; dunque C= — A, e 
ABMP=^( r — ))= al rettangolo OIQM. Se si fa yx=0, si avrà Io spazio indefi- 
nitamente lungo BXYA= — A=: al rettangolo PQ1T. 

44)9. L’espressione &= Jydx suppone la curva a ordinate parallele. Per le 

268 curve polari e spirali, condotti i raggi vettori CM=f, Care:»' 1 , e chiamali S, S 1 
i settori ACM, AC/n, ed x l’angolo ACM, o l’arco o ascissa BM che lo misura, 

d* S 

avremo come sopra ()4)1) MCm= S— Sxzd ~-dx — — dx*-l- ec. Orsi 

dx 2dx * 

prolunghi l’arco BM fino in r, e si descriva con l’altro raggio Cm l’arco mr' ; a- 

i dr 

vremo due settori circolari MC»== (637) 4 r’dx, mCr'= jy' *àx= 'jdx^y-b— X 
, d* v dr 

°r+ 2 ) J 1 ' x'-Hcc.) 1 =c ’tf -ox'+tcì e poiché il primo è visibilmente 

minore, l’ altro maggiore dell’ area MCmzarJ S, sarà dunque per il solito principio 
dS 

~-dxsz ^y*tx, d’oude d&xx\y % dx ed Sx=jJ } * dx. 



Digitized by Google 




*99 



<420. Così nella parabola In «ni equazione polare ì (951) • 



uri 



4coi 1 jl 

AF M=Sz=ÌJr , dx=?—f ’ ‘ ,X , — , ossia fatto i=2f, AFMss p ogi 

1JJ 32 J cos'ex <6 co»4y r.zoi 

-- (! f tang'f-i-tangf')=.¥-j; = (/ tanghi x-htang^x), senza costante perché con 

T—0 deve visibilmente aversi 5=0. 

\ „ 

4421. Nella spirale A’ Archimede , ove r= ■ (1027) avremo 5=j J y^dx^z 

2tt 

fl * fl* x^ 

. — - fx % dxxx — , senza costante , perchè con x=.Q ti ha Szz-Q. Fatta a :=2jr 

8 n* J 3.8tt* ’ 

avremo S=.ja*7r valore totale dell* area compresa fra Finterà prima spira e il 
raggio CA. Quest’area è dunque -J- della superficie del circolo GFBA. 

4422. Volendo estender la stessa ricerca al caso di una seconda spira , dovre- 
mo integrare da x=.2tz, valore dell’ascissa al punto ove comincia la seconda rivolo » 
zione del raggio, fino ad x= 47T, valore dell’ ascissa al punto ove finisce; poiché sic- 
come il raggio nel secondo ravvolgimento ripercorre di nuovo tutta la superficie 
già percorsa nel primo , è dunque chiaro che l’integrale qualora si prendesse di 
x=0, conterrebbe due volte l’area abbracciata dalla prima spira. Operando nel 
suddetto modo troveremo (1363) «Ss:?a*ir, e se da questo valore si Loglio Ja*7r, 
area occupata dalla prima spira, rimarrà 2a*7T per quella interposta Ira la prima 
e la seconda , che sarà dunque doppia del circolo GFBA. 

1423. In generale l’ area interposta fra le spire consecutive n ,f-w ed (w-M)"*® 
si avrà prendendo l’integrale di \jy % dx da x=2 hit fino ad x=(»-f-l)27r,e sot- 

tì*7T 

traendone quello da Xx=(/t— l)27T fino ad x=2/itt. Ciò darà &= — j-((u-f-l)\ — /i 1 ) 
a 2 tt 

— — ^ — (ri* — (n— l)*)=2na*7r. L'area richiesta cresce dunque esattamente nel rap- 
porto medesimo del numero delle spire. 



Rettificazione delle Curve 

1 4^4* Poiché (i3io) ds=y r (dx x -\-dy 1 ), sark l’arco AM 269 
—s= J ~y (daP-i-dy 2 ). Posto dunque il valor di dy dato por 
quello di dx e concluso dall’equazione della curva, e quindi 
integrando , avremo la lunghezza lineare s dell’arco AM. 
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F. 262 1 /p5. Escmpj. Nel circolo (1 3o8)t£.cM-tix a =— 



a*rfx* 



adx 



QM=w F(a T:,.r (»6) 



x-+ 



<.3x* < .3.5x1 



2.3u* 2.4.5«« 2.4.6.7«« 

a 



cc. 



261 4426. Nella parabola , AM = y dj'j /~~ ^1 -4- a 

(1339)C4- — ^ ^ (y ^ " ^4 Facciamo ^==0 , sarà 

«=-i4 *■*» *WW^ ,+ i)4 n c ^ > ; ± --- ) > 

2^9 1427. Che se col centro A e col semiasse maggiore BA=-jp si descriva un* 

ipcrbola equilatera BN r , lo spazio ABN'Q sarà Jxdy (1 4 1 0.4°) .^=y<2 / J/ (k*-+- 

^/^*)(980); dunque AM= — Jd) \ a -+-~^== — XABN’Q, e però AMxJ/*= 

ABN'Q, onde la rettificazione della parabola dipende dalla quadratura dell * 
iperbolay e reciprocamente . 

270 1428. Nell’ellisse, supposto il semiasse maggiore =1, sarà ^*=5* (4 — -x*), 

e fatto 1 — b 1 z=e 1 (946), si ha BM xzjdxf/" — ~ 7" = J y ^ ^ X • • • 

( e*x* e 4 x 4 4.3e 6 x c \ ^ dx e * ^ x*dx e 4 

* 2 ITT — 2.4.6 sJ 2 •/ x (<— **) — £5 X ‘ " 

r xhfx <.3e s r x fi dx . . 

j * /-— < - ec.: e nducendo cr integrali di ciascun termine 

Jy( I— x>) 2.4.6- / )/(<— x*) ’ B b 

* ✓ e 4 3e 4 3*.5e 6 

» /rfx(<_x*) I (1334)=DN , si avrà BM=(4_ - 

3».5».7e* \, dx . , 1,'i 3e * 3».5e* \ 

2 » .4 * . 6 » .8 “ )fy (<— x*) + * ^ V2*" f "2*.4» 1 2 3 .4*.6*’ 4 " eC V 

i/ 4 3.5e* 3.5* .7e< N 

+e>,\i~X>F(—+ 2 _+ 2 - TTFTl + ec. )+ec. 

La rettificazione dell’ iperbola si ha quasi collo stesso metodo , e può vedersi 
nelle Memorie di Berlino an. <746 e seg. la maniera di ridurre alla rettificazio- 
ne di queste due curve gli integrali d’ un gran numero d’altri differenziali. 

<429. Nella seconda parabola cubica, jr ì =px 1 (<0<<); dunque s=fdrX 

Q^Zy^p^-iy+C (<260.2°) , perché qui re= 0 edn»=<; fatto jr=d), 

si ha <:=— ~ p, t l’arco, preso dall' origine, ~—p (( 1+ ^) T— 0' In SeUe ‘ 
rale le parabole j+^zpx 1 — ', che ( preso per k un numero impari comincian- 



do da 3 ) danno 



son tutte rettificabili, a- 



2 1—3 

vemlosi inciascuna (1260.2°) «— 0 , ni — — e «= ^ ~ * 
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<430. Nella cicloide, dy=dxf/~ ■) (1329); dunque t= J(ìx ^/~ — 

=BM=2| / 2nar=2BO; e fatto a:=2a, j=BMA=2BD; onde l’intera curva cicloi- 
dale è quadrupla del diametro BD(1333). 

1431. Nella logaritmica x—aljr (1023), ydxszady, s= f/ ( > * -j-a 1 ) ; 

. , dy ri ìz t z*dz a , z—a 

posto ]/</*+«*>=;, « avra - =77-^ , «1 *= / => _- , 

(1346) =z+aIj/~?^ ~z+al( ^ f/(y* -H* * )+«^X 

0 } )+g, espressione di un 

arco di logaritmica, in cui C b facile a determinarsi (1418). 

2ttv * 

1432. Nella spirale d’Archimede ds^F'fdjr'-hy'dx*) (1314); ma x — — — 

277 / fl* \ 

(I027),dunque s=COM= — J~dj-f/ yj 1 -4- ^ — - y Descritta una parabola CN' 

coup= — . Fatto CQ=CM x=.jr, e condotta l’ordinala QN', sarà,CN '= — JdjX 

ci 

\ ^ •" 1 Y * ^ (<426){ dunque CN'c= COM : onde regna dell’analogia tra que- 
sta spirale e la pandxda. 

1433. Nella spirale logaritmica, ove y=z.At*' c (1047), e quindi fatto A=i , 
J'dxzzcdjr, sarà ds— dj J/ (1-4-c*), ovvero, per esser c=to/i^CMT (ivi), ds = 



dy 



■ (787.14*); dunque j= ■ 



jr 



coìCMT ' " — ’ cosCMT = MT * Ue *° “ trÌ * ngol ° MCT relti,n ' 

gelo in C (1026). Non si è aggiunta la costante perchè ^' = 0 dà evidentemente 
s=0. Apparisce frattanto di qui che questa spirale quantunque faccia un’ infinità 
di giri intorno al centro (1047.1”), pure ha una lunghezza finita, la quale nel caso 
di cozCMT= j, ossia CMT=60° (781.2°), equivale al doppio del raggio vettore. 



Misura delle Solidità 

i m- Un solido S da misurarsi s’immagini decomposto in 
un’ infiniti» di piccoli strati paralleli : chiamando t la base d’uno 
di essi , dz l’ altezza, o una parte infinitesima della sua distanza z 
dal vertice, tdz ne sarà il volume (74°)» che essendo il diffe- 
renziale del solido dà dunque 5 = Jtdz. E si noti t°. che se il 
solido è di rivoluzione, t potrà esser circolo, di cui chiamato 
y il raggio, avremo t=y 2 n (637), e quindi S=it Jy~dz ; 2 0 . se 



F. 260 



271 



202 
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sia piramidale dell’ altezza a e basc&, onde (71C) b:t .■■a? :z J , a- 
vremo S— — f z 2 dz— ove z=o dà S — o e C=o, e 

z=a dà per l’intera piramide S-=-j (744)- 

3°. Poiché (1409) tc=/ ydx=J Jdydx, sarà dunque SxxftdzxxJ Jydxdz 
x=[J Jdxdydz, purché rapporto alle integrazioni si osservino le avvertenze date 
altrove (Hi 0.3"). 

i 435 . Nella sfera y 2 = , xax — x 2 ‘, dunque per la solidità 
di un segmento sfericoiu cui z—x, si avrà S—n J(iax — x z ')dx 
=Ttx\a — j.r) (77G). La costante uou Ita luogo, perché cou x 
=0 si ha S= o. Fatto x=2 a, si ha per la solidità della sfe- 
ra S=§a 3 n (773). 

1 436 ’. Nell’ellisse J' 2 = — (zax — x 2 ); d’onde, operando 

come per la sfera, S— — jx). Fatto ar=a<i avremo 

per l’ellissoide intera S=$ab 2 n ; dunque il solido generato dalla 
rivoluzione dell’ellisse intorno all’asse maggiore sta alla sfera 
circoscritta uh 2 : a 2 , ed è inoltre y del cilindro circoscritto. 

4 437. Si chiama ellissoide allungata quella che abbiamo considerata, ed el- 
lissoide compressa quella che è formata dalla rivoluzione dell’ellisse intorno al 
suo asse minore. £ facile il trovare , che anche quest’ultimo solido è y del cilin- 
dro circoscritto. Dunque 1* ellissoide allungata sta all’ellissoide compressa *: ab 1 : 
a*b :: b : a. 



1 4138 . Nella parabola j 2 =px] e fatto z=x si avrà per un 
segmento pai aboloidale S=*iz J pxdx— , metà del ci- 

lindro circoscritto. 



In tulle le parabole (tOH), e Jnj*dxxx 



m Ini — 2 n 2 n-\-m 
mnya * 



' n Im — 2 n 2» 

mirxya x mirry» 

= - ■ .= — , e perciò il solido stara 

2n+m 2«-+-m 



In-y-m 

al cilindro circoscritto :: m : m-+-2n. 

1439. Similmente se l’ iperbola , la cui equazioue é a“+«, gira inlor- 

P 

‘ no all* asintoto CP, prendendo CD=. AD=«, il solido descritto di trapezio ADP1VJ 

m 



avra per espressione 



2 n — m 



• Tz(ja } — e perciò supposto 2/i^m , il solido 



descritto dallo spazio indefinitamente lungo OADX sta al cilindro descritto da AECD 
::rn: 2/t — /«, e nell’ iperbola ordinaria c eguale a questo cilindro. 
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Superfìcie dei Solidi 

i 

1440. Se la superfìcie da misurarsi si divida in un’ infinità di piccole zone 
prima parallelamente al piano delle xr, poi parallelameulc al piauo delie r z, si 
troverà decomposti in infiniti rettangoli coi lati diretti nel senso delle coordi- 
nate r, x, ciascun dei quali potrà considerarsi come piano, e sarà 1' elemento 
della superficie cercata. 

Per determina me P espressione rammenteremo primieramente che l'area d’una 
figura comunque inclinata sopra di un piano eguaglia quella della sua projezione 
divisa per il coseno della sua inclinazione 0 (1 1 25). Frattanto se dal punto A, che F. 273 
prendo per origine delle coordinate, si conduca AG normalmente al piauo della 
figura , e da G la GT perpendicolare a quello di projezione , che suppougo es- 
sere il piano delle xj, fatta AG =r, e supposte x,j' t z le coordinale di G, avre- 

ino GT=z , e jenTAG= — = cosQ. Ma in primo luogo (1074) rx=|/(x a -+- 



J *+;’). * perciò **+_ r *+*._ r ._o, (1272) -bz(~y=0; 



dunque ■ 



s d z \ > — ~7dz — * — ' ^ no ^ lre 5e ^ rappresenti il nostro reltan- 






golo elementare che, come osservammo, ha i lati nel senso delle x e delle y, 
S' sua projezione sul piano delle x y dovrà eguagliare il prodotto dxdy dei dif- 
icrenziali di queste variabili : dunque sostituito I’ uno e 1' altro valore avremo 



infine Sxxdxdjj/~ differenziale di second’ ordine, 

che integrato due volte darà la superficie cercata. 

1441. Se il solido è di rivoluzione, generato dal poligono AMBC, in cui AM 374 
MP=> , può aversene piu speditamente la superficie. Poiché immaginando- 
la divisa in infiniteVzone M/n' con sezioni normali all’ asse del solido, ciascuna di 



queste rappresenterà un cono troocalo, la cui superficie (761) 2-K(2yy-d 

2nyds sarà l’elcmeulo delia cercala, onde avremo S—2-rfyds— (13(0) 2itjndx. 
Dunque nella sTera (1308) S=2anx, e fatto x—2a, sarà S-ia'iz superficie totale 
(764). 



1442. Nella parabola &= (952) 2 * Jdx y (px +£) = (p*-,-!,,.) 3 

+C (1260.2°). Sia r=0, sarà C=-!Tl . 



1443. Nell ellisse, f<<lto a il semiasse di rivoluzione, che sarà il trasverso nel- 
1 ellissoide allungata e il coniugato nella compressa , e posto nei due diversi casi 
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curva giri o 



— a’-*-6’z=c', si avrà (968.2°) ^ ; e pel ò sr la 

F. 275 intorno ad AA o intorno ad EE, si avrà ì!0^i ”*" X ') Nel primo 



a* 



so, descritto col raggio CD= - un arco DBN, la superficie fatta da AM intor- 
no ad AA sarà (<4t2) - — — ABNP ; ma nel secondo, determinala C col porre 

*=0, sarà (< (~+x * (*+V l (~+* * )) • 

•4444. Nell’iperbole fatto a il semiasse di rivoluzione che può essere o il tra- 
sverso o il coniugato, e posto a * +i » =e * , si avrà (986) n=-*f/~^x 

2t6 e però se la curva giri o intorno a CA o intorno a CO, si avrà . — — fjx X 

fl 1 ^ 

. Nel primo caso, determinata C col fare x—a, la superlicie cercala 

• «*\ . « * b r ejr-l-1'' (e * x 1 — n'1 

aura (<339)--f/ —7 ma nel secon- 
do, determinata C con fare x=0, sarà 

Cenni sul Calcolo delle Variazioni 



4445. Oltre quel genere di Massimi e Minimi , di cui parlammo (4304) , 
un altro ve ne è più elevalo, che ha data origine al Calcolo delle Variazio- 
ni, In quello si cerca il massimo o minimo valore di una funzione, che è da* 
ta; in questo si vuol la funzione, che Ira tulle quelle di un genere deterniin lo 
è massima o minima. Cosi il problema di determinare nel circolo la massima 
ordinata, riguarda il primo genere} ma quello di trovar tra latte l’ isoperimctre 
la curva della massima area, appartiene al secondo. E vero che ambedue i ge- 
neri dipendono dagli stessi principj, e che alcuni problemi spettanti al secondo 
posson trattarsi anche coi metodi del primo; ma tali soluzioni son per lo più 
assai complicate e poco naturali. 

4446. Sia BD una curva, che abbia per asse la retta AE=a, fatta AP=ar, 
PM.=z=:p(:r), se si prenda PT=<i:r, e si conduca l’ordinata TV, sarà PMVT 
s: zdx (4409), ABMP=y*r<fx, che va a zero se arr=0, e diviene ABDE se 
ar =-a. Chiamisi H l’area ABDE; dunque se, stando ferma l’ascissa, z va rj in 
più o in meno di una quantità infinitesima M f\ e sia la caratteristica della va- 
riazione , come d lo è della differenziazione , avremo MJ'zzoz variazione di z y 
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M/sV=SzWx variazione di zJx=PMVT, BC/M= J Zzili somma degli elementi 
M fiV e variazione dell’arca ABMP, e BCKD=6« variazione dell’area ABDE=//. 
Quindi se H debba essere un massimo o un minimo, bisognerà che l’area BCKD 
si annulli, e sarà 6/A=eABDE;=S/z<i.r=0 (1304) , preso l'integrale da r—t) 
Ciao ad x=xa. Di qui si avrà la relazioue tra x e a, o l’equazione alla curva, 
cbe ha la proprietà del massimo o del minimo. 

1447. Il calcolo delle variazioni deve dunque insegnarci a trovar la varia- 
zione di H o il valor di 6 H, che andando poi a zero determina il cercato mas- 
simo o minimo ; ed eccone intanto i principj. 

1. ° Poiché *, z' divengono s+Gz, z'+gz 1 , e z'=z-ydz (4244), dunque 
6z'=§z-+ -Gdz, e Gdz—G s‘ — Gz^dGz (ivi), cioè la variazione della differenza 
d’ima variabile eguaglia la dijfeienza della sua variazione. Perciò scrivendo 
dz invece di z, sarà Gd’ , z=edGdzz=d*Gz , e di nuovo scritto qui dz in luogo 
di verrà Gd ì zz=:dGd I z:sd , Gdzxxd ì (z j e in generale Gd n z—d*Gz , o preso 
m</i, Gd<‘z—d m Gd n -"'z . 

2. ° Supposto u=Jzdx , sarà, variando, GuxzGJzdx, e differenziando 
du—zdx; dunque 6du=dGu=:Gzdx , e integrando, GnsxxJGzdxxzGJzdx, 
cioè la variazione dell’ integrale Jzdz eguaglia l’ integrale della varia- 
zione di zdx. Perciò scrivendo Jz invece di z, avremo JGf:dx=GJJzdx— 
j JGzdx , ec. 

3. Cangiandosi z in zs-dz nella differenziazione, ed in z-y-Gz nella varia- 
zione, non ostante la diversità tra le differenze e le variazioni , si ha la va- 
riazione di z come se ne ha la differenza , purché in luogo di dz , dr si 
scriva Gz , Gy , e si faccia x costante} cosi la variazione di Zz=ax * > -\-bxy* 
sarà Gz=ax*G yH -2bx > Gy, ec. 

144». Dunque G(zdx)=dxGz-t-zGdx : ma Gdx=dGx=0; dunque G(zdx)= 
dxGz, e JG(zdx)z=:fdxGz=GJ(:dx)(i447. 2.°). Parimente se z—o(x,y,p, </, c c ), 



dr 



J\r 

_Gd*y d*Gy 



' p= Tx' ’=5?’ 



6 ^= 



dx % 



r —ff eC * “ r ® ' ° ( H47 - 3 “)=^C <4< 7. 1.»), 

. 6d*r d’Gy 

er =-dZr=-JÌ T> ««■! 2 ° S(.--dx)=dxGz = dxQGy+- 



dxRGp-S-dxSGq+ec. xx QdxGy-4-RdGy - 4 - ec. ; 3.° JGzdx z=Gf;dx 



dx 



rSd'G 



(1447. 2.°) =JQdxGy+JRdG) -+- J ~-hcc. : ma JRdGyxzRGy- JdRGy 

(1263)=^ -/^ , e parimente 

J dx r J dx dx J dx ~ 



SdGr dSGy ( d*SGr SdGr dSGr 



dx 



JMr{Q-Ì£ 



/ a 

dx 

dR d*S 



dx dx 1 

T. II. 



dx dx 

rd'Sdxt r 

dx ’ r J~~d7' , re.; dunque e/crf» 

)-i-6x^/ì— -- + ec.^-i-l~(^_ec.)-i-ec., ed 



dx 
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<iR d 2 S 

avremo U massimo o miaimo richiesto se porremo Q — — fr- — ec. fl 

« se, dopo aver integrata quest’equazione fra i limili x=0, x=a (H46), e dopo 
aver soddisfatte le altre condizioni del problema, giungeremo a determinar le co- 

dS 

stanti rimaste disponibili in modo che si abbia R — — • -f-ec . =0, S ec =0 ec 

dx ’ 



dR 



V integrale di Q — — +ec.=0 preso indefinitamente ci darì frattanto, siccome 

è chiaro, il rapporto finito fra x ed y, o l’equazione della curva cercata ; le co- 
stanti determinate nel modo prescritto ce ne faranno conoscere ■ parametri. 
dR 

Quindi la sola equazione Q — — hec.=0 somministrerà quanto bisogna al- 

l’ intento , qualora non altro si abbia in mira che di conoscer la qualità della 
curva la quale gode della voluta proprietà del massimo o minimo, ricerca alla 
quale unicamente ci limiteremo negli esempj seguenti. Avanti però osserveremo: 
t.* che le quantità Q, R, S ec. equivalgono precisamente ai coefficienti dei dif- 
ferenziali parziali di z per y, p, q ec. ; 2.° che se z non contenga differenziali 

dR 

oltre il primo ordine, l'equazione si ridurrà a Q— ~=0, che moltiplicala per 

dyz=pdx darà Qd,z=pdR: e poiché si ha d:=xPdx+Qd y+Rdp , posto il 
valore di Qdy verrà dz=zPdx+d(Rp), e sz=Rp+/Pdx+C. Eguagliato questo 
valore a quello dell’equazione per la quale vien proposta la ricerca del massimo 
o minimo, sì otterrà un’ equazione differenziale fra le sole variabili x ed j , 
che integrala darà quella della curva richiesta. 

I.° Qual’ è la curva, in cui fzdx= J ~^J r * , 



df 






i è un massimo o un mi- 



nimo? Poiché ~=p, verri y(dx*+dx*)=dxy(1+p*) t onde a 

P% 



r P fj P ^VO+ p 1 ) „ p 

KrO- t-p*) Wr ’ que °’ e *= 



VA'+p*) 

valore che confrontalo coll’altro già trovato darà luogo all’equa- 

y 

Zioue _+C, d’onde Vy«+p')= i = C. Di qui, «1- 

tmto il valor di P—j^' facllmenle trarremo dx=dyj/ gp— , ovvero posto 

X=zm—u, r=C‘— w, avremo du=dwj/^^, equazione alla Cicloide (1333) 
curva cercala. 

II.° Fra tutte le curve isoperimetre trovar quella in coi l’area J i dx ((409) 
è un massimo o un minimo. Giscchè l’espressione della lunghezza di un arco 
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è (4340) jy(dx*-\-dy*)==Jdxy(i-\-p*') (L°), e questa per la natura degli 
isoperimelri non varia, avremo 6 /djrj/(4-+-p*)==0: ma anche 6 Jydx =. 0 (4 446), 
convien dunque combinare insieme ^annullamento delle due variazioni, il che si 
otterrà sommandole, e quindi eguagliando a zero la somma. Dunque il problema si 
ridurrà a trovar quella curva, nella quale Jzdx~ Jydx-\- Jdx\ (4-4-p*) è un mas- 



simo o un minimo. Si avrà pertanto ssaj*-+ € zsxSy- ^ ^ , onde 

'’=»• *=VÓ57-V •=r+r«+p">= f £^-c,iC- r )y(<+p-)=<, 



dy{C — -r) 

e dx = ^ f * dunque integrando. 



dy V(l-(C-r)') , dyfi-y) 

^r x - ~ z ì-y — » e dx== vv-{c-jyy duu<lue ime8rand0 ’ 

x=J/(t — fi — /)‘)+Ci cioè (C—y) t —i — (x — C)* equazione al circolo 
(914), curva richiesta. 

Iti.” Fra tutte le curve i soperi raetre trovar quella il cui solido di rivolu- 
zione ha la massima o minima superficie 27r/yJ / (dx , -H/^ 1 ) (1441). Trascuralo 
2 ir che è un numero costante, e fatta J-' (dx' -rdjr*y=rzdx'^/ dovrà essere, 

come nell' antecedente problema, J-.dx=iJ yd X y (\-\-p *)-\-Jd X y (t-f-p* ) un 
massimo o un minimo; dnuque s— > ) ) )-f- 



r KO'+P*)* P d * c4 /((r_H) ‘ Cl) * * dx— ^(Cr+O’-C*)' 

equazione alla curva volgarmente detta la Catenaria, perché una catena flessi- 
bilissima se sia sospesa per le sue estremità , si conforma in questa curva. 

Del resto come nei metodo ordinario dei massimi e dei minimi (4304), 
cosi nei calcolo delle variazioni è necessario aver qualche regola per distin- 
guere quando lui luogo il massimo e quando il minimo. Ma per questa ricerca, 
che troppo a lungo ci porterebbe , rimetteremo i nostri lettori ai corsi più 
del nostro completi. Avvertiremo solo che nei più dei casi la semplice sosti - 
tuziooe di una nuova curva comunque differente dalla trovata , basterà da se 
sola a risolvere il dubbio. 
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CENNI SUL CALCÓLO DELLE DIFFERENZE FINITE 



4449. Già sappiamo che cangiato l’algoritmo d delle differenze infinitesime 
((2(3) nell’algoritmo S delle finite può aversi (1220) <?p(x)=rj rfdx-HSd'x*-+- 
CdxM-ec., essendo A , B, C, ec. i coefficienti delle successive potenze Sx, <fx*, 
à'x’j ec. utljp svilappo di f(x±àx), e che posso» determinarsi coi metodi già 
accennali nel Calcolo differenziale (1281). 

t 450. Dunque & (xn'yzinx*-' $ x-\ — 1— — 2~^~ — “"** _, dx , 4-ec. 

All’opposto preso ir per il segno integrale particolarmente riferito a questo genere 

di differenze, avremo T(nx"-'Jx4--^— ^ — -x*-*dx*-t- ec.)=x>H-C. Sìa Sx 

costante, e i.° n=f ; dunque trdxzs (t256) (5xaiz=x, e <rf=— } 2.° n=2 : 

ox 

JP 

dunque a\2x$x-\-tfx*)z=2$xax+Sx 1 (t(=x 1 , e <r z=—r — ; 3.° n=3 : 

2òx 2 

dunque a■(3x 1 dx-^-3xJx , -^-Jx 1 )=3Jxa'x , -Hìdx 1 (rx-^-dx’<J'^:=x , , e ax‘ l = 
x 5 x * xdx 

— H — , ec. j onde se ox=l , verrà <rf=x, <rx= j (x * _ x) , 

w*=ÌJ , — .}{r l 4*}a? j e parimente troveremo ^ - , X 



(6x4 — 45x*-MOx* — 0 , <tx 5 =^-j*(2x 4 — 6x 3 -4-5x a — \) f ec. aggiunta a quesl’in- 



tegrali la debita costante. 

1 45 f. Ma debba differenziarsi il prodotto v=rx(x — f'( x — 2)...(x — n), supposta 
Jx=t. Avremo(t2f5) d y =(x-M)x(x— t)(x— 2)...(x— n-H) — x(x— t)(x— 2).., 

(x— n)=x(x— t)(x— 2)...(x_n+i)(x-f-t— x+n)xx(x— tXx— 2)...(x— n+f)X 

(n-H). Dunque a f x(jt — i)(x — 2)...(x — n-H) } — 

1 1 n-i- 1 

e se si cangi n in n-H , avremo egualmente (rjx(x — t)(x 2)...(x n)}=z 

*( x — 0( x ^2)...(x— n— f) „ 

‘ n+2 K " 



1452. Si trova nel modo stesso <f | x(x-HX : M-‘0—(*+«) }=(x-H)X 

(x-(-2)(x-i-3) . . . (x-t-n)(n-f-l) ; e a { x(x-H)(x-t-2) . . . (x-t-n) j = 

(x — f)x(x-H)fx-*-2)..,(x-bn) _ „ 

«+2 

<453. Sia da differenziarsi > =2x(2x— l)(2x— 2) . (2x— n), supposta dx=l : 
avremo di =(2x-f-2X2x-+- 1 )2x(2x— i ) . . . (2x-n-t-2)_2x(2x— l)(2x— 2). . . 
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(2x— n-+-2)(2*— M-l)(2r— n)=2.r(2x— 4)(2x— 2)...(2x— n-4-2X(2x-4-2)(2x-M) 
*— (2x — n-H )(2ar — u))=2x(2x — 4)(2x — 2).. .(2x — n-t-2)(4.r-f-4Hx — «'-HM- 2) 
=2x(2x — 4)(2x — 2)....(2x— n+2)(rr-M)(4x — n-+-2)j e quindi o(2x(2x — 4)X 



(2x — 2)...(2x — n-f-2)(4x — n-t-2)) = 



2x(2x— 4)(2x— 2)...(2x— n) 



«-4-4 



Quindi 



giando n in n — 2, a(2x(2x — 4)(2x — 2)....(2x — n-t- 4)(4x — n-t-4))= 
2x(2x — 4)(2x — 2)...(2x — «-+-2) 



«—4 



• . Avremo egualmente 



‘X • 



(mr+a)(/nr+a-i-mX»“+«+2m)-. ,(mx+a+»ai) 

4 

(mx+a)(mx-Hi+m) (mr+a+f» — 4 )m) 

4454. Abbiasi y=a X : sarà SjzxSa x z=a x ~^ r ^ 1 — a x z=a X ~^~* — a X —a x (a—{), 

a* 

e quindi na x — . j C Sarà pure tf(« r x) = avt-'(x-4-4) — a T x z=:a r x(a — 4) 4- 

CL——K 



<t*x — aa*-*"' (a— i)ar x _ a x4‘-' n x (nx — x— «) 



«**4“' - tì’ onde na x x = — ;x= - - s= — - - — 

a— 4 (n — 4)* (a — 4)* 

Così si troverebbe la differenza e la somma di a*x', a*x', ed. 

4 — 



4455. Parimente se sia y t= — , sarà Sj = — — 



x-t-4 



x,C- 



Ca x — 4 



a T (a — 4) a x (tt — 4) 



X-M 

u w 

4 <V-'— 4 

e <T — •= 

_x x — 4/ 



x-4-4 



. Di qui 



a 



(ri— 4) 



4456. Abbiasi jr=±lCa x . Poichà lCn T —lC+xln, sarà J)=/C-(-(x-f-4)/u— 
/C — xla=la. Di qui irla = lCn X . 

4452. Sia y=lC(x — l)(x — 2)(x — 3).. .3.2.4; avremo & rxlCx(x— i )(x— 2) X 
...4.3 .2 — l(\x — 4 )(x — 2)(.r — 3). ..3 .2 4 =lx Dunque ljlx=lC(x‘-i )(x— 2)(x — 3) X 
... 3.2.4. Cangiato x in tutti i fattori del secondo membro, ad eccezione del* 

la costante C, cresceranno di a, ed avremo al(x-\-a)—lC(x+n — 4)(x-4-a—2) X 
(x -t-a— 3)...(rH-3)(«-4-2)(«-+- 4 ). 



4458. Abbiasi fratLanto * , e vogliasi Poiché 

X“T“0 

f(x-4-i), sarà itlpzxtjl(x+ri)~. tl(x-+Ji)—IC(x-^-n — 4)(x-t-« — 2)(x-4-a — 3).. 

(n-4-3)(«-f-2)(ri-H) — l(x-\-& — 4 )(x-+-i— 2X*-t-*_ 3) (*4-3)(5-l-2)(ÌH-4 )= 

r-Hi— 4 x-+-a< — 2 x-H* — 3 a-4-3 tt-4-2 a-f-4 , _ 

/C x-^Ti * ^5=2 * * X Jqlj X ,^2 X ,nleso P pr 

n p il prodotto degli x — 4 fattori cbe si formano ponendo X — 4 , x — -2 , x — 3, ec. 
in luogo di x in p. Che se p è un prodotto di due o più fattori p\ p" , ec. di pri- 

mo grado e della forma t - , ec. sarà 'xlp—'rlp'p" ec. zxi'rìp'+nlp '-^ 
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tc.s/Cr/>'+<v"+«.=^'X*p"Xe' i avremo cioè aìp moltiplicando Ira lo- 
ro i prodotti parziali Ci rp', zrp",ec., e prendendo il logaritmo del prodoUo totale. 

t459. Vogliasi la differenza e la somma di senx t c di cosx. Avremo àsenx 
=zsen{x+8 x)-senx= (796.80‘)2je« \ 8xcos(x+i Sx), 8 cosx=cos(x-h<fx)-cosx 
^— 2 sen\Sxsen(x-ir\$x). lo altra guisa , tscnx=sen(x+Ìx)— teiur=senxX 
cosfx+cosxsejKÌx — sctix -senx(cos8 x — I )+cosxseit8x ; 8cosx= cos(x+t?x) 
_ cosx = cosxcosSx — senxsenàx — cosx =s cosx{cos8x—i)-senxsen8x. Di 



qui senx=z(cos8x— I )osenx+scn(}x(icosx, e cosx=z(cos8x—i)trcosx—seuo x X 

(i—cosdx)senx-+-senà'xcosx r 

t rsenx ; d’ onde facilmente osenx 2(i—cosSx) 4 -^.acosxa 



senti xsenx—( i — così x)cosx ^ 

2^4 — cosSx') 

4460. Sia iufine y~fx funzione qualunque di x. Sarà e 

quindi integrando per parti ((349) 7 ? (.r 4 -t) = fx+<7 ? x. Dunque eux^x-i) 
-+-<r ? (x_t), <r ? (x-l)= <f(x — 2)-|-<r?(x — 2) ; o ? (x-2) = f (x- 3) +-ff*(x_3) i 
ecj valori die introdotti gli uni negli altri daranno 7tpx ^ ? (x— t)+ f (x— 2)+f(* 
_ 3 )^. ec . -+-?(*— n)-h*?(x~, «),o semplicemente o ? x= ? (x_l)+ ? (x— 2>4- 
f(x— 3)+y(x— 4)-t-ec. -f?(x— »), qualora non voglia estendersi l’integrale che 
fino ad x=n, nel qual caso <J ? (x-it), che contiene la parte indefinita residua, non 
ha più luogo. Che se « rappresenti tutto intero il valore di x, in modo che X 
nou possa esser >«, sarà x— »=0, y(x— «) diverrà costante*, e 1’ ultimo dei due 

x x — 4 x — 2 

valori di a»x darà l’ iulegrule completo. Così avremo <sa =a -\-a -t- 

a X ^ i 

a x ~ 3 -l~ ec . -t-a*-4-<M-«°=<372) , il che, ponendo coincide 



con quanto trovammo sopra ((454). 

(461. Passiamo dopo tutto questo a integrare l’equazione lineare di prirn’ 
ordine y'-py-X~ 0 , ove / -j +Sy , epe d X son funzioni di x. Fatto 
yxzrz, onde 8y=-r8z-\-z8r+Si8z, l’equazione si cangerà in rz(j>— () — rrìz — z8r 
—Sr$z-\-X—0; e se sia rz(p—i)—z8rz=0, ovvero 1*. p>—r-+-8i, verrà r'ìz-h 

X 

$r$zz=X, ovvero 11*. 8z=— ■ La 1*. s’integra «ducendoli a lpxzl(r+or)— 



/r=(l2(5) 8(lr), onde Irxxvlp.eA r=e ff// ’=(l458y /C '‘ / '=(444 3”)CV/>. Quindi 

la UVdaràJz^-, -/'( * p -~,+ C )- Co “ ^ 

r y-(x-i-i)<t ) -yb( 2x-M)=0 che, introdotto il valor di 8j xxy'—y, si cangia in 

x K 2*-H) .. f_ ■*— 1 1 *— 2 x — 3 3 3 .‘--.l 

i+ | °, S' ll ' 1/J- j;-t-| ’ r/,— X ’ x— l x_2 4 3 2 x’ 

p X 7 ep=^- , , cd r ~(C— i<2x-M) )=((150)^-i.r. 



4462. Se pxxa cognite, sarà (4456)/Ctf T — (4458) lOlzpt dunque 
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jrpz=Ca , pXrpzziCa , ed y— Ca Ci +C I '^=« Ci -+-c) 

r V Ca x +' ' V .*+« J 

X < 

E se sia costante anche X=c , avremo i — — =z£l = (4455)C— . . . ■ 

a x-H rt *-H 

- 1 — , ed j=za X (c - W— i_. 

a (a-)) a (a- 1 ) 



4463. Sciogliesi con quest’ ultima formula il bel problema già pro- 

posto altrove (487). Chiamala eia aorte, m il frutto semplice ed annuo di una li- 
ra, t gli anni in cui vuol consumarsi e sorte e frutti, ed s la somma costante 
da spendersi annualmente, supporrò che iteli* anno x la sorte sia ridotta ad y, 
onde tra sorte e frutti si abbia y(4-(-m) ; e giacché in quest'anno si spende s , 
la sorte nel seguente anno x-H sarà — j , equazione da cui si ha 

X s 

p=a=zm-4-{, Xz=ag— — s , cd j=C(/n-M) -f- — . Ma quando gli auui souo i — 1 

ni 

ai ha la aorte ) =*■> dunque c=C(m-+- i )-+- — : d' onde C= — —7 , ed 1 ss 

m m(m-\-\) 

| (me — H-* J • Or tulio questo vuol consumarsi negli anni x=f, 

e perciò nell’ «inno x=f-H deve aversi r—0 f sarà dunque 0 s=(mc< — * 
mc(rn-h 1 )* 

-j-s. e di qui 1 = ; , somma cercata. 

^ (m+\y—\ 9 

4464. Del resto la formula y ^irpffr -+-C ^ benché fondata sull’ipo- 

\ pX^P J 

tesi di £x=f, può anche applicarsi al caso di dx=m, purché prima d’ integra- 
re si pouga x=mu. Infatti c manifesto, che allora si avrà dx—m—ni$u; e per 
conseguenza . ; i 

<465. Sia anche l’equazione lineare del second’ ordine ~\-6$ % jxxX, 

in cui «, b sono costanti , e Sxz=z\, Applicando il metodo dei coefficienti in- 
determinati (1389), giungeremo primieramente all’equazione u - — mdu—X 9 c in 

n> 1 — (<H-m >f )a l . . 

seguilo ali' altra r=*——- - , essendo m\m 1 ' 1 due valori di m 

ni — m 

ii 

dati dall’ equazione m*-\-am-4-b—0 , ed u'ju" i due valori di u, che risultano 
dal porre i valori di m in quello di ti. Quanto poi all’integrale di u — 

•i pouga il valore di u, con che 1 ’ equazione si cangia in -4-~^ 

H — = 0 ; fatta per comodo la co 6 t.ule f-H — =/i, e però rn =- -, si avrà 

ni ni *■ 

x 



4 



(4464) ) ’ n 1,0 B,,c be .Y fosse costante, verrebbe 

Ua- Ch x — .Y (/Vi) . 
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H6ti. Sia data lina serie ricorrente (421) con la scala q,-y-r, e se ne voglia 
il termine generale ym n . Supposto y il generai coefficiente della serie cc. 

' t;t « — 1 f jx m , ) , x’ r *'' , y l ‘x ’ r ^' , ec. ed n il numero dei termini, la cui 
differenza costante è Sn—I, si avrà y' [ xxqy+)y (424.2 ’) : ma jr'z=Y-\-Sy 

(2 — q)Sr-y-S'y 

j 'y-^y=yy-ìij -H^I 2t7);dunque j-K — =0, che paragonaU 

con I’equaiione di sopra (1465) ci dà a=- q—r 1 \ q—r * m " 

q-1+Viq'^r) n| „ j-2-|/(7--Hj V=l+-, A"=l + 4 
2(1 -q—r) j 2(1— </_r) m' m 

((«-Hn'V'— (zM-ro 11 )"')** „ . . . . 

d'^Ch"* ed i j"~ VV - --- — ■— — t— Cosi , data la serie 

9 J m'— m 1 ' 

2 x’+ 6 i< 4 -ec— li°- 4 - 0 i-i- 2 i , + 2 a:''-l- 6 a:*-i-ec. con la scala di relazione l,-i-2, 
sarà < 7 = 1 , r=2, m"=l, 7.'=-l, A"=2, »'=C(- 1)', «"= 

C2», r=yC2*+ , +yC(— ♦)"; e poiché fatto n=0 , si ha dalla serie ^=1, e 
fatto n-_=. 1, si. ha 0, le due equazioni 1 — j-C'-I-tCj 0=$.C — 16 danno O 
— J C. — 1 ed y.r'i-=y(2'i-+-2)i”, preso il segno — se n è impari. 

1467. M.i uno degli usi più belli che far si sogliono delle differenze fittile ai 
riferisce al calcolo delle probabilità nei giochi d’ azzardo. Eccone qualche esempio. 

1“. Sono in un’ urna m palle bianche , n nere. R scommette contro C, che 
sortiranno a palle bianche prima che A palle nere. Manca a B un tiro perche gua- 
dagni, ne mancano x a C Supponendo clic le palle estratte non si ripongano nuo- 
vamente nell’ lima , si domanda la probabilità dei due giocatori. 

Saranno dunque m— a-t- 1 le palle bianche, n—b-y-x le nere residue nell’ ur- 
na. La lor somma m-a+l+n-J+J darà il numero dei casi possibili, e fatto 



per comodo m- — u-M— a , n — b — 6, x-\-C — y, sarà Ile 






l.i probabilità per 



il caso favorevole a B, c 11*: 



&H-.T 

y-\-x 



quella per il caso contrario (407). Or la pro- 



babilità di guadagnar la scommessa non si ristringe per B a quella Unicamente che 
pmY avere di vincere il tiro. Perdendolo , siccome anche altrove si osservò (4(2), 
egli ha luogo di sperar nei seguenti: onde se sin y la sua totale probabilità prima 
del tiro, supposto ancora che questo gli sia contrario , rimarrà sempre con la pro- 
babilità y, cl.e sarà (unzione dix— 1, come y Io c di x, e varrà Vii' prima del 
tiro (iVi) ; quantità che aggiunta a |] formerà il totale della richiesta probabilità 

y di B. Avremo perciò y=U-+-[y{\'=i' — - — ^ f ossia y — y \ y C | x 

=0, equazione lineare del prim’ ordine . clic cangialo x inx-f-<, e perciò y in 

r, ed r in diverrà r r( =0. Per integrarla più fa- 

J J ’ J 7 V y-t-x-4-iy -„-+-x4-t 

cilmenle particolari zzo i valori, t* faccio msz 4, /i=r 7, az=:3 0 Z»s=4, onde sts=2, ’tsz », 
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y=5, con che l’equa» ione d i verri jr '—y (ÌÌ? ) — =0. Dunque (.461) X 



4-+-jc 



^6+x’ P 6+x’ np (54-x)(4+x) ’ p * np (S-f-xX'.+x) ’ %X'7»~ 

a(5-Hr)==- (x-f-9), ed r = — f'l(a>+-9)-f ~c\ Per determinar U 

3 . (S-+-x)(4-4-x)V,2 s 

costume osservo che quando x=0 non resta a B alcuna speranza di vincere : omle 
anche ^*=0; dai che infine y: 



x(9-f-x) 0 . _ , n 1* 

; * — * Sia xs=2, sai a allora 

(5+x)(4-hX) 24 



H°. Determinar le sorti del Banchiere e del Puntatore al giuoco del Furaonpy 
tiei casi che còli 2x carte da sfogliarsi , si trovino nel mazzo o una o due o tre 
carie puntate» 

Se sieno 2x le carte, si avranno (394) x(2x — 4) combinazioni binarie , cioè 
nel primo Caso 2x — 4 con la carta puntata, (2x — 4)(x — 4) senza di questa. Ora 
il primo sfoglio o segue cou la carta puntata o senza. La probabilità di questo se* 

x— 4 4 

condo evento è manifestamente (407) , quella del primo è — . Succedendo 

il secondo evento il banchiere nè scapita, nè guadagna, e solo cangia la sua prò* 
babilità totale jf, funzione di 2x, in '/ funzione di 2x — 2, che valutata prima del* 

j . j 

lo sfoglio per le regole della probabilità cou» posta .arri Succedendo il 

primo, egli può vincere o perdere, secondo che la carta puntata viene a destra o 
a sinistra. Or qvti le combinazioni non essendo che due, t’ una favorevole e l’al- 
tra contraria , la probabilità che possa aver luogo la favorevole sarà dunque 4» * 
questa moltiplicata al solito per la probabilità dell'evento, varrà prima dello sfo- 
glio — . Dunque la probabilità totale del banchiere prima dello sfoglio sarà yxst 



x — . . 



■ y- 



4 

~x 

* 



x+r 



. Ponendo x-M in luogo di x, c quindi » ' per y cd j per ’jr, si a* 

1 . \ X 

- — -=0 ; onde (.46.) jr/>=-, / >Xtr»= a — — 

2(a-M) 1 v ' ’ x ’ r x-M’ pX*p 



e-j =(.450) Y> ed_r= — J— 4-c). Ma quando x=0 non resta altra sperati- 
la al banchiere, e si haj=0: dunque C— 0, e quindi vss}. 

Nel secondo caso le coinbiriaxioni totali saraono coinè nel primo j quelle coti 
una carta puntata 4(x— .); con due senta le carte puntale (x— .X^x— 3). 
Quindi la probabilità che non venga alcuna carta puntata al primo sfoglio sara 
(x_l)(2;r_3) , , 4(±-.) , . 

a(2.t— l) ’ b x(x— .) 0 x(2x-t) 

Non venendone alcuna, il banchiere guadagna la solita probabilità 'jr, chc/primtt 
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dello «foglio, verri Venendone uni, abbiamo già veduto che la 

probabilità per il caso favorevole è y , la quale prima dello sfoglio equivarrà a 

„ . 

~(2x t) ‘ ma ,n < I ucsto ca *° r >mane sempre una carta puntata nel mazzo , e 

su questa abbiamo veduto , cbe il banchiere , qualunque sia il numero delle 
carte , lia la probabilità ' , dunque poiché questa valutata prima dello sfoglio 
2(x_ t) ... 

sara perciò la totale probabilità del banchiere fondata su! 



monta a 



x(2x — ()’ 

4(x_ 0 



secondo evento — . Infine venendo due carte puntate o un doppietto , il 
banchiere ha per le condizioni del giuoco la certezza di vincere y , sulla qual 
vincita prima dello sfoglio ha la probabilità . 



■ n ;■ Dunque tutta quanta la 

2x(2x — t) * 

probabilità del banchiere in questo secondo supposto di due carte puntate sarà 

(x — t)(2x— 3), 8x — 7 . , 

y— " — r+ Tx{2x— T) ' C1 ° C ’ ,atU * solltl cangiamenti , jr 1 — .... 

x(2x-t) 8x-M „ , . x-t x — 2 

(x+.x2-+o r ~2(x+< K 2x+;r° • Aviemo dun i ue n P=—-z iì • • •• 

3 2 t 2x — 3 2x — 5 3 t_ . < y 

4 3 2 2x— < 2x — 3 5 3 x(2x— 4) ^ (x-M) (2x-H) * pX^p 

_8x-\-i x 4x — 3 

— -cr 2 *“ ~2 ™ x ' — *'* cc * ^ — j(2x \ ) * Coverebbe egualmente per la pro- 

* • 4t - 5 

babililà del puntatore . 

v 2(2x — 1) 

Nel terzo caso le combinazioni binarie totali saranno al solito x(2x {). 

Quelle senza le carte puntate (2x— 3)(x— 2) ; con una carta puntata 3(2x — 3) ; 

cou due 3. Dunque la probabilità che nou si abbia alcuna carta puntata al pri- 

... , (2x — 3)(x — 2) 3(2x 31 

mo sfoglio sarà — , che se ne abbia una •>-- {, che se ne abbia- 

x(2x_t) x(2x — f) 

3 

no due x (2x j") * *^ e S u< * ndo ^ primo caso il banchiere non guadagna che la prò- 

babilità 'y di vincere nello sfoglio seguente , che prima dello sfoglio varrà . . 
(2x — 3)(x — 2), 

— — — — V . Se segue il secondo, egli ha la probabilità, che la carta gli 

sia favorevole, probabilità che abbiamo già trovata essere y , c che prima dello 
3(2x — 3) 

sfoglio vale ^ ~ — — ; inoltre guadagna la probabilità sopra le due carte, che 

rimangono , la quale per uu numero 2x di carte essendosi già trovata di sopra 
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— ^ — — , qui in unnumero2x — 2 di carie urà dopo it primo sfoglio — , 

2(2x — I) ” 2 v 2x — 3) 

e avanti di esso — ^ ; onde la probabilità intera del banchiere fondala sul 



secondo evento sara 



2x(2x — I) 

, 3(3x — 5) 



x (2x — t) 



. Seguendo infine il terzo , il banchiere guadagna 



la solita metà della scommessa , sulla quale ha dunque la probabilità , 

ed inoltre guadagna la probabilità \ soli’ altra carta rimasta , che prima dello 

sfodio vale — ■ ■ - : cioè in lutto il banchiere può avere sul terzo evento la 
b 2x(2x — 1) 

3 

probabilità — Dunque infine la totale speranza del banchiere sarà r~ 

x(2x — t) 

(2x — 3)fx — 2) , 3(3x — 4) . 

— — Y-ì — yr ratti i soliti cangiamenti si avra y — 

x(2x — 1) x(2x— 1) 

(2x— ()(x_t) 3(3x — t) _ 2x — 3 2x — 5 3 K x_2 x— 3 

(2x-+-t)(*-l-Ò' r— (2 xH-<)(x-h) sb ‘ 0, rl>= 2x — t 2x — 3 T'I X x x— T 

x — ■» 3 2 I 2 _ 2 X _3^ 

7—ì 7' 1 '3 ~'x(x_t)(2x— <)' P Xr P— x(x4-t)(2x+l) ’ ° TxV”"*’* 

ax(3x-l)=|(x’_2 x*+*>= jCx-0*- dunque _ 

\ 3(x— 4) 

0*4v cioè 2x~ i 9 8** cc ^® come 8 °pr» Czs-0. La probabilità favore* 

, 3(x_ 2) 

vole al puntatore si troverebbe = — - . 

III. Sono in un’urna x-H polizze coi numeri naturali I, 2, 3, ec., e che 

debbono essere estratte da altrettanti individui , a condizione che chi estrarrà un 

numero ovvero <^m otterrà uu certo premio. Supposto x^2m si domanda se 

la probabilità di guadagnarlo sia la stessa tanto per i primi estraeuti , quanto per 

gli ultimi. E certo quanto al primo estraente, che in x-4-4 combinazioni possibili, 

avendone m favorevoli edx-M — m contrarie, la probabilità perla viucilasarà per 

m jc-H — m 

lui , e per la perdila — j — . 

Quanto al secondo possono aver luogo due casi differenti , cioè 1°. che nei* 
l’estrazione precedente sia sortito uu numero di m \ 2**. che ne sia sortito uno 
=, ovvero ^jn. Nel primo caso egli non fa che cangiare al solito la sua probabilità 



j ' per la vincita in W funzione di x t che al principio dell’estrazione vale 






Nel secondo caso sopra le residue polizze x ue restano per lui ni — i che potranno 
farlo vincere, onde per questo evento avrà la probabilità - ^ » , e questa puro 
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valutala prima dell’ estrazione varrà — ^-jy. Quindi la probabilità totale del 

, V(x-H — tn) 

secondo estraente per la vincita avanti l’ estrazione sarà y— X J £\ — “ 

m{m— 0 ... . .... , r(r-4-2— m) 

- , espressione che coi consueti cangiamenti amene r 1 — - — — 

x(x-H) r ° J x-4-2 

ni(m— 0 „ , . „ x+2—m 

-—^-=0. Sara dump, e X= ( —— yP = , *,>= 

m(m — 4)(m — 2)(/n— 3). ..4. 3. 2. 4 m(m— 4)(m— 2)(m — 3). ..3. 2.4 

(x-4- 1 )x(x— 4 )(x — 2). ..(x— m-4-2) (j+2){r+4 )^i_( (i-2)...(i-m+3)’ 

^ A' x(x — 4)(x — 2)(x — 3)...(x — ;n-t-3) x(x— 4)(x— 2)(x — 3)...(x— m+2) 

f'X^P T (m — 2)(m — 3 )(m — 4). ..3.2. 4 (m — 4)(/n — 2\m — 3)...3.2.4 

m(nt — 4)m — 2)(m — 3). ..3.2. 4 .x(x— 4)(x — 2)...(x — m-t-2) 

(4 1j 4), cd y— — 4)(x — 2)...(x — /n-f-2) l (m— t)(m-2)(m-3)..3.2.4 

-4 -C J . La costante si determina con osservare clic quando x-H— m, non resta- 



no che m estratti lutti conlrarj alla perdita ; onde la probabilità per la vincita si 
cangia allora in certezza , e diviene y-i- Ma la supposizione di x-4-4=/n, can- 
gia il secondo membro dell’equazione in 4-4-C, avremo dunque t =4—4 — C, e quin- 



di C=0. Di qui è evidente la conclusione ebo in generale yz=- — ^ ; onde la pro- 



babilità del secondo estraente per la vincita, e in conseguenza anche quella per la 
perdita, sono eguali alle probabilità del primo estraente; il che manifestamente 
porta a concludere che anche tutti gli altri avranno in egual modo in favore lo stes- 
so grado di probabilità fin dal principio del gioco. 
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AGGIUNTE, VARIAZIONI e CORREZIONI 






§. 794. Si aggiunga iti ultimo: E poiché 2 n — y =2u — <-f { > si avrà 
dunque co*(2n-f- J )r^0 , Cos(2n — 4-t-l)irss0f e in generale, qualunque siasi 
n o pari o impari , ©o#(«-+-^ )7r=^0. 

§. 842. Il metodo proposto in questo paragrafo per avere il valore di a\ seb- 
bene indiretto, ha per altro il vantaggio* di guidare ad una formula cne «assai facil- 
mente si presta al calcolo logaritmico. Ma volendo averne direttamente l’espressione 
analitica mediante una sua qualche fu listone trigonometrica, potrà osservarsi che la 
proporzione gt: g" t: sena' :sèna n dà g''sena'=g sena n =^g' sciiti 80° — (n-H?'))= 
( 792. 5t.“) g ì sen(a-\-a i )sz ( 788 38 *) g l senacosa'-\-g' sena' cosa : di qui 

g x sena 

g”x=g senacota'-l-g'cosa , e infine tanga f s= -■ % . 

$ — g cosa 

§. 862. in Jìne. « dunque l'angolo sferico ec. » S* intenda dell’arco in- 
terposto fra quei due poli che cadono dalla stessa parte dei lati, cioè ambedue 
o dalla parte destra o dalla p.irte sinistra. La proposizione è pei d'altronde ma- 
nifesta , in quanto che l’arco interposto fra i poli misura l’angolo degli assi, 
che come è chiaro, corrisponde all’inclinazione dei piani, e quindi all’an- 
golo sferico (859). 

§. 887. La formula finale di questo paragrafo peggiora le condizioni del 
calcolo j poiché se l’altra coshzscosg cosg n non è applicabile quando h risulta 

troppo piccola, molto meno potrà aversi il valor di li da cosili— -- ■ — 

cosyy 2 

ove l’arco incognito è metà del supposto. Invece dovremo perciò procurarci a' f 
come abbiamo praticato di sopra, dalla formula tangg'=ztanga x seng" (885), 
e quindi h dalla formula seng' z=senhsena' (iW). 

§. 92 f. Fra questo e il seguente paragra fo si ponga quanto segue . Coll’uso 
di questa scala, per dirlo qui di puss'ggio, possiamo formare un angolo di 
un dato numero a di gradi , problema che tanto frequentemente occorre di 
risolvere in pratica. 

Si prenda una linea AD ( Fig. 252 ) equivalente in lunghezza ad un nu- 
mero qualunque n di parli della scala. A l una delle sue estremità D si alzi 
una normale indefinita. Si calcoli quindi col mezzo delle tavole il valor nu- 
merico di ntanga. Presa sulla scala e riportata sulla norm.ile una lunghezza 
DC equivalente al valor trovato, si unisca A con C , sarà DAC l’angolcf ri- 
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chiesto. Infatti il tiimiflolo ADC dà (846.2.°) tangDACz^ ^~r 

aì IJ n 

t a ufi a , e quindi DAC=a. 

§. 935. Terminalo il paragrafo si aggiunga: A questa medesima equa- 
zione si perviene, siccome è facile dimostrare, anche se il cono sia obliquo, 
purché in questo caso la sezione si supponga non più fatta comunque , ma 
normalmente al piano triangolare condotto per 1’ asse perpendicolarmente alla 
base, il qual piano non potrà esser che uno solo. Qui poi potremo osservare 
che in questo caso se sia A=zD, e per conseguenza A-\-B~<8Q° — C, avremo 

cxsenB . , . . , . . csenB 

Y = — — x*, equazione ad un circolo del diametro — (y<0), cioè la 

sene sene 

sezione, al pari di quelle fatte parallelamente alla base, sarà circolare. I 

Geometri la chiamano subcontraria , ed occorre specialmente nelle dottrine 

della Prospettiva. 

§. 943. 2.° Dopo le parole « Piperbola sarà equilatera » si aggiunga : 
Potrà osservarsi di più che in questo caso l’equazione dovrà mancare del se- 
condo termine, o del termine colPxr; poiché nelle supposte ipotesi dovendo 
aversi p—q } , ed essendo az=b 9 risulta 2 a'p'q 1 — 2b'pq=zQ, Come del 

pari se gli assi della trasformata sono ortogonali e manca il secondo termine, 
sarà — 4 e Piperbola equilatera. Inoltre, poiché i cinque coefficienti 
dell’ equazione j % -\-Axjr-\-Bx'-)rCy-+‘Dx-+-F=ziQ non danno luogo che a cin- 
que equazioni, colle quali possiamo determinare un egual numero delle sei 
quantità a, b 9 a, 6, p t q 9 una di queste rimarrà dunque i nd eie rmi nata , e 
potrà quindi darlesi un qualunque valore ad arbitrio . Dal che si ha che in- 
finite potranno essere le ellissi e le iperbole corrispondenti alla data equazio- 
ne, differenti Ira loro o in uno dei parametri , o in una delie coordinate del 
centro, o nella direzione di uno degli assi delle coordinate. 

§. 997. La conclusione di questo paragrafo appella al caso più universale, 
cioè che l’iperbota non sia equilatera: se lo è, si dimostra all’opposto che 
ogni diametro è eguale al suo coniugato. Infatti dall’equazione b'xza'tangtotangy 
(987. 6.°) fatto a=zb si ha tangM~cot<p 9 d’onde w=90 — y, valore che posto 
nella V. a (996) dà m=n, 

§. 4 04 2. Si aggiunga al termine del paragrafo : Se non che la parte ne- 
gativa o alla sinistra dell'origine non è eguale alla positiva, ecceilochè nel caso 
di m=zn 9 il che assai facilmente apparisce. 

§. 1043. L'analisi, colla quale in questo paragrafo si scende a stabilir 

l’equazione y ,(x)=l ^ - C , per qunnto rigorosa ed elegante, ba il difetto di 
T senu 

scostarsi dal metodo generale che abbiamo sopra proposto (1041). Volendo attenersi a 
questo, si riprenda l’equazione (i02l) y z=zy(x)z=arc.cos(i—x)~i-'y (2x — x ) sarà 
y(x-hw)==«re.cos(J — x — w)-f-J/(x4-«)(2— x— &*). Ponendo are cos(!-x-o^=s. 
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«Tremo ia primo luogo 1— x — u—cocz ; d’onde s=(823)jjr — (< — r — ta) — 

J.(1_,_«) 5 _j-Lo_x_«)' — -ÌL(<_ x-eO’-ec.xnOOJOiw— 

4 3 3 5 3.5 j 

(coro— u ) — — (coru— a») — ^ j . (cosu — ta) — j^-^-y(coJK — — «c. Avre- 
mo in ««concio luogo \ (x-|-w)(2 — x— <a)=(x+u)^ (2 — x — tu)^= ( 2(6 ) 
(**+ jx'*»_ J x~* »>M*ec.)((2 — x) f(2 — x) ~*tt — i(2 — »*-ec ). 

Ora sviluppando ciascuna delle potenze della prima serie con arrestarci al loro 
secondo termine, Punico che coutenga w alla prima dimensione, troveremo 

per prima porzione del coefficiente di questa quantità, 4-f- ■j-coi’ii-f-— ■ cor^u-f- 



3 # 5 4 4 

— - — co5 6 a+ec.= (ivi) . ■■ . „ z— . ■ In seguilo moltiplicando tra loro 

2.4.6 J fS(1— cos u) se/m ° r 

le due serie risultanti dall’altro termine, e limitandoci come sopra alle prime 

» . . . « 1 /( 2 — ar) 

potenze di &>, troveremo pel resto del coefficiente di questa quantità, — — ^ 

\x 4 — x cosa 

; — =(1021) — . Raccogliendo adesso le due porzioni del 

2J/(2— x) y (2x — x*) v seuu ° r 

i-\-cosu 

coefficiente di w, avremo y,(x)= — . 



§. 4065. X. Le equazioni fra y e z che qui vengon date per le diverse 
soluzioni particolari di questo problema, non sono propriamente Ira le coor- 
dinale della curva richiesta. Perciò in luogo di sostituire il valor di x dato 
per z sarà meglio sostituire quello di z dato per x. 

§. 1146. « Ed altrettanto accade rapporto alle sezioni secondarie. » Che se 
anche c fosse negativa e si avesse z % =ax ì — by* — c, è chiaro che siccome que- 

z' b c . 

sta equazione si trasforma nell'allra x’= — H >*-f- — in lutto analoga alla pri- 



ma (4 4 38), cosi avremo similmente da questa una iperboloide ellittica, diffe- 
rente soltanto nella posizione. 

§. 4 450. «... si chiama paraboloide iperbolica .» Si può concepire come gene- 
rata dalle due parabole primarie risultanti dalle sezioni fatte dai piani delle xz 
e delle yz (1449), immaginando che ciascuna si avanzi parallelamente a se 
stessa , in modo però che la supcriore strisci sempre cui suo vertice sull’uno o 
sull’altro r.imo dell’inferiore, e l’inferiore sull’un ramo, e l’altro della superiore. 

§• 4 248. « dal che si rileva 5.° ec. » Questo teorema può esporsi di- 
versamente e in modo più opportuno, dicendo: « dal che si rileva che, 
l’ultimo termine d’una serie formata da differenti valori di jr eguaglia la 
differenza celia somma di tutti quelli che precedono, più il primo , se pur 
questo non sia nullo . » • • « e» 
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§. <227. in fine. Non sarà inutile rammentare che dx rappresenta V ele- 
mento lineare dell’arco che nel circolo del raggio < misura l’angolo x, e non 
quello dell’angolo x ; e ciò in conformila dell'avvenenza falla al §.809.2.°. 

§. <252. Agli csempj riportiti in questo paragrafo sarà bene aggiungere i 
due seguenti : 

\ fi—*’) . dx 



X. Sìa } 



- • troveremo dyz. 



c- ,c<+r (<— x’)) . —dx 

Al. Sia y^U : saia dyxx ~ - 

r iK'-f) 

§. i 29-1 . «Infine poicliè'ec. » li valer qui <lio peri può ottenerli più f»- 

e* e* 

diluente sostituendo quello di J/() — e')=(2(6) f — ec. 

Z o 

§. 1399. «...purché nella prima integrazione si ponga ec. » E chiaro che 
l’introduzione del nuovo valore di x da farsi dopo la prima integrazione , si 
riduce a cambiare a in a' ed ni 11 in /«’. 

§. <419. sJl termine di questo paragrafo xj aggiunga : Se si cangino 
le coordinate angolari y ed x l’una In r, l’altra in 0, a seconda delle deno- 
minazioni già adottale al paragrafo 901, avremo $=. \ Jr'dft: e se con x,y si 
rappresentano invece le coordinate rettangole del punto della curva corrispon- 

y j* 

dente all’estremità di r, avremo (tVi) coì&= — , e 

, „ rdy — vdr rdy — rdr rdy — ydr 

quindi dsenf)zxdQcosQ^= \ d onde dQ= — — _ ed 

r r cosv rx 

, , A r x dy — rjdr rVr-J/rfV') {x'-+y)df—y (xdx+ydy) 

r — — s= =► — c=xdy — ydx, 

xx x J J 

Sarà perciò Sxz\J(xdv — ydx), valore dell’area espressa per le coordinale 

rettangole . 



FINE 



». il «r 
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